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Estimação de Modelos de Misturas de Exponenciais: Um estudo de Simulação

Renata Evangelista Monteiro*

Resumo

Uma grande variedade de fenômenos aleatórios pode ser modelada por mistura 

de  distribuições  exponenciais.  Especificamente,  em  estudos  de  confiabilidade  estes 

modelos tem recebido grande atenção nos últimos anos devido sua grande flexibilidade 

na estimação no tempo de vida de produtos.

As funções  de  verossimilhança  encontradas  para  as  misturas  são  de  grande 

complexidade, tornando impossível a determinação analítica destes estimadores. Dentro 

deste contexto,  este trabalho tem por objetivo estudar a estimação dos modelos de 

mistura de exponenciais pelo algoritmo EM (Expectation - Maximization).

Foram  estudados  três  modelos  de  misturas  com  2,  3  e  10  componentes 

densidades, com o objetivo de verificar a convergência dos valores, isto é, a qualidade 

das estimativas  obtidas  e a relação com o número de componentes  densidades no 

modelo.

As simulações foram realizadas no software estatístico R e apresentaram boas 

estimativas para modelos mais simples, ou seja, modelos que contem menor número de 

densidades.

__________________________________________

* e-mail: evangelista_renata@hotmail.com. Este trabalho foi financiado pelo CNPq.
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1. Introdução

Misturas finitas de distribuições são ferramentas importantes para modelagem de 

populações heterogêneas com aplicações em diversas áreas do conhecimento, como 

biologia, genética, medicina, psiquiatria, economia, engenharia e marketing. Devido sua 

grande flexibilidade, os modelos de mistura tem recebido grande atenção nos últimos 

anos, tanto do ponto de vista prático como teórico. 

Em confiabilidade, produtos produzidos sob as mesmas condições técnicas terão 

tempos  de  vidas  estudados  segundo  uma  distribuição  exponencial.  Entretanto,  os 

principais componentes envolvidos na fabricação de eletro – eletrônicos são adquiridos 

muitas vezes por fornecedores diferentes. Essa característica da cadeia produtiva pode 

gerar equipamentos com tempos de vidas diferentes, mesmo sendo manufaturados na 

mesma indústria e sob as mesmas condições técnicas.

 No presente estudo empregamos as funções de verossimilhança, através das 

quais são encontrados os estimadores de máxima verossimilhança  para  o tempo de 

vida de tais produtos.  Neste sentido,  não utilizamos dados reais mas,  dados simulados 

de  modelos  misturas  com 2,  3  e  10 componentes  densidades de  exponenciais.  Os 

principais objetivos desta pesquisa são:

(i). Estudar o algoritmo EM para implementação do programa de misturas; 

(ii). Verificar a qualidade das estimativas obtidas;

(iii).  Relação  da  qualidade  das  estimativas  com  o  número  de  densidades 

componentes na mistura.
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2. Revisão Bibliográfica

2.1 Mistura de Densidades

Segundo McLachlan & Peel (2000) define-se uma mistura finita de densidades:

)|(. iif θ ,            i = 1,..., n

indexadas pelos vetores de parâmetros desconhecidos  iθ ,  i  = 1,..., n como sendo a 

densidade:

(2.1) 

onde os pesos 10 << ip , i = 1,..., n, são parâmetros desconhecidos, com ∑
=

=
n

i
ip

1

1 .

2.2 Mistura Finita de Exponenciais

Abordaremos a situação onde cada densidade na mistura é uma exponencial 

conforme a definição de Dantas (2004), e é dada por:

                        (2.2)

O parâmetro  λ  indica a taxa de ocorrência por unidade de medida, que neste 

caso pode ser tempo. Se X tem densidade (2.2) utilizamos a notação X~Exp(λ ).

Figura 1: Gráfico da distribuição exponencial λ=1/2
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Segundo Redner (1984), mistura finita de exponenciais é uma soma ponderada 

de funções densidades de exponenciais, onde cada parcela da soma é atribuído um 

peso. Podemos escrever a densidade (2.1) como:

 

(2.3)

),,,( 2121 ppλλθ =  vetor de parâmetros a ser estimado, onde os pesos ip  também são 

parâmetros desconhecidos, com ∑
=

=
n

i
ip

1

1 .

m = nº. de componentes densidades.

p = proporção das densidades na mistura.

Representação  Gráfica  de  uma  mistura  com  duas  densidades  exponenciais  com 

diferentes parâmetros com n = 1000

Figura 2: Figura 3:

n = nº. de observações da amostra aleatória gerada no R
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Na figura 2 211 4060 ffxxf n ,,)|,...,( +=θ , onde )(~ 11 =λExpf  e )(~ 22 =λExpf

.

Na figura 3 ffxxf n 3070 11 ,,)|,...,( +=θ , onde )(~ 31 =λExpf  )/(~ 522 =λExpf .

Para estimação dessa mistura utilizaremos o método de máxima verossimilhança 

(MV) e  o  algoritmo EM.  O EM é empregado quando não há solução analítica  para 

encontrar  o  vetor  de  parâmetros.  O  algoritmo EM é  uma forma  computacional  que 

maximiza  a  função  de  verossimilhança  encontrando  os  estimadores  de  máxima 

verossimilhança em misturas de densidades (EMV).

3. Metodologia

3.1 Método de Máxima Verossimilhança

Sejam  nXX ,...,1  observações  de  uma  amostra  aleatória  de  tamanho  n  da 

variável  aleatória  X  com função de densidade  )|( θxf ,  com  θ Θ∈ ,  onde  Θ é o 

espaço paramétrico.  A  função de  verossimilhança  de  θ correspondente  a  amostra 

aleatória é dada por:

nifffL iii ,...,),|(....)|(.)|(.)|(. 12211 =×××= θθθθ

∏
=

=
n

i
iii fL

1

)|(.)|(. θθ (3.1)

Para  uma  mistura  com  duas  densidades  exponenciais  a  seguinte  função  de 

verossimilhança:

       ∏
=

−− −+=
n

i

xx
n

ii epepxxL
1

211
21 1 })({)|, . . . ,( λλ λλθ (3.2)

Aplica-se o log em (3.2), temos:

∑
=

−− −+=
n

i

xx
n

ii epepxx
1

211
21 1 })({)|, . . . ,l o g ( λλ λλθ (3.3)
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Para encontrar os valores dos parâmetros que maximizam a função calcula-se as 

derivadas parciais da função (3.3) em relação aos parâmetros  ipe21 λλ,  e resolver 

seus respectivos sistemas igualando a zero.

(3.4)

(3.5)

(3.6)

Podemos observar que há um vetor com quatro parâmetros a ser estimado, à 

medida que for aumentando o número de componentes à quantidade de parâmetros a 

ser estimado aumentará. A partir daí, vai surgindo dificuldades para estimação do vetor 

de parâmetros, assim tornando impossível a obtenção da solução analítica.

3.2 Algoritmo EM

O algoritmo EM é usado para determinação de parâmetros a partir  de dados 

incompletos, ),...,( nxxx 1= , ou seja, observações não conhecidas.

Introduzimos a variável  ),...,( nzzz 1= para tornar os dados completos de modo 

que θ possa ser estimado utilizando as técnicas de estimação convencional de máxima 

verossimilhança.

∑==
ij

ji zxfZXfL )|,(log),|,(log)(log θθθ (3.7)

O algoritmo EM é constituído de dois passos:

1.  Cálculo  da  Esperança  do  log  da  verossimilhança  da  mistura  de 

exponenciais:

(3.8)

2. Maximização da função:

(3.9)
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O processo  de  estimação pelos  métodos  convencionais  torna-se  complexo  a 

partir de misturas com mais de duas exponenciais, ou seja, a função de verossimilhança 

torna-se  mais  difícil  de  ser  encontrada.  Para  a  verificação  deste  fato,  estudamos 

modelos com 2,3 e 10 componentes.

Neste trabalho simulamos 1000 amostras de tamanho n= 50, 200, 500 e 1000. 

Os  valores  iniciais  foram  os  mesmos  dos  parâmetros,  uma  vez  que  estamos 

interessados  na  qualidade  das  estimativas  geradas  pelo  EM  e  sua  relação  com  o 

número de componentes na mistura.

4. Resultados e Discussões

Observamos  que  as  estimativas  sao  boas  para  uma  mistura  com  duas 

densidades,  a  medida  que  n  aumenta  a  tendencia  dessas  estimativas  e  ficar  mais 

proxima dos verdadeiros valores (parametros), como mostra a tabela 1.
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Para uma mistura com tres densidades podemos perceber que para λ3 as estimativas 

nao sao boas.
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Para  uma  mistura  com  dez  densidades  as  estimativas  vao  se  distanciando  dos 

verdadeiros valores, e no caso de λ10  as estimativas nao sao boas.
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5. Conclusões

Os modelos de mistura de exponenciais estudados no presente trabalho apresentaram:

 A estimação  dos  parâmetros  é  menos  eficiente  à  medida  que  o  número  de 

densidades componentes aumenta na mistura;

 As  estimativas  dos  pesos  se  aproximam  dos  verdadeiros  valores  nas  três 

misturas;

 O algoritmo E.M é uma alternativa para modelos de mistura de exponenciais, 

havendo necessidade de aumentar o número de observações para modelos mais 

complexos.  
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