UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS
PRO REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
DEPARTAMENTO DE APOIO A PESQUISA
PROGRAMA INSTITUCIONAL DE INICIACAO CIENTIFICA

ALGORITMO E.M. EM ESTIMACAO DE DENSIDADES.

Bolsista: Débora Pinto Pessoa, CNPq.

MANAUS
2009



UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS
PRO REITORIA DE PESQUISA E POS-GRADUACAO
DEPARTAMENTO DE APOIO A PESQUISA
PROGRAMA INSTITUCIONAL DE INICIACAO CIENTIFICA

RELATORIO FINAL
PIB — E — 0089/2008
ALGORITMO E.M. EM ESTIMACAO DE DENSIDADES.

Bolsista: Débora Pinto Pessoa, CNPq.
Orientadora: PROF2. DR2. Amazoneida Sa Peixoto Pinheiro

MANAUS
2009
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RESUMO

O estudo da distribuicdo normal é muito importante na estatistica, pela
sua caracteristica de convergéncia das demais distribuicdes, muitas
distribuicbes podem ser modeladas por misturas de normais.

O problema na estimacao dos parametros no modelo de mistura de
normais apresenta uma forma nao convencional onde os métodos estatisticos
convencionais nao sao suficientes, pois os célculos se tornam muito
complexos.

O algoritmo E.M. (Expectation-Maximization) € uma forma computacional
que tem sido muito usada para solucionar numericamente o problema do
célculo de estimadores, pois ele maximiza a fungdo de verossimilhanca
encontrando o Estimador de Maxima Verossimilhanga (EMV). Dentro deste
contexto este trabalho faz o estudo do algoritmo E.M. para mistura finita de
normais, com o objetivo de verificar a qualidade das estimativas geradas pelo
E.M., quando dois critérios sdo usados para inicializagdo do algoritmo: pelo
método dos momentos e pelo método aleatério.
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1. INTRODUCAO

Em muitas atividades do cotidiano é necessario efetuar a classificacao
de objetos a classes previamente definidas, em que o objeto em questéo é tudo
aquilo que se deseja classificar, seja pessoa, imagens, plantas ou outro objeto
que se pode classificar. A necessidade de classificagdo surge porque a
populagado esta misturada, os dados sao distintos e, assim ndo se sabe como
discrimina-las.

Exemplo: Em um diagnéstico médico classificar um paciente como
portador de uma doenga ou nao; classificar uma imagem de raios-X como
sendo uma classe de tumor maligno ou néo.

A modelagem estatistica desses problemas envolve muitas vezes
misturas de densidades e estimar parametros de mistura de densidades é um
procedimento complexo, uma vez que o objetivo € encontrar uma solugcao para
o problema de complexidade das densidades misturadas e o Algoritmo E.M. é
um método viavel para esta finalidade.Este trabalho focara alguns modelos de
misturas de normais com uma tentativa de explicar por simulacdo os exemplos
postos acima.

Obijetivo deste trabalho:

(i). Compreender o algoritmo E.M., suas potencialidades e restri¢coes;

(if).  Estudar e implementar o algoritmo E.M. para mistura de normais;

(iii).  Simular e analisar a qualidade das estimativas dentro da teoria
estatistica, diante de diferentes métodos de inicializagdo do E.M.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1. Misturas de densidades

Misturas sé@o Uteis para modelar dados heterogéneos, quando se sabe
que as observagbes pertencem a um numero finito de populagbes distintas,
mas ndo sabemos como discrimina-las.

O estudo de dados através de misturas € mais expressivo, quando se
encontra a fungdo que expressa o verdadeiro comportamento dos dados as
estimativas se tornam mais exatas, ou seja, quando aproximamos os dados
para uma distribuicdo que ndo é a do seu modelo de origem, perdemos
exatidao e o erro aleatério cresce e os estimadores ndo serdo tao eficientes,
pois estardo baseados em uma distribuicao aproximada.

As misturas podem ser denotadas, segundo Mclachlan & Pell (2000),

como uma soma ponderada de densidades.

F(x10)=3 7,1, (x/6)
@)= 2 ()t 7 £ (5) "

i 7, =1
i1
Onde,
m = nimero de componentes da mistura.
fi = densidade da i-ésima populagéo.
TT; = pesos ou proporcao de cada densidade na mistura.
6 = vetor de parametros.

2.2 Misturas de Normais
A mistura de densidades de Normais, usando a expresséao (1) pode ser
escrita como:

1 —(’”7”12)2 N
fx)=m,*Q2rc)2e ** +.+7z,*Q2r0)2e 7 ()

A figura 1, abaixo, apresentada simulagdes de misturas de 2 e 3
Normais. Nota-se que, nem sempre as misturas serao visiveis graficamente, os
gréficos 1 e 2 sao diferentes porém, sdo misturas de duas Normais, ja o gréafico

3 é uma mistura de trés Normais.



Grllico 1 Grifieo 2 Grifica 3

Figura 1: Mistura de duas e trés Normais Fonte: Simulagéo

2.3 Estimadores de Maxima Verossimilhanca

Parametros sao medidas populacionais (Ex. Média, variancia), e € papel
da Inferéncia estudar medidas baseadas em uma amostra que expressem um
mesmo comportamento dos parametros. A estimacdo de parametros € uma
parte muito importante na teoria de inferéncia Estatistica.

Definicdo: Seja ¢ uma medida da populagéo, entdo qualquer estatistica
que assuma valores em © (conjunto em que ¢ toma seus valores) é um
estimador para @ (Bolfarine, Heleno).

Para se achar o ponto 6 que maximiza verossimilhanca é necessario
derivar o logaritmo da mesma igualando-a a zero a raiz dessa equacgao sera o
estimador de maxima verossimilhanca (EMV).

Esse método consiste em encontrar o ponto 6 que maximize a funcao
de verossimilhanga, derivando o logaritmo e igualando-a a zero encontrando a
raiz da equacao.

Baseando-se no estudo matematico de pontos criticos, maximos globais
e locais encontraremos o maximo de L(6; X) .

dlog(8; X)
BT @

Se a desigualdade abaixo for satisfeita entdo sera o EMV (Estimador de
Maxima Verossimilhanca) de €.

0”log(8; X)

Ve <0 quando 0=6 (4)



3. METODOS UTILIZADOS

3.1 Algoritmo E.M.

Estimar parametros de misturas de densidades € um procedimento
complexo em que os metodos estatisticos tradicionais ndo sdo suficientes.
Para tanto, um caminho estudado por Mclachlan (2000), é a estimagao via
algoritmo E.M.

O algoritmo E.M. é uma forma computacional que maximiza a funcao de
verossimilhanga, encontrando os Estimadores de Maxima Verossimilhanca
(EMV) em misturas de densidades.

O algoritmo E.M. € constituido de dois passos:

e Passo 1.
E-Step
Célculo da Esperanca do log da verossimilhanca da densidade

misturada.

ELY. log(Y. 7,f,(X, /6,)

e Passo 2.
M-Step
Maximizacao da fungéo.
arg max E[anlogﬂifj (x,16,)]
i=1

No modelo de misturas de normais, quanto mais sub-populacdes
pertencerem a mistura mais complexa sera a verossimilhanca e maior sera o
vetor de parametros a ser estimado.

No estudo de simulacao, estudou-se 2 modelos com 2 e 3 componentes
normais, sendo geradas 1000 amostras com 1000 iteragdes, com a condicao
de parada, isto é, o salto de uma iteracao para outra € de 0.00001.

Os programas foram escritos na linguagem do software estatistico R, e

estdo em anexo neste trabalho.



4. Resultados e Discussoes

As estimativas obtidas com o E.M. dependem muito dos valores inicias
indicados no algoritmo. Nas simulagdes foram focados dois métodos para
obtencao dos valores iniciais.

1. Valores iniciais Aleatorios

O método dos valores iniciais aleatorios consiste em da valores iniciais
aleatoriamente da forma que acharmos melhor, sem se basear em nenhuma
regra, esse meétodo € rustico pois como os valores iniciais podem ser valores
muito afastados do valor real a convergéncia do algoritmo fica prejudicada e as
estimativas muito ruins.

2. Método dos momentos
O método dos momento é de cunho mais estatistico pois se baseia em
medidas amostrais das popula¢des misturadas, utilizando métodos de analise
discriminante agrupando as observacgoes e classificando-as com um certo erro
em cada grupo (populacéo), essa classificagao é feita no software R atraves da
funcéo k-means.

O tamanho das populac¢des foi extraido de particbes de um conjunto de
1000 observagbes, os tamanhos das populagbes da mistura variam
dependendo do peso de cada populagéo.

Mistura de duas Normais - Medias afastadas

Ho M1 Oo 01 T T

Valores Verdadeiro valor dos 0 12 1 2 0,5 0,5
iniciais parametros

aleatorios valores iniciais 0,5 11,5 0,5 1,5 0,4 0,6

estimativas geradas -0,0659 11,83392 0,984061 1,89712 0,499856 0,500144

Método Verdadeiro valor dos 0 12 1 2 0,5 0,5
dos parametros
momentos valores iniciais -0,06484 11,83629 0,987704 2,15814 0,5 0,5
estimativas geradas -0,03932 12,02212 1,086164 2,071893 0,499999 0,500001
Tabela 1: Comparagao de Estimativas para uma Normal misturada m=2 Fonte: Simulagéo

O uso de valores iniciais aleatorios € importante quando acompanhado
de certa experiéncia quanto a populagdo misturada, diante desse pensamento
compara-se o0 método dos valores aleatérios como 0 método dos momentos.

Nota-se pela tabela 1 que as estimativas geradas usando valores iniciais do
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método dos momentos foram um pouco melhores que as do método dos
valores inicias, porém diante da inconstancia do método aleatério verifica-se

que o método dos momentos € melhor.

mistura de duas Normais - Medias Afastadas mistura de duas Normais - Medias proximas
i - .
- Ulima lteragéo g n Uttima lteragéo

Figura 2: Mistura de duas Normais, medias afastadas e médias proximas Fonte: Simulagéo

Na figura 2 nota-se a falta de visualizagdo da mistura quando as médias
estdo proximas e as dificuldades n&o ficam apenas na visualizagdo como ja foi
dito, as estimativas também ficam menos eficientes, a linha vermelha diz
respeito a estimacao da densidade através dos parametros finais encontrados

via algoritmo E.M.

Mistura de duas Normais - medias proximas

Mo W1 Op (o] T 151
Verdadejro valor 1 ) ) 3 0,5 0,5
Valores dos parametros
iniciais Valores iniciais 0,7 1,8 2,5 3,2 0,4 0,6
aleatodrios i i
Estimativas 120480 1,9876 3,8793 4,5303 0,5239  0,4760
geradas

Verdadeiro valor

, . 1 2 2 3 0,5 0,5
Método dos parametros
dos Valores iniciais -0,2287 3,8676 2,6737  2,4520 0,432 0,568
t L
momentos  Estimativas 15695 2,00777 4,91303 507996 0,62713 0,37286
geradas
Tabela 2: Mistura de duas Normais - Medias préximas Fonte: Simulagéo

Quanto maior a proximidade das médias menos exatas serdo as
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estimativas geradas como verifica-se na tabela 2.

Mistura de trés Normais - Medias distantes

Mo M1 M3 Oo 03 02 T ST 5]
Verdadeiro

Valores valor dos -5 0 10 1 1 4 0,5 0,2 0,3
parametros

niclals  Yalores 45 08 106 2 07 33 06 01 03
aleatérios estimativas

qoradas | ">018 -0,048 10,045 0,854 1,043 4,130 0,501 0,197 0,301
Verdadeiro

Método valor dos -5 0 10 1 1 4 0,5 0,2 0,3
parametros

dos i“:i';;?_j -4,941 1,001 11,204 0,999 2,170 3,203 0,505 0,251 0,244

MOMENTS " estimates 4,944 0,085 10,120 1,084 0,946 4,056 0,503 0,201 0,295

geradas - , ’ ’ ) ’ ’ ] ]

Verificou-se na tabela 1 que quando as medias das populagbes estao
distantes a discriminacdo € mais facil e as estimativas dos parametros mais
exatas comparando um modelo de misturas onde as médias sao proximas,
tanto para um mistura com m=2 quanto com m=3, porém comparando a
tabela3 com a tabela 1 nota-se que quanto maior a quantidade de
componentes na mistura maior serdo a quantidade de parametros e menos

exatas as estimativas.

Mistura de 3 Normais - Medias Afastadas Mistura de 3 Normais - Medias Proximas
g w

0.20
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Figura 3: Mistura de trés Normais Fonte: Simulagéo

A figura 3 mostra a densidade de uma mistura com trés normais, verifica-se
que a falta de visualizagdo € um problema também para medias proximas com

mistura de trés normais.
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Mistura de trés Normais - Medias proximas

Ho M1 M3 Oo 01 02 To G N,
Verdadeiro

Valores valor dos 5 3 7 2 1 4 0,5 0,2 0,3
parametros

niclals - velores 45 38 76 27 07 33 03 03 04
aleatérios Estimativas

geradas 5,908 3,117 6,639 1,867 1,079 4,062 0,391 0,308 0,300
Verdadeiro

lor dos 5 3 7 2 1 4 0,5 0,2 0,3

Método - ! ! !
parametros

dos ‘i’ji'c"i;?: 6,370 2,879 10,742 1,072 1,343 2,016 0,398 0,475 0,127
momentos Estimativas

geradas 5,952 3,452 7,811 2,721 1,23 5,19 0,499 0,388 0,112

Tabela 3: Mistura de trés Normais - Medias proximas Fonte: Simulagéo

Como na mistura com duas populacoes, a mistura para trés também tem

o problema de medias préximas e isso existira para m populacdes também, o

acréscimo dessa classe de mistura € que as estimativas vao ficando cada vez

mais imprecisas quando m cresce e tende para o infinito, porem para m=3 vé-

se que os melhores valores iniciais sdo aqueles obtidos através do método dos

momentos.
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5. CONCLUSAO

Conclui-se que na realizacdo do presente estudo, verificou-se que o
algoritmo EM é uma 6tima ferramenta para estimar parametros de misturas de
densidades normais. Diante das simulagées, observou-se:

(i). As estimativas sdo boas, apesar de ficarem pouco afastadas do
verdadeiro valor do parametro quando a quantidade de misturas no modelo
cresce;

(). Os valores gerados para as estimativas se afastam do valor
verdadeiro quando as medias das misturas sao proximas e os desvios altos;

(ii).  Na simulacdo de modelos misturados com distribuigdo normal,
percebeu-se que o algoritmo convergiu rapidamente, apesar das observagdes
acima;

(iv). A inicializagdo do EM com os momentos gerou estimativas
melhores, como demonstrado por (MARQUES,L.A.V , 2009).
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7. ANEXOS

Algoritmo 1 misturas de duas normais

# AQOrito E.M.-mmmemmememm oo e oo
## Mistura de duas NOrMaiS----============mmmm oo
y <- ¢(rnorm(500,1,3),rnorm(500,2,3))

mu0 =1.002695

mul = 2.097774

var0 =4.913036

varl =5.079962

prob =0.372861

sim = 1000

eps = 1/100000

# y assumido como uma mistura de 2 normais-------------=-=====-=-=---m-mmmmomom oo
mat.name = list(1:sim,c("mu0","mu1","varQ","var1","prob"))
result.mat = matrix(,sim,5,dimnames=mat.name)
cat("Sim","\t","var0","\t","var1","\t","prob0","\t","erro","\n")
for(f in 1:sim){
new.params <- ¢(mu0,mut,var0,var1,prob)
erro <- 1
iter <-1
maxiter <- 5
hist (y,probability=T,nclass=30,ylim=c(0,0.20))
xvals <- seq(from=min(y),to=max(y),length=100) #gera 100 valores
entre o min(y) e o max(y)
while (erro > eps) {
if (iter <= maxiter) {
lines (xvals,prob*dnorm (xvals,mu0,sqrt(var0))+
(1-prob)*dnorm(xvals,mu1,sqrt(var1)),
lty=iter+1,col=iter+1)



# Inicio do E-step--------------—-mmm o
bayes <- (prob * dnorm(y, muO, sqrt(var0))) / ((prob *
dnorm(y,mu0, sqrt(var0))) + ((1 - prob) * dnorm(y, mui,
sqrt(var1))))

# Inicio M-step
cat(f,"\t",round(var0,2),"\t",round(var1,2),"\t",round(erro,6),"\t",b
ayes[1],"\n")

mu0 <- sum(bayes * y)/ sum(bayes)
mu1 <- sum((1 - bayes) *y) / sum ((1 - bayes))
var0 <- sum(bayes * (y - mu0)*2)/ sum(bayes)
vari <- sum((1 - bayes) * (y - mu1)*2) / sum((1 - bayes))
prob <- mean(bayes)
old.params <- new.params
new.params <- ¢(mu0, mu1,var0, vari,prob)
erro <- max(abs((old.params - new.params)/new.params))
iter <- iter + 1
}
legend ("topright",legend=c("Ultima lterag&o"),lty=5,col=2)
result.mat[f,] = new.params
}
print(result.mat)
mean_new.params<-c(mean(mu0),mean(mu1),mean(var0),mean(vari),
mean(prob))
print(mean_new.params)

cbind(mean_new.params)

N = R
#colnames(y) <- c("x", "y")

(cl <- kmeans(y, 2))

#plot(y, col = cl$cluster)

#points(cl$centers, col = 1:2, pch = 8, cex=2)
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Algoritmo 2 misturas de duas normais

AV e o g (o o B
## Mistura de trés Normaig---------=========mmmmm oo
y <- ¢(rnorm(500,0,1),rnorm(200,5,3), rnorm(300,10,1))

muO = 0.03
mui = 4.81
mu2 = 9.9
var0 = 0.9
varl =4.0
var2 = 1.02
prob0 = 0.52
prob1 = 0.03
sim = 1000

eps = 1/100000

# y assumindo como uma mistura de 3 normais----------------=--=-=--m-msmmmm oo
mat.names=list(1:sim,c("mu0","mu1","mu2","var0","var1","var2","prob0","prob1"))
result.mat = matrix(,sim,8,dimnames=mat.name)
cat("Sim","\t","var0","\t","var1","\t","var2","\t","prob0","\t","prob1","\t","erro","\n")
for(f in 1:sim){
new.params <- ¢(mu0, mul, mu2,var0, vari, var2, prob0, prob1)
erro <- 1
iter <-1
maxiter <- 5
hist (y,probability=T,nclass=30,ylim=c(0,0.25))
xvals <- seq(from=min(y),to=max(y),length=100) #gera 100 valores entre o
min(y) e o max(y)
while (erro > eps) {
if (iter <= maxiter) {
lines (xvals,prob1*dnorm (xvals,mui,sqgrt(var1))+ prob0*dnorm
(xvals,mu0,sqrt(var0))+(1-prob0-prob1)*dnorm(xvals,mu2,

sqgrt(var2)),lty=iter+1,col=iter+1)
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# INiCio dO E-Step--------=mmmmmmm oo

bayes1 <- (prob1 * dnorm(y,mu1i,sqrt(var1))) / ((prob1 * dnorm(y, mui,
sqgrt(var1)))+ (prob0*dnorm (y,mu0,sqrt(var0)))+((1-prob0-prob1)*
dnorm(y,mu2,sqrt(var2))))

bayes0 <- (prob0*dnorm(y,mu0,sqrt(var0)))/ ((prob1 *
dnorm(y,mu1,sqrt(var1)))+ (probO*dnorm (y,mu0,sqrt(var0)))+
((1-prob0-prob1)*dnorm(y,mu2,sqrt(var2))))

# INICI0 M-St@P------mmmmmmmm oo oo

}

cat(f,"\t",round(var0,2),"\t",round(var1,2),"\t",round(var2,2),"\t",round(erro,
6),"\t",bayes1[1],"\t",bayes0[1],"\n")

mu0 <- sum(bayesO0 * y) / sum(bayesO0)

mu1 <- sum(bayes1 * y)/ sum(bayes1)

mu2 <- sum((1-bayesi-bayes0) *y)/ sum(1-bayesi-bayes0)

var0 <- sum(bayes0 * (y - mu0)*2) / sum( bayes0)

varl <- sum(bayes1 * (y - mu1)*2)/ sum(bayes1)

var2 <- sum((1-bayes0-bayesi)*(y-mu2)"2) / sum(1-bayes0-bayes1)
prob0 <- mean(bayes0)

prob1 <- mean(bayes1)

old.params <- new.params

new.params <- ¢(mu0, mu1,mu2, var0, vari,var2, prob0, prob1)
erro <- max(abs((old.params - new.params)/new.params))

iter <- iter + 1

legend ("topright",legend=c("Ultima Iteracdo"),lty=5,col=2)

result.mat[f,] = new.params

}

print(result.mat)

parametros = c¢("mu0","mu1","mu2","varQ","var1","var2","probQ","prob1")

means=c(mean(result.mat[,1]),mean(result.mat[,2]),mean(result.mat[,3]),mean(r

esult.mat[,4]),mean(result.mat[,5]),mean(result.mat[,6]),mean(result.mat[,7]))

cbind(parametros,means)

print(means)
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