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1 RESUMO

Este projeto trata do estudo da Analise Matemdtica no Espaco no R”, com um
estudo inicial em Algebra Linear com os seguintes topicos: espacos vetoriais aspec-
tos basicos das transformagdes lineares, normas e métricas, a desigualdade de Cauchy-
Schwarz e aplicagOes, focalizando os pontos bdsicos que constituem o pré-requisito
para a Analise Matematica, com o desenvolvimento dos seguintes topicos: propriedades
dos nuimeros reias, bolas abertas, conjuntos convexos, normas, conjuntos abertos, con-
juntos fechados e sequéncias reais, conexdao entre conjuntos fechados e sequéncias,
generaliza¢do para sequéncias no R". Sequéncias de Cauchy, compactividade e com-
pleteza dos nimeros reais e, como consequéncia disso, a completeza do espaco R". Além
disso, faremos uma breve introducio as aplicacdes continuas apresentando defini¢des e
exemplos, e alguns teoremas bésicos sobre sequéncias e fun¢des continuas, e também so-
bre funcdes continuas definidas em conjuntos compactos. Outros contetidos importantes
que abordaremos serdo continuidade e imagem de abertos, continuidade uniforme. Tudo
isso para preparar o caminho para o estudo de otimizagao de fungdes continuas definidas
em compactos, em particular, o Teorema de Weierstrass no espaco R".

A metodologia utilizada consistiu primeiramente em pesquisa bibliogréfica e es-
tudo dirigido, embasando-se nos estudos sisteméticos e especificos em Algebra Linear
fundamentados para o amadurecimento de idéias afim de desenvolver uma linguagem
matematica, conciliando a escrita, a descri¢do e o racioncinio l6gico. Ao longo destes
estudos dirigidos, foram realizados semindrios onde os topicos mencionados acima foram
expostos e tanto o conteido quanto a didatica e metodologia do ensino foram avaliados
pelo orientador. Todos os resultados estudados foram demostrados com rigor cientifico
que a pesquisa matematica impoe.



2 INTRODUCAO

Neste relatorio, consta o resultado do projeto de Iniciacdo Cientifica em
Matemitica, onde o bolsista submeteu-se ao estudo de Algebra Linear e Andlise Real
no R", uma das grandes dreas da Matematica.

Os tépicos abordados no projeto, bem como seus teoremas, demonstracdes e
definicdes mais importantes estardao descritos aqui de forma clara e concisa, para um
bom entendimento do leitor. Também consta no relatério o cronograma de execugdo, as
atividades desenvolvidas e as obras consultadas para o estudo perante o curso.

A Iniciagdo Cientifica em Matematica Pura, ao contrario das outras ciéncias, nao
ensina o bolsista a fazer pesquisa matemdtica mas sim prepara o aluno para alcancar este
nivel. A Matemadtica requer um arduo trabalho de formacgao afim de que se possa usar
seus conhecimentos para produzir pesquisa. Neste projeto, a bolsista recebe orientacoes
e treinamento no amadurecimento da l6gica matemaética e da linguagem cientifica formal
escrita e falada.



3 OBJETIVOS

3.1 Objetivo Geral

O projeto de Iniciagdo Cientifica em Matemadtica visa uma melhor qualificacao
dos profissionais formados nas dreas de exatas, possibilitando aos alunos um apren-
dizado mais profundo e rigoroso sobre os mais variados relacionados a drea em questao,
incentivando-os a buscarem sempre a aumentar o conhecimento, ndo s6 aquele referente
ao projeto em si, mas também aquele adquirido fora dele, durante a sua graduacdo, e
nao deixa-lo estagnado. Tal projeto visa também gerar a possibilidade de que num futuro
mais proximo os seus participantes tenham maturidade académica suficiente para engajar-
se num curso de pds-graduacdo e/ou uma carreira trabalhista na educag@o, no comércio
ou na inddstria como um profissional altamente qualificado.

O objetivo desta iniciac@o cientifica € abrir um espago para que os alunos sejam
orientados e formados em um nivel bem superior a média nacional. Dado o grau de
abertura deste projeto, uma vez que envolve indiscriminadamente os principais cursos de
ciéncias exatas e tecnologicas, uma oportunidade dada aos alunos, professores e futuros
pesquisadores para que aprendam e aperfeicoem os seus conhecimentos mateméticos
necessdarios para suas proprias atividade.



3.2 Objetivos Especificos

Neste projeto serd estudado inicialmente alguns tGpicos de Algebra Linear visando
introduzir conceitos necessarios para a melhor visualizagdo da Andlise Matematica no R”
e para posteriormente o estudo de otimizacdo de fungdes definidas em compactos, em
particular o Teorema de Weierstrass no Espaco R”. Este estudo serd feito através de teo-
remas, lemas e algumas defini¢des classicas, tais como defini¢des e teoremas dos espagos
vetoriais, transformagdes lineares, normas e métricas, produto interno, desigualdade de
Cauchy-Schwarz e aplicacdes, desigualdade triangular e teorema de Pitdgoras.

Quanto a Analise Matematica no R” serdo estudadas as propriedades dos nimeros
reais, bolas abertas, conjuntos convexos, norma para conjuntos abertos, conjuntos fecha-
dos, sequéncias reais, conexdo entre conjuntos fechados e sequéncias, generalizacdo e
completeza dos niimeros reais e, consequéncia do espaco R"”. Além de introduzimos
as aplicagcdes continuas com definicdes e exemplos. Estudaremos ainda alguns teoremas
basicos das sequéncias e funcdes continuas, das fungdes continuas definidas em conjuntos
compactos, da continuidade e imagem inversa de abertos e por fim continuidade uniforme.



4 METODOLOGIA

O projeto inicia-se com o estudo de espagos vetoriais e transformacgdes lineares,
normas e métricas, produto interno, desigualdade de triangular e teorema de Pitdgoras.
Para que estes topicos, que embora basicos, sdo importantes fiquem claros para a bolsista,
afim de que ajude-o a compreender os proximos topicos, que serdo de analise matematica
no R”. Tais conhecimentos foram absorvidos através de estudos individuais, seminarios e
resolucdes de exercicios. Depois do estudo desses topicos de dlgebra linear, o orientando
passa a estudar topicos de andlise matemaética na reta, tais como nimeros reais, sequéncias
e topologia na reta como estudo dirigido pelo orientador.

Em seguida, € feito o estudo dos tépicos de andlise no R", abordando O Espacgo
Euclidiano no R” e suas propriedades, bolas, conjuntos limitados, conjuntos abertos, con-
juntos convexos, conjuntos fechados, sequéncia no R” e conjuntos compactos. Para
alcancar €xito nos tdpicos estudados, fez-se estudos individuais e depois discursdes
com o orientador para sua melhor compreensao e, em seguinda, espondo-o através de
semindrios, além de exercicios que propiciam um melhor entendimento.



5 RESULTADOS

5.1 Espacos Vetoriais

Definicao

Um espago vetorial real é um conjunto V, ndo vazio, com duas operagdes: soma
VXV -5V, e multiplica¢do por escalar, V x V — V tais que, para quaiquer u,v,w € V
e a,b € R obedecem as seguintes propriedades:

1) (u+v)+w=u+ (u+w), para todo u,v,w € V (associativa);
2) u+v=v+uu,veV (comutativa);

3) Existe um elemento 0 € V tal que u+ 0 = u, onde 0 € chamado vetor nulo, para todo
u €V (existéncia de elemento neutro em relagdo a adigdo);

4) Existe —u € V tal que u+ (—u) = 0 (existéncia de simétrico aditivo);

5) lu = u, para todo u € V (existéncia do elemento neutro em relacdo a multiplicagdo);
6) (0.+P) u= o u+PBu, paraa, p € R e paratodo u € V;

7) o (Bu) = (o B) u, para todo o, B € R e para todo u € V;

8) o (u+v)=0u+av,paratodo o € R e paratodou, veV;

5.2 Transformacoes Lineares

Definicao

Sejam V e W dois espagos vetoriais. Uma transformacdo linear (aplicagdo linear) é uma
funcdode Vem W, F : V — W, que satisfaz as seguintes condigdes:

i) Quaisquer que sejam u e vemV tal que F(u+v) = F(u) + F(v);

ii) Quaisquer que sejam € ReveV, F(av)=aF(v).



Exemplos

1) T:U — V dadapor T (u) =0, paratodo u € U. T é chamada de transformacao nula.

2) T:U — U dadapor T (u) = u, paratodo u € U. T é chamada de transformagio iden-

tidade.

Contra-Exemplos

1) T : R® — R dada por T'(x,y,z) = x4+ y+z+ 16. Note que 7/(0,0,0) = 16 # 0. Logo

nao € uma Transformacgdo Linear

2) T : R — R dada por T (x) = x*. E transformago linear?
Demostracao

Sejam x,y € R = T(x+y) = (x+y)* =+ 20y +y* # x>+ =T(x) + T(y)
Portanto, T (x+Y) # T(x) + T (y) e T ndo é transformacao linear.

5.3 Normas e Métricas

Produto Interno Euclidiano

E uma operacdo que associa a cada par de vetores x = (x1,...,yn), ¥ = (y1,
numero real.

<x, y> =X1¥Y1+ ... +Xn¥n
LEé-se produto interno de x pory
Propriedades

Para x, y, z € R" e o € R quaisquer, tem-se:

1) {x,x) >0 paratodox €V comux#0;

2) (x,y) =y, x) paratodox, y € V;

3) (o, y) =ox,y) paratodoa € Retodox, y€eV;

4) ((x+y), z) = (x, 2) +(y, z) paratodo x, y, z€ V;

esYn) O
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5.4 Vetores Ortogonais

Definicao

Diz-se que os vetores x, y € R" sdo ortogonais (x L y) quando o produto interno entre
eles é igual a zero. Isto €,

xLlys (x,y)=0.
Exemplos
1) Sejam e;,e; elementos da base candnica do R”.
e L €;se i 75 ]
Proposicao 1

(x, )
{x, x)

Seja x € R”, ndo-nulo. Para todo y € R", o vetor z =y — -x € ortogonal a x.

>
>

Figura 1: Projecao.

Demonstracao

Consideremos x,y € R”, x # 0.Vamos achar o vetor p, projecio
do vetor y sobre o vetor x.

Sejaz=y—p.
Como p L z,entdo (p,z) =0 (1)

Agora, notemos que p é um multiplo escalar de x , logo existe o € R tal que
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Substituindo a expressao (2) em (1), obtemos:

(o, y—ox) =0 (3)

Aplicando as propriedades de bilinearidade do produto interno a (3), obtemos:

Portanto, o vetor p é dado por

pela substitui¢do de (4) em (2).
Podemos enuciar, portanto, a seguinte proposi¢ao:

(x, )
{x, x)

Seja x € R", ndo-nulo. Para todo y € R", o vetor z =y — -x € ortogonal a x.

5.5 Normas

Definicao

O ndmero ndo-negativo ||x|| =4/ (x, x) chama-se a norma (ou comprimento) do vetor x.
Se x = (x1,...,X,) entdo

Iell =/ + .. 422

A norma goza das seguintes propriedades:
1) ||x|]| > 0, valendo somente quando x = 0;
2) Jlowl} = for] - [lx]I;

3) |lx+yl < ||x|| + |ly|| (Desigualdade triangular).



Proposicao 1

[y [F< el (1]

(A soma de dois lados de um tridngulo é sempre maior que o terceiro lado)

Demostracao

le+y[1> = (xr+yx+y)

x) 4+ (x, ¥) + (3, %) + (0, )
) +20x6,3) + 0, )

) 42/ (6 ) [+ (0, )
(1> + 21 Iyl] + [yl

(1]l + 11y [1)>

X
X,
X,

{
(x,
{
{
|

IA A

Portanto, [lx+y||* < (||x|| + [lyl)* e como [x+y[[ >0 e (|lx]|+Ilyl) >0

Temos: ||x+y|| < ||x||+ ||y||, como queriamos.
Teorema
Teorema de Pitagoras

Sex L yentdo [lx+y|* = [|x[|* + ||yl

Demonstracao

Sejam x,y € R”, temos
Ix+y[I> = (x+yx+y)
= (5 x)+ x50+ 0 x)+0,)
= (6 x)+2(5, )+ y)
Como x L y temos (x, y) = 0 assim,
= (x,x)+{x,y)
= [lxI>+yl?
Portanto [x+y[* = |lx[|*+||y]*.
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Proposicao 2
Desigualdade de Schuwarz

Para quaisquer x, y € R, tem-se |(x, y)| < ||x]| - ||y||, valendo a igualdade se, e somente se,
um dos vetores x, y € multiplo do outro.

Demostracao

(x, )
12l
Por Pitdgoras, |y?| = o?|x|? + |z|2, logo |y|> > &?|x|?, valendo a igualdade se, e somente
(x, )
, ]
, valendo a igualdade se, e somente se, y = 0L - x.

Isto é obvio se x = 0. Supondo x #, podemos escrever y =0x+zcomz L xe o =

se, y = 0.-x. Entrando com o valor de o, vem |y|> > , ou seja, (x,y) < |x|*-[y]% 0

que nos dd [{x, y)| < x| -[y

Alguns Tipos de Normas

1) ||x|| =\/x3+ ...+ x% (Norma Euclidiana);

2) ||x||y = max{||x1|| + --- + ||xn||} (Norma do Mdximo);,
3) |lxlls = |x1|+ ... + |[xn| Norma da Soma.

Uma norma em R” d4 origem a nocdo de distancia d(x, y) entre dois pontos x, y € R".
Para x = (x1,...,X,) € (¥1,.--,Yn), €0td0 temos que:

d(x.y) = =yl =/ 1 —2) + e+ (10— )2

As propriedades que satisfazem as normas, implicam imediatamente que a distancia goza
das seguintes propriedades, para x, y, z € R" quaisquer.

1) d(x,y) >0, comd(x, y) =0 se, e somente se, x =y;
2) d(x, y)=d(y, x);
3) d(x, z) <d(x, y)+d(y, z) (desigualdade triangular;)

4) d(x, x)=0
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Proposicao 3
Para toda norma , vale a desigualdade triangular.
[l = NIl < e =¥l
Demonstracao

Com efeito, de x = (x —y) +y, resulta que [lx[| < |lx—y[| +[ly[}, logo []x] = [yl < [lx=y[-

Trocando os papéis de x e y, obtemos ||y|| — ||x]| < ||y — x| Mas

[y =[] = [lx =yl logo [[y[| = [lx[| < [[x— |-

Portanto,

el = 11T <l =l

5.6 Bolas

Dado a € R" e r um ponto pertencente ao R temos que:
1) Bola Aberta

A bola aberta de centro a e raio r é o conjunto B(a, r) dos pontos x € R” cuja distancia
ao ponto a € menor que r. Em simbolos:

B(a, r)={xeR"|x—a| <r}
2) Bola Fechada

A bola fechada de centro a e raio r é o conjunto BJa, r] dos pontos x € R" cuja distancia
ao ponto a € menor igual que r. Em simbolos:

Bla, rl={xeR";|x—a| <r}
3) Esfera

A esfera de centro a e raio r € o conjunto Bl[a, r] dos pontos x € R” cuja distancia ao ponto
a € igual a r. Em simbolos:

Sla, r] ={x e R";||x—a| =r}
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Observacoes importantes:

E fécil notar, Bla, r] = B(a, r)US|a, 7).

A bola fechada Bla,r] C R" também é chamada o disco n-dimensional de centro a e r.
Em particular, o disco B[0, 1] de centro 0 e raio 1 é chamado o disco unitdrio de R". Uma
notacdo especial € reservada para a esfera unitdria de dimensad n — 1:

S ={xeR" x| =1}

Assim, S"~! é esfera de centro na origem 0 e raio 1. Quandon =2, § I ¢ a circunferéncia
de centro O e raio 1.

Forma Geométrica das Bolas e Esferas em R” em relacao as normas adotadas:

&

(a) (b) ()

v

v

Figura 2: x € R? tais que ||x|| < 1, conforme a norma seja (a) a euclidiana, (b) do méximo
ou, (c) da soma.

Indiquemos com notacdo B, By e Bs respectivamente as bolas de centro a e r em R”,
relativamente as normas euclidiana, do maximo e da soma. Em relacdao a norma euclidi-
ana, a esfera e a bola tem um aspecto geométrico de uma esfera mesmo e de uma bola.

J4 a norma do maximo apresenta um aspecto geométrico de um quadrado de centro 0 e
raio 1, cuja a distancia do centro a origem é < 1. Em relacdo a norma da soma temos a
esfera e a bola com aspecto geométrico de um cubo com diagonais paralelas aos planos
coordenados.

E interessante resaltar que em manipulacdes de desigualdades, igualdades e etc € conve-
niente trabalhar com a norma do maximo, pois lida com niimeros sem a raiz quadrada.
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5.7 Conjunto Limitado

Um conjunto X C R" ¢ limitado quando estd inteiramente contido em uma bola fechada
Bla,r].

Bla,] € B0, ri+|all] & existe ¢ > 0: x € X = ||| <

Um aplicagdo F : X — R”" € limitada no conjunto X C R™ quando sua imagem F (X) C
R" ¢ um conjunto limitado, isto é, quando existe ¢ > 0 tal que ||F (x)|| < ¢ paratodox € X.

Proposicao 1
Todo conjunto limitado esté inteiramente contido numa bola fechada B[O, r+ ||a]|].
Demostracao

Vamos mostrar que toda bola estd contida numa outra bola com centro na origem 0 e raio
r+|lall

Bla, r] C B[O, r+|all],

notemos que ||x — a|| < r logo temos,

Il = llx —a+al < lx—all +la]| <r+|lal

Assim se x € Bla, r] temos que

x € B[0, r+|al|]

Portanto Bla, r] C B[0, r+ ||al|].

5.8 Conjunto Convexo

Definicao

Dados x,y € X C R” se o segmento de reta [x, y| = {(1 —1)x+ty; t € [0, 1]} estiver
inteiramente contido em X dizemos que o conjunto € convexo.



Exemplos

0O 0 9

Conjuntos Convexos Conjuntos Niao-Convexos

Figura 3: Conjuntos convexos € nao-convexos.

Proposicao 1
Em relacao a qualquer norma, toda bola (aberta ou fechada) é um conjunto convexo.

Demostracao

Seja Bla,r] uma bola fechada e x,y € Bla, r].
Entdo ||x—al| < re|ly—al <r
Entdo ¢ € [0, 1], temosa =ta+ (1 —t)a

Vamos mostrar agora que o segmento de reta [x, y] C Bla, r].

Assim:

€ [01], [ex+ (1 —t)y—ar+ (1 —1)d [t1(x—a) + (1 =1)(y—a)|
tlx—al + (1 =1)lly—all

tr+(1—t)r=r

IAIA

Logo o segmento de reta tx+ (1 —1¢)y € Bla, r].
Portanto, toda bola fechada B[a, r| é um conjunto convexo.

Demostracdo andloga para as bolas abertas.

17



18

5.9 Conjunto Aberto

Ponto Interior
Definicao

Sejaa € S C R". Diz-se que o ponto a é ponto interior ao conjunto S quando, para algum
r > 0, tem-se uma bola aberta B(a, r) C S. Isto significa que todos os pontos suficiente-
mente proximos de a também pertencem a S. O conjunto int.S do pontos interiores a S
chama-se interior do conjunto S.

Definicao de Conjunto Aberto

Dizemos que S C R" € um conjunto aberto quando todos os seus pontos sao interiores
isto é

Va € S = exister c R™; B(a, r) C S

%

Figura 4: Conjunto aberto.

Exemplos

1) Seja X = {(x,y) € R?y > 0} o semi-plano superior fechado. Se p = (a,b) com
b >0, entdo p € intX. Com efeito, afirmamos que B = B(p,b) C X. Isto é claro

geométricamente.
b
bl--f--- 3

Figura 5:
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Demostracao

(e3)€B = \J(x—a+(y—b?<b= (y—b)? <P
= Y2 —2by+b* < b*=y* <2by=y >0 (poish>0)

Portanto (x,y) € X.
2) A retareal, isto €, o conjunto R é aberto.
Demostracao

Para todo x € R, existe € > 0 (de fato para todo € > 0) talque x+€ € Rex—€ € R, isto
¢ (x—e, x+¢€) CR.

Contra-exemplos
1) Temos que int Z = 0 e int Q = 0, logo os conjuntos Z ¢ Q ndo sdo abertos.
Demostracao

Sejam € Z, existe € > 0, tal que

o intervalo(m — €, m+¢€)

ndo possui ponto algum de R, diferente de m, logo m ¢ intZ.

Portanto, nao € aberto.
2) O conjunto S = {(x,y) € R2; x% +y? < 1} ndo € um conjunto aberto.
Teoremas Importantes

1) Se S e S, sdo conjuntos abertos em R" entao S1 NS, € aberta.
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Demostracao

Como S; e 7 s@o conjuntos abertos vamos mostrar que a interser¢ao S M .Sy € aberta
também.

Tome a € §1US; logo existe sy, s, > 0 tal que
B(a, s1) C S1eB(a, s2) CS»

Assim se tomando S = min(sy,s2)

teremos B(a, s) C S1 NS> logo,

a é ponto interior S NS>

Portanto, S; NS, € aberta.
Observacao

A intersegao S1 NS, de conjuntos infinitos podem ndo ser conjuntos abertos.

2) Se (Sy)ner € uma familia arbritaria de conjuntos S; C R”, entdo a reunido S = U Sy

. AeL
€ um conjunto aberto.

Demostracao

Queremos mostrar que se:

a familia (S )<z, € aberta entdo a unido S = U S, € aberta.
A€L
Tome a € S, logo existe A € L tal que a € S,
assim temos s € R™ tal que B(a,s) C S, C |JS =S
A€eL

Logo existe B(a,r) C S, mas se isso ocorre temos que
a é ponto interior de S

Portanto § = U Sy, € conjunto aberto.
AeL
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5.10 Conjuntos Fechados

Definicao

Um conjunto fechado F de espaco métrico E € fechado se seu complementar F¢ (isto é,
todos em E que ndo estdo em F') € aberto.

Teorema
Em qualquer espaco métrico, uma bola fechada € um conjunto fechado.
Demostracao

Sejam B uma bola fechada de centro Py € E , raio r e seja p € B.

Entdo ||p — po|| > r, de forma que ||p — po|| — r > 0, e podemos considerar a bola aberta
de centro p e raio |p — po|| — r.Para qualquer ponto ¢ nessa {ltima bola fechada referida
temos

lp—all <|lp—poll —r

de forma que

lg = poll = la—poll +1lp—al|—llp—qll = |lp = poll = P —qll > r

Assim, a bola aberta de centro p e raio ||p — po|| — r estd simultaneamente contida em B°,
de forma que B é aberto.

Logo B é fechado.
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Revisao de conjuntos

Proposicao 1

Se X,Y C A, entdo CaX NCaY = C4(X UY).
Demostracao

Vamos mostar que C4X NC4xY e C4(X UY) tém os mesmos elementos.
(C) Sex € CAXNCpY,entdo x € CaX e x € C4Y. Isto significaque x €A, x ¢ X,y ¢ Y.
Como x ¢, sabemos que x € X UY. Portanto, x € C4(X UY).

(D) Sex € C4(XUY),entilox € Aex ¢ XUY. Portanto, x € X e x € Y. Assim, x € C4X
ex € CqY, de forma que x € C4 X NC4Y.

Proposicao 2

Se I e A sdo conjuntos e se para cada i € I temos X; C A, entdo Cy( ﬂXi) = U(CAX,-).
icl iel

Demostracao

(C) Se x € Cy( ﬂX,-), entio x € A e x ¢ ﬂXi. Portanto, x € X; para ao menos j € I.
icl iel
Assim x € C4X, de forma que x € U(CAX,-).
icl
(D) Sexe U(CAXi), entdo existe j € I tal que x € CoX;. Assim,x € A e x ¢ X;. Como
icl
x ¢ Xjentdox ¢ |(X;). Portanto, x € Ca[ |(CaX;)
iel iel



23

Teoremas Importantes

1) Para qualquer espaco métrico E, a intersec@o de qualquer colecio de conjuntos fecha-
dos de E € fechado.

Demostracao

Sejam Fj,i € I, uma familia de conjuntos fechados. Entdo (Ff = A;) ¢ uma familia de
conjuntos abertos , donde

A=Y=
il il
€ um conjunto aberto. Consequentemente C4 = ( mA,-)C = ﬂAf = ﬂF,- = F é fechado.
il il il
2) Para qualquer espaco métrico E a uniao de um niimero finito de subconjuntos fechados
E ¢ fechado.

Demostracao

Se F1,F3, ..., F, sdo conjuntos fechados entdo A1,A,...,A, sdo abertos, onde A; = F.

n n
Entdo [A; = Ff
i€l i€l

€ um conjunto aberto. Mas

(&)= A =N

icl icl i€l

€ um conjunto fechado.

5.11 Conjuntos Compactos
Definicao

Um conjunto X C R” chama-se compacto quando € limitado e fechado.

Exemplos

1) Toda bola fechada B[a,r] é compacta.

2) Toda esfera S[a,r| é compacta.
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Contra-exemplos
1) O conjunto Z" é fechado mas nao € limitado, logo nao é compacto.

2) O conjunto (a,b) é limitado mas ndo é fechado, logo ndo é compacto.

Teoremas Importantes
Teorema 1

(1) Um conjunto K C R" é compacto se, e somente se (2) toda sequéncia de pontos em k
possui uma subsequéncia que converge para um ponto de K.

Demostracao

(1) = (2)
Se K é compacto entdo toda sequéncia de pontos x; € K € limitada, pois K € limitado.

Assim, pelo teorema de Bolzano Weierstrass, uma subsequéncia (x;)ieny converge para
um ponto a = lim x; com k € N'. Como K ¢ fechado, tem-se a € K.

Logo, (1) = (2).

(2) = (1)

De maneira semelhante , se vale (2) entdo K € limitado pois caso contrario existiria, para
cada k € N, um ponto x; € K tal que |xz| > k.

Assim, a sequéncia (x) obtida ndo teria subsequéncia limitada, logo ndo teriamos nen-
huma de suas subsequéncias convergentes. Além do mais, temos que K é fechado pois
a=1im x; com x; € K paratodo k € N entdo, por (2), uma subsequéncia de (x;) covergiria
para um ponto de K.

Mas toda subsequéncia de (x;) converge para a.
LogoacKe (2)=(1).
Portanto (1) < (2).
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5.12 Aplicacoes Continuas
Definicao

Uma aplicacdo f: X — R", X C R™ € continua no ponto a € X quando, para todo € > 0
dado arbitrariamente, existe 6 > 0 tal que

xeX, |x—al <d=|[lf(x) - fla)] <&

A aplicagdo f é continua em X quando é continua em todos os pontos de X.

Exemplos

1) Dada f : R — R, definida por f(x) = x? é continua em todo x € R.

2) Seja f : R — R definida assim: para x > 5, f(x) =x+ 1. Se x < 5, entdo f(x) =
16 —2x. Entdo f € continua em todo ponto a > 5 pois coincide com fun¢do continua
g(x) =x+ 1 nointervalo aberto (5, o), o qual contém a. Por motivo andlogo, f é continua
em todo ponto a < 5. Também no ponto 5, f é continua, pois xl_i)rg flx) = xl_ig{ flx)=

6=£(5).

Uma plicacdo f : X — R”, definida num conjunto X C R"™, chama-se lipstziana quando
existe ¢ > 0 tal que || f(x) — f(y)|| < c||x—y]|| quaisquer x, y € X. O nimero ¢ é chamado
uma constante de lipschitz de f. Toda aplicacdo lipschitziana € unifomente continua:

dado € > 0, basta tomar § = £. A fungdo f: [0, 1] — R, definida por f(x) =y/x, é uni-
formente continua mas nao ¢ lipschiziana.
Basta ver que

1
H\/J_C—\/?H :mHX—YH

e que, com x,y € [0, 1] pode-se tomary/x —/y tdo pequeno, (logo (/x—,/y) ') tdo grande)
quanto se queira.

Contra-Exemplos

1) Seja f : R — R dada por f(x) = 0 para x racional e f(x) = 1 quando x € irracional.
Entdo todo nimero real é ponto de descontinuidade de f, pois ndo existe lim f(x), seja
X—a

qual fora € X.

2) Seja f : R — R, definida por f(x) = sin (1) para x # 0. Seja qual for o valor
atribuido a f(0), o ponto 0 serd uma descontinuidade para f, pois ndo existe lir(1)1+ f(x)
X—
nem lim f(x).
x—0~
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Teorema 1

(1) A aplicagdo f: X — R" € continua no ponto a € X se, e somente se, para toda
sequéncia de pontos (x;) pertencente a X com limx; = a, tem-se que lim f(x;) = f(a).

(2) A aplicagdo f : X — " € continua no ponto a € X se, e somente se, sua funcdes
coordenadas f7,..., f, : X — R sdo continuas nesse ponto.

Demostracao

Vamos mostrar que (1) = (2)

(1) Seja f : X — R”" continuas no ponto a. Dada a sequéncia de pontos x; € K com
lim x; = a, para todo € > 0 existe d > 0 tal que f(B(a; 8)) C B(f(a); €). Correspondente
a 9, existe ko € N tal que k > ko = x; € B(a; 8), logo &k > ko = x; € B(a; ), logo
k> ko= f(xx) € B(f(a); €). Isto mostra que lim f(x;) = f(a).

De maneira semelhante, suponhamos, por absurdo, que lim x; = a implica lim f(x;) =
f(a), porém f seja descontinua no ponto a.Entao existe € > 0 com a seguinte propriedade:
para todo k € N, podemos encontrar x; € X com |x; —a| < % e|f(xx) — f(a)| > €. Assim,
temos lim x; = a mas ndo temos lim f(x;) = f(a), uma contradig@o.

(2) Decorre imediatamente do teorema 2, juntamente com a parte (1) acima.
Teorema 2

A imagem f(K) do conjunto compacto K C X pela aplicagdo continua f : X — R" é
também um conjunto compacto.

Demonstracao

Seja (yx) uma sequéncia de pontos em f(k).
Para cada k € N existe x; € K tal que f(xz) = yx

Como K é compacto, uma subsequéncia (xzcpn) converge para um ponto a € K. Sendo f
continua nesse ponto a, de lim x; = a,k € N resulta pelo teorema 1, que lim f(x;) = f(a),
comk € N,

Logo toda sequéncia de pontos y; = f(xx) € f(k) possui uma subsequéncia (yi)xens cOV-
ergente para um ponto f(a) € f(k).

Noutras palavras: f(K) é compacto.
Teorema 3

Toda func¢do real continua f : K — R definida num conjunto compacto K C R", atinge
seu maximo e seu minimo em K, isto é, existem x;, xp € K tais que f(x1) < f(x) < f(x2),
para qualquer x € K.



Demostracao

Como f(K) é compacto pelo teorema 2 anterior

f(K) é compacto de R,

= que existem yj,y; € f(K) extremos minimos e maximos
= que existem x; € K e xo € K tal que

flx)=yre f(x) =y

= f(x1) < f(x) < f(x2), qualquer x € K.

27
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6 CONCLUSAO

Diante dos resultados obtidos acima, que foram devidamente selecionados e es-
tudados por métodos didéticos, semindrios e aulas especiais de esclarecimento com pro-
fessor orientador, o orientando conseguiu formular uma generalizacio que os descreva do
modo mais simples e claro possivel, de modo que suas dificuldades que estavam apare-
cendo, conforme as apresentacdes foram se tornando mais clara e sempre ciente de que
todas as solucdes dependiam de seu proprio desempenho.

O projeto em si esta trazendo muitos beneficios diante das deficiéncias que tinha,
fazendo com que enxergasse suas aptidoes e seus erros e, que ao longo desta trajetéria
foi desenvolvido uma linguagem mais sucinta conciliando a escrita, a descricdo e o
raciocinio l6gico dos resultados, tendendo para um encadeamento 16gico das proposicoes
e na andlise das propriedades mais relevantes dos objetos que foram estudados.

A escolha dos tépicos visou um equilibrio entre a estrutura l6gica do assunto e
a utilidade em possiveis aplica¢des relacionadas com o projeto, visto que sua existéncia
neste, ¢ de fundamental importancia dentro do corpo do projeto.
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7 CRONOGRAMA

O desenvolvimento do projeto obedece o seguinte cronograma:

Atividades Ago | Set | Out | Nov | Dez | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul

Revisdo de Algebra Linear X

Revisdo de Andlise na Reta: propriedades dos nimeros X

Conjuntos Abertos X

Conjuntos Fechados X

Conjuntos Compactos X X

Fungdes Continuas X X

Fung¢de Continuas Definidas em Compactos X

Continuidade Uniforme

Elaboracdo do Resumo e Relatério Final X

alialkalkel
K[| A

Preparacdo da Apresentagdo Final para o Congresso
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