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1 RESUMO

Este projeto dard continuidade ao estudo da otimizagdo de func¢des de n varidveis,
iniciado através do estudo de andlise matemadtica no espaco R"”.Dai serd dada énfase
especial aos métodos classicos de otimizagao iterativos: Métodos de Newton, Gradi-
entes e algumas variagdes. A metodologia utilizada consistiu primeiramente em pesquisa
bibliografica e estudo dirigido, embasando-se nos estudos sistemdticos e especificos em
alguns tépicos de andlise na reta e no R” fundamentados para o amadurecimento de idéias
afim de desenvolver uma linguagem matemaética, conciliando a escrita, a descricao e o
racioncinio l6gico. Ao longo destes estudos dirigidos, foram realizados seminarios onde
os topicos mencionados acima foram expostos e tanto o conteddo quanto a didatica e
metodologia do ensino foram avaliados pelo orientador. Todos os resultados estudados
foram demostrados com rigor cientifico que a pesquisa matematica impde.



2 INTRODUCAO

Neste relatério, consta o resultado do projeto de iniciagdo cientifica em
matematica, onde o bolsista submeteu-se ao estudo de otimizacdo de funcdes de n
variaveis , uma das subsareas da analise Matematica.

Os tépicos abordados no projeto, bem como seus teoremas, demonstracdes e
definicdes mais importantes estardao descritos aqui de forma clara e concisa, para um
bom entendimento do leitor. Também consta no relatério o cronograma de execugdo, as
atividades desenvolvidas e as obras consultadas para o estudo perante o projeto.

A Iniciagdo Cientifica em Matematica Pura, ao contrario das outras ciéncias, nao
ensina o bolsista a fazer pesquisa matemdtica mas sim prepara o aluno para alcancar este
nivel. A Matemadtica requer um arduo trabalho de formacgao afim de que se possa usar
seus conhecimentos para produzir pesquisa. Neste projeto, a bolsista recebe orientacoes
e treinamento no amadurecimento dos contetidos de otimizagdo e da linguagem cientifica
formal escrita e falada.



3 OBJETIVOS

3.1 Objetivo Geral

O projeto de Iniciagdo Cientifica em Matemadtica visa uma melhor qualificacao
dos profissionais formados nas dreas de exatas, possibilitando aos alunos um apren-
dizado mais profundo e rigoroso sobre os mais variados relacionados a drea em questao,
incentivando-os a buscarem sempre a aumentar o conhecimento, ndo s6 aquele referente
ao projeto em si, mas também aquele adquirido fora dele, durante a sua graduacdo, e
nao deixa-lo estagnado. Tal projeto visa também gerar a possibilidade de que num futuro
mais proximo os seus participantes tenham maturidade académica suficiente para engajar-
se num curso de pds-graduacdo e/ou uma carreira trabalhista na educag@o, no comércio
ou na inddstria como um profissional altamente qualificado.

O objetivo desta iniciac@o cientifica € abrir um espago para que os alunos sejam
orientados e formados em um nivel bem superior a média nacional. Dado o grau de
abertura deste projeto, uma vez que envolve indiscriminadamente os principais cursos de
ciéncias exatas e tecnologicas, uma oportunidade dada aos alunos, professores e futuros
pesquisadores para que aprendam e aperfeicoem os seus conhecimentos mateméticos
necessdarios para suas proprias atividade.

3.2 Objetivos Especificos

Neste projeto serd estudado inicialmente alguns tépicos de andlise na reta e no R”
visando introduzir conceitos necessarios para a melhor visualizacdo dos metddos cldssicos
de otimizagdo iterativos: Métodos de Newton, Gradientes e algumas variacoes.

Quanto a Andlise Matemadtica na reta serao estudados topicos relacionados a
diferenciabilidade em R e referente a andlise no R” serdo abordados temas pertinentes a
diferenciabilidade no R".



4 METODOLOGIA

O projeto inicia-se com o estudo de diferenciabilidade e integrabilidade em R e
diferenciabilidade em R”. Estes topicos, que embora bdsicos, sdo importantes para o
bolsista e o ajudardo a compreender os proximos topicos, que sdo dos metddos classicos
de otimizacao iterativos: Métodos de Newton, Gradientes e algumas variagdes.Tais
conhecimentos foram absorvidos através de estudos individuais, semindrios e resolugdes
de exercicios.

Depois do estudo desses topicos de andlisen reta e no R”, o orientando passa
a estudar topicos dos metddos cldssicos de otimizacdo iterativos: Métodos de Newton,
Gradientes e algumas variacdes. Enfocando os seguintes topicos: fungdes convexas,
fungdes quadréticas definidas positivas, métodos unidimensionais de otimizacdo, con-
vergéncia local e convegéncia global, método do gradiente, métodos quase-Newton e
métodos de otimizacdo para funcdes nao-diferencidveis,como estudo dirigido pelo ori-
entador. Para alcancar €xito nos topicos estudados, fez-se estudos individuais e depois
discursdes com o orientador para sua melhor compreensdo e, em seguinda, espondo-o
através de semindrios, além de exercicios que propiciam um melhor entendimento.



5 RESULTADOS

5.1 Diferenciabilidade em R
Definicao

Sejam f: X — Rea € XNX’'. A derivada da fung¢do f no ponto a é o limite

iy )= fl@) L flath) — f(a)
f'(a) = lim —————* = lim ’ :

x—a XxX—a h—0

se o limite acima existir, diz-se que f € derivdvel no ponto a. Quando existe a derivada
f'(x) em todos os pontos x € X N X’ diz-se que a fun¢do f: X — R é derivdvel no
conjunto X e obtém-se uma nova fun¢do f: X NX' — R, x — f’(x), chamada de
derivada.

Exemplo 1 Considere a fun¢do f: R — R, definida por
fx) =22

Ache a derivada de f no ponto x = xp.

Solucao Vamos calcular o limite que define a derivada de uma funcao em um ponto xp.

Temos y
. x)— f(x X —x

lim f(x) = f(xo) — lim =9 — 2y,
X—=X0 X —X0 X—Xx0 X — X0

Portanto, f/(xp) = 2x9. Como podemos fazer isto para qualquer ponto x € R dado arbi-
trariamente no dominio da fungéo f, concluimos que f’(x) = 2x.

Teorema 1

A fim de que f : X — R seja derivdvel no ponto a € X N X' é necessdrio e suficiente que
exista c € Rtal que a+h e X = f(a+h)= f(a)+c-h+r(h), onde
r(h)

;llin}) ——~ = 0. No caso afirmativo, tem-se que ¢ = f'(a).
—

Demonstracao

SejaW ={heR;a+heX} Entio0c WNW'.
Supondo que f’(a) exista, definimos r : W — R pondo r(h) = f(a+h) — f(a) — f'(a) - h.
Entao

r(h) _ flath)—fla)
h - h _f(a)7




h
logo }llirr(l)%) =0. A condi¢ao é, portanto, necessdria. Reciprocamene, se vale a
condic¢do, entdao r(h) = [flat+h)~ fla) —¢,logoo lim (flath) = f(a)) —c¢ = lim M =0,
h h h—0 h h—0 h

portanto f’(a) existe e é igual a .l

5.2 Regras de derivacao

Teorema 2

Sejam f e g derivdveis em a e seja c uma constante. Entdo as funcoes f+g, c-fe f-g

sdo derivdveis em a e tém-se
1. (f+g)(a)=f'(a)+&(a)

2. (cf)(a) =cf'(a)

3. (f-8)(a) = f'(a)g(a) + f(a)g(a)

)—f(a)g'(a)

4_<[)}a%:f1®gw

3 [8(a)]?

Demonstracoes

L.(f+g)(a)

2.(cf) (a)

com g(a) # 0

lim
x—a X—a
i [0 = F(@) | () ~g(@)
X—a X—d X—d
f'(a)+g'(a)

cf'(a), ouseja(cf) (a)=cf'(a)l



_ i T )8() — fla)g(x) + fla)g(x) — fla)g(a)
~ lim f(xx:cjlf(a) o(x)+ f(a) g(X))C:i(a)

/ (x) _ f(a)
Ny o S s~ fla)s) 1
+(f) @ = Bt e

somando e subtraindo f(a)g(a) ao numerador resulta

(z)@ EENLCE O PR CETO)

w—a| x—a x—a g(x)g(a)’

€ portanto,

5.3 Alguns teoremas importantes

Teorema 3 (Regra da Cadeia)

Sejam f:X - R,g: Y -Rae XNX',beYNY' f(X)CY e f(a)=>b. Se f éderivivel
no ponto a e g é derivdvel no ponto b entdo go f : x — R ¢ derivdvel no ponto a, com

(gof)'(a) =g'(f(a)) f'(a).
Demonstracao

Seja uma sequéncia de pontos x, € X — {a} com limx, = a e ponhamos y, = f(x,), logo
limy, =b. Sejam N} = {n e N; f(x,) # f(a)} e Ny ={n € N; f(x,) = f(a)}. Sen e N;
entioy, €Y —be

8(f(xn) —8(f(a) _ g(yn) —g(b) f(xn)—f(a)

X, —a Yn—b X, —a
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[8(f(xn)) —g(f(a))]

Portanto, se N; € infinito, tem-se lim =g (f(a)) - f'(a). Se N,
neN| Xnp—d4a
¢ infinito tem-se lil’él ) = fa)) =0, logo f(a) = 0. Ainda neste caso, tem-se
ne 2 .Xn —da
lim 8(f(xn)) = 8(/(a))] =0=¢(f(a)  f(a). Como N=N;NN,, resulta daf que,
neN, Xp—da

em qualquer hipétese, vale

i 8U0) — (/@)

=g (f(a)) f(a). W
Teorema 4

Seja f: (a,b) — R uma fungdo diferencidvel em xo € (a,b) entdo f é continua é xy.

Demonstracao

Seja xo € (a,b), vamos mostrar que temos lim f(x) = f(xp). Equivalemente,
X—X0

lim (£(x) — f(x0)) = lim (f—(x)_f (x0) (x—xo))

X—X( X—X(0 X — X0
— lim M. lim (x—xg) = 0,
X=X X —XQ X—X0

pois, observando a ultima igualdade e considerando a hipétese do teorema, f € dife-
rencidvel em xp, logo existe o primeiro limite, o qual é igual a f’(xp), € 0 limy_,x, (x —x0) =
0. Portanto, o produto desses limites € zero.ll

A reciproca desse teorema € falsa, conforme podemos comprovar a seguir.

Exemplo 2 Considere a fun¢do f : R — R, definida por f(x) = |x|. Mostre que a fung¢do
f(x) = |x| é continua em x = 0, mas ndo existe a derivada de f nesse ponto.

Solucao O jeito mais simples de mostrar essa afirmacao, € através do calculo dos limites

laterais de

i S0 = £(0)

x—0 x—0
que define a derivada de uma fungdo, pois se esse limite existir e, conseqiientemente, a
derivada da funcdo no ponto x = 0, entdo os limites laterais, pela esquerda e pela direita,
devem ser iguais. Mas

0 0
F=0 i 1= 1z m MO

= = 1=1.
x—0,x<0 x—0 x—0, x<0 x—0,x>0 x—0 x—0,x>0

Portanto, a f(x) = |x| ndo é diferencidvel no ponto x =0
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Teorema 5

Se f ¢ diferencidvel num intervalo aberto (a,b) e se f atinge seu mdximo ou minimo num
ponto ¢ € (a,b) entdo f'(c) = 0.

Demonstracao

Suponhamos que f atinge seu maximo em c. Isto é, f(x) < f(c) para todo x € (a,b).
Seja (x,) uma seqiiéncia convergindo para c tal que a < x,, < ¢ para todo n. (Como a < ¢

podemos, por exemplo, tomar x;,, = ¢ — — para n suficientemente grande.) Entdo, como f
n

¢ diferencidvel em ¢, temos que a seqii€ncia
f (xn) — f (C)
Xp—C

converge para f'(c). Podemos notar que cada termo nesta seqiiéncia de quocientes é
ndo-negativo, pois f(x,) < f(c) e x, < c. Assim, f'(c) > 0.

Da mesma forma, seja (y,) uma seqiiéncia convergindo para c tal que ¢ <y, < b para
todo n. Entdo os termos da seqiiéncia

f(n) = f(c)

Yn—C
sdo todos ndo-positivos, pois f(y,) < f(c) e y, > c¢. Como a seqiiéncia dos quocientes
novamente converge para f’(c), devemos ter f’(c) <O0.

Portanto, concluimos que f’(c) = 0.

O caso em que f atinge um minimo em ¢ é demonstrado de maneira andloga. Bl

Teorema 6 ( Teorema de Rolle)

Se f é uma fungdo continua em |a,b] e diferencidvel em (a,b) e f(a) = f(b) = 0 entdo
existe ao menos um ponto ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.
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Demonstracao

Como f é continua e [a,b] é um conjunto compacto, temos que existem x; € x em |a, b]
tais que f(x1) < f(x) < f(x) para todo x € [a,b]. Se x; e x, forem ambos as extremidades
do intervalo [a,b] entdo f(x) = f(a) = f(b) para todo x € [a,b]. Neste caso, f é a fun¢do
constante e f'(x) =0 para fodos x € (a,b). Caso contrdrio, f atinge um méximo ou um
minimo em algum ponto ¢ € (a,b). Entdo, pelo teorema anterior, f’(c¢) = 0. H

Teorema 7-Teorema do valor médio

Se f € uma fungdo continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b) entdo existe ao menos um
ponto ¢ € (a,b) tal que
_ f()—f(a)

f(e) —#-

Demonstracao

Vamos definir uma func¢do & que satisfaz as hipéteses do teorema de Rolle. Para este fim,
considere, inicialmente, a fun¢do g : [a,b] — R, definida por

o) = 1) =1

- (x—a)+ f(a), paratodo x € [a,b].

Entdo a fungdo h = f — g é continua em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Como h(a) =

h(b) = 0, h satisfaz as hipéteses do teorema de Rolle. Assim, existe um ponto ¢ € (a,b)
tal que ’(c) = 0. Logo,

0=H(c) = f'(c) ~g(e) = (o)~ "~
Formula de Taylor (LEMA)

Seja r: J — R" vezes derivdvel no ponto 0 € J. A fim de que seja r") (0) = 0 para

. , L . . r(h
i=0,1,2,....,n é necessdrio e suficiente que lim —) =0.
h—0 h"

Teorema 8 ( Formula de Taylor infinitesimal)

Seja f: 1 — R n vezes derivdvel no ponto a € 1. A fungdo r : J — R, definida no
intervalo J = {h € R;a+ h € I} pela igualdade

fla+h) :f(a)—l—f’(a)-h+@-h2+...+%-hn+r(h),
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r(h)

cumpre lim T 0. Reciprocamente, se p(h) é um polinomio de grau < n tal que

h—0
h
r(h) = f(a+h)— p(h) cumpre }lir% % = 0 entdo p(h) é o polinomio de Taylor de ordem

nde f no ponto a, isto é,

i

n i
fla) ;
i=0 :
Demonstracao

A funcio r, definida pela férmula de Taylor, € n vezes derivavel no ponto O e tem derivadas

. . . r(h .
nulas nesse ponto, até a ordem n. Assim pelo lema anterior, vale lim (—n) =0 . Recip-

h—0
h
rocamente, se r(h) = f(a+h) — p(h) é tal que }llirr(l) % = 0 entdo, novamente pelo lema

anterior, as derivadas de r no ponto 0 sdo nulas até a ordem n, logo p\)(0) = £ (a) para
i=0,1,2,...,n ou seja, p(h) € o polindmio de Taylor de ordem » da funcdo f no ponto a.

5.4 Diferenciabilidade em R”
Definicao
Derivadas parciais

Seja f : U — R uma funcdo definida no aberto U C R". Paracadai=1,...,n, a i-ésima
derivada parcial de f no ponto a = (ay,...,a,) € U é o nimero

a_f(a>1imf(a+t€i) —f(a) _ limf(al,...,ai—{—t,...,an) —f(a)

ox; = ' t—0 t t—0 t

Y

caso este limite exista. Como U € aberto, podemos achar 8 > 0 tal a +te; € U para todo
t € (8,—9).Entdo estd bem definido o caminho retilineo A : (§ —8) — U,A(t) = a+te;.

d

A defini¢@o acima diz que a—f(a)( fo))(0) = derivada, no ponto ¢ = 0, da fungdo real
™

Folh:(—8,8) —R. ’

Funcdes de classe C'

Seja f: U — R uma funcdo que possui as n derivadas parciais em todos os pontos do
aberto U C R". Ficam entdo definidas »n funcdes

of  of of | of
FRERE U R, onde o X a)(j(x)
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Se estas fungdes forem continuas em U, diremos que f é uma fungdo de classe C' e
dizemos que f € C!.

Teorema 1
Toda funcdo f: U — R de classe C' ¢é diferencidvel.
Demostracao

Para simplificar, suporemos U C R%.0 caso geral trata-se apenas de uma notacio mais
elaborada.

Vamos fixar um ponto ¢ = (a,b) € U e tomar v = (h,k) tal que c+v € B C U, onde B é
uma bola com centro em c. Seja

of

r(c) = fla+hb+k) = flab) - = 3

onde as derivadas sdo calculadas no ponto ¢ = (a,b). Podemos escrever

r(v) zf(a+h,b+k)—f<a,b+k>+f<a,b+k)_f<a,b)_g_i‘,h_%;_i‘,k_

Pelo teorema do valor médio de uma variavel real, existem 01,0, € (0, 1) tais que

_f of L, 9
r(v) = ax(a-l-elh,b-l-k) h-l-ay(a,b-l-ez) k P h 3 k.
logo
r(v) _ [9f of h of af k
w_ g(a‘f’e]h,b—f—k)—g(a, b)}\/m—i—{g(a,b—i—ezk)—g(a, b) \/ﬁ

Quando v — 0 os termos dentro do colchete acima tendem a zero, pela continuidade das

. d .
derivadas P e B_f Além disso, os termos fora dos colchetes tem valor absoluto < 1.
X y
. r(v) . .
Portanto lim — = 0 e entdo f € diferencidvel. B

=0 [[V]]
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Teorema 2

Seja f: U — R — diferencidvel no aberto U C R", com a € U. Dado o vetor v =
(o,...,0), se L : (=08, 8) — U € qualquer caminho diferencidvel tal que A(0) = a e
N (0) = v, tem-se

(foM)'(0) = (gradf(a), v) 5-(a) = ), 5 (a)-a

basta aplicar a férmula diretamente

observando que , para A(t) = (Ai(¢),...,Ay(2)), tem-se o; = — (0).

Notarmos ainda que g—{j(a) = (foL)'(0) com A(t) = a+tv, pois M (0) =

Teorema do valor médio

Dada f : U — R direncidvel no aberto U C R", se o segmento de reta [a,a+ V) estiver
contido em U entdo existe © € (0,1) tal que

Flatv) -~ £(@) = 2 (a+ ) = (gradf(a+ ). )

= ia—(a—kev)

ondev =qQy,...,0,.

Com efeito, considerando o caminho retilineo A : [0,1] — U, dado por A(t) = a+1tv,
vemos que f(a+v)— f(a) = (foA)(1)— (foA)(0). Pelo teorema do valor médio para
fungdes de uma varidvel real, existe 8 € (0, 1) tal que (foA)(1) — (foA)(0) = (foA)'(8).
Pela regra da cadeia,

df

g(a—f—ev) = (gradf(a+6v),v).R

(fol)'( ia—f a+6v)-

A formula de Taylor (LEMA 1)

Seja r: B— R de classe C* na bola aberta B C R", de centro 0.

J 0°
Se r(0) = 3_3]:1(0) = Bx,-arxj (0) = 0 para quaiquer i, j = 1,...,n, entdo 113(1) T(‘|}|

=0.
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Demostracao

Seja r : B— R uma funcdo de classe C', isso quer dizer que é diferencidvel, que se anula

. or .
com todas as suas derivadas — no ponto v = 0. Pelo teorema do valor médio, para cada

axi
v=(04,...,0,,) € Bexiste O talque 0 <0 < le

ﬁ o%r

Bx,-

ponto 0, resulta da observacao inicial que

Como cada derivada parial se anula, justamente com todas as suas derivadas

no
Bx jx,-

lim

v—0

Jar
<L (Qv
{%} =0paratodoi=1,...,n.
v

00,
Além disso, cada quociente m tem valor absoluto < 1. Assim lir% % =01
V v—0 ||y

Teorema (formula de Taylor)

Seja f: U — R de clsse C? no aberto U C R".Fixando a € U, para todo V=
(a,...,0) € R" tal que a+v € U, escrevemos

as derivadas sendo calculadas no ponto a. Entdo lil’I(l) % =0.
v—0 [V
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Demostracao

Do lema 1 Iremos demonstrar que
n n 2
of 1 o f
r(v)=fla+v)— z 8_ i— = z S 0,0

se anula, quando suas derivadas parciais de primeira e segunda ordem, no ponto v = 0.

Primeiro vamos comecar lembrando que as varidveis independentes sdo as coordenadas
ay,...,0p de v. E em relagc@o a elas que as derivadas parciais de r devem ser tomadas,

r 0*r . iy
mesmo continuando escrevendo — e . Observemos também que, no somatdrio
ox;  Ox;ox;
duplo que ocorre na defini¢do de r(v), cada par de varidveis o; e 0; aparece em duas
2 az
parcelas iguais, a saber, f 0L € —f -o,;0;. Levando isto em conta, temos:
ax]ax, 0x;0x;
or of of 92 f
I — 7 — — al
axj(v) axj( +v) axj( ) ; 0x;0x; (a)
Derivando outra vez, temos:
o’r 9’ f 9*f
axiaxj' (V N ax,'ax]' (a + V) B axiaxJ' (a
Consequentemente r(0) =0 or (0)=0e S (0) = 0 para quaisquer i, j = 1 |
u r(0)=0, =—(0)=0e =—=—(0) = vaisquer i, j = 1,....n W
d 8x,- axiax j P e d J
5.5 Formas Quadratica
Uma forma quadrdtica H : R" — R é uma fungéo cujo valor no vetor v = (o, ...,0) €

In Y7 j=1 hi joioij, onde [hi ;] € uma matriz simétrica n x n. O valor da forma quadratica
H no vetor v serd indicado com a notagio H -v?> Portanto

n
H? = Z hijociochuandov:(061,---,0%)
i7j:1

Set € Rentio H - (tv)> =2 (H -V?).

A forma quadritica H chama-se ndo-negativa quando H - v> > 0 para todo v # 0 em R”
e indefinida quando existem v,w € R” tais que H -v> > 0 e H -w? < 0. De modo analogo
se definem forma quadratica negativa e ndo-negativa. Quando H € positiva ou negativa,
diz-se que ela € definida.
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Hessiana

Dada a fungdo f: U — R, de classe C? no aberto U C R", a forma quadrdtica hessiana

2
o/ (x)} . Assim,

H(x) = (Hf)(x) de f no ponto x € U é aquela cuja matriz € |h;;| = [m
194

para todo v = (01, ...,0,) € R", tem-se
H(x) v = ——(x) - 0;0,;

A forma hessiana € usada para determinar a natureza dos pontos criticos da funcao f.
Matrizes definidas e semidefinidas

Definicao:

Sejam A uma matriz nx n e Q(h) = h' -A-h a forma quadrtica associada.

1. A matriz A ( ou a forma quadréatica Q) € positiva definida se
Q(h)=hT-A-h>0

para todo i # 0 em R”

2. A matriz A (ou a forma quadrética Q) € positiva semidefinida se
Q(h)y=h"-A-h>0

para todo i # 0 em R”".

3. A matriz A (ou a forma quadrética Q) € negativa definida se
Q(h)=hT-A-h<0

para todo i # 0 em R”.

4. A matriz A (ou a forma quadratica Q) é negativa semidefinida se
Q(h)y=h"-A-h>0

para todo i # 0 em R”.

5. A matriz A (ou a forma quadrética Q) € indefinida se existem h e k em R” tais que

Qh)=hT-A-h>0eQ(k)=kT -A-k>0
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5.6 Funcoes convexas e concavas

Definicao:

1. Dizemos que uma funcdo f : U C R” — R definida em um subconjunto convexo
U de R" € convexa se, somente se,

f((I=t)-p+t-q) <(1—1)-f(p)+t-f(q),

paratodo p, g € U e todo ¢ € [0, 1].

2. Dizemos que uma funcdo f: U C R" — R definida em um subconjunto convexo
U de R" € concava se, somente se,

f((A=t)-p+t-q) > (1—1)-f(p)+t-f(q),

para todo p, g € U etodot € [0, 1].
Observacoes importantes:

1. Dizer que uma funcdo f é convexa em um conjunto convexo U, isto é, dizer que f
satisfaz a expressao

f((I=t)-p+t-q) <(1—1)-f(p)+t-f(q),

para todo p,q € U e todo t € [0, 1], significa dizer que o segmento de reta secante
que passa pelos pontos (p, f(p)) e (¢, f(q)) sempre estd acima ou coincide com o
grafico de f.

2. Da mesma forma dizer que uma funcio f € coOncava em um conjunto convexo U,
isto é, dizer que f satisfaz a expressao

f((I=t)-p+t-q) > (1—1)-f(p)+t-f(q),

para todo p,q € U e todo ¢ € [0,1] é nada mais que dizer que o segmento de reta
secante que passa pelos pontos (p, f(p)) e (¢, f(q)) sempre estd abaixo do grifico

de f.
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Teorema 1

Seja f: U C R* — R uma fungio de classe C' definida em um subconjunto convexo U
de R”.

1. f é uma funcao convexa em U se, e somente se,

f(q) > f(p) +Df(p) (g —p),

para todo p,qg € U.

2. f é uma funcdo concava em U se, e somente se,

f(g) < f(p)+Df(p)-(qa—p),

para todo p,q € U.
Corolario 1

Sejam f: U C R" — R uma funcdo de classe C' definida em um subconjunto convexo
U de R" e p € U um ponto critico de f.

1. Se f € uma funcdo convexa em U, entdo p € um ponto de minimo global de f em
U.

2. Se f € uma fun¢do concava em U, entdo p é um ponto de maximo global de f em
U.

Teorema 2

Seja f : U C R" — R uma funcio de classe C? definida em um subconjunto convexo e
aberto U de R".

1. f éuma fungio convexa em U se, e somente se, a matriz hessiana D? f(p) é positiva
semidefinida para todo p € U.

2. f é uma funcio concava em U, se somente se, a matriz hessiana D’ f(p) é negativa
semidefinida para todo p € U.



21

Exemplo 1

Considere a funcio z = f(x,y) = x* + x?y? + y* — 3x — 8y definida em R?. A matriz hes-
siana de f é dada por

- 12x2 4 2y? 4xy

2
D f(x,y) = dxy 2x% 4 12y?

Uma vez que os dois menores principais de ordem 1,

1262 42y e 26> 4 12y?,

e o menor principal de ondem 2,

24x* 4+ 132x%y% 4 24y*,

de D?f(x,y) sdo maiores ou iguais a zero para todo (x,y) em R?, segue-se pelo teorema
anterior nimero 2 que f é uma funcio convexa em R?.

Exemplo 2

Considere a fungio z = f(x,y) = xy definida em R?. A matriz hessiana de f é dada por

D%@J%=ﬁ H
Uma vez que o menor principal de ordem 2 de D? f(x, y) é igual a —1 para todo (x,y) € R?,
Isgzgue—se pelo teorema 2 que f ndo € uma funcdo convexa e nem uma fun¢do concava em
5.7 Maximos e minimos de funcoes de varias variaveis
Definicao:
Considere uma funcio de n varidveis

f:DfCR'"—R

1. Dizemos que p € D € um ponto de mdximo global de f em D se

f(x) < f(p)

para todo x € D. Neste caso, o nimero real f(p) é denominado o valor mdximo de

f.
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2. Dizemos que p € D € um ponto ponto de minimo global de f em D se
f(x) > f(p)

para todo x € D. Neste caso, o nimero real f(p) é denominado o valor minimo de

f.

3. Dizemos que p € D € um ponto de mdximo local de f em D se existe uma bola
aberta B (p, r) de centro em p e raio r > 0 tal que

fx) < f(p)
para todo x € B(p, r)ND

4. Dizemos que p € D € um ponto de ponto de minimo local de f em D se existe uma
bola aberta B (p, r) de centro em p e raio r > 0 tal que

f(x) = f(p)
para todo x € B(p, r)ND

5. Dizemos que p € D é um ponto de extremo global de f em D se p € um ponto de
maximo global ou um ponto de minimo global de f em D.

6. Dizemos que p € D € um extremo local de f em D se p é um ponto de maximo
local ou um ponto de minimo local de f em D.

Observacao:

A funcdo f é chamada de funcdo-objetivo e o conjunto D de conjunto admissivel do
problema de otimizagao.

5.8 Métodos unidimensionais de Otimizacao

O estudo de métodos de otimizacdo unidimensionais sem restricoes (OUSR) sao
necessario por quatro motivos:

1. Alguns problemas sem restri¢do sao também unidimensionais.

2. Em muitos problemas as restricdes podem ser incorporadas a fungdo objetivo re-
duzindo, desta forma, o problema a uma variavel.

3. As técnicas para problemas multidimensionais com e sem restricdes geralmente
envolvem repetir inimeras vezes a resolucao de um problema unidimensional sem
restricoes.

4. Ajuda na solugcdo de problemas de otimizag¢do cujo intervalo de busca (regido
viavel) nao é conhecido.
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Podemos classificar os métodos numéricos para resoluciao dos problemasde OUSR em

1. Métodos diretos (MD’s): procedimentos de busca do ponto 6timo através da
comparacao direta do valor assumido pela funcao objetivo em uma seqiiéncia de
pontos vidveis. Ndo envolve o calculo de derivadas analiticas ou numéricas.

2. Métodos Indiretos (MI’s): utiliza as condi¢Oes necessdrias para existénciade pontos
estaciondrios, ou seja, usa a derivada para calcular o ponto 6timo. .

Método de Newton no R”
Seja o problema de resolver o sistema de equagdes nao-lineares F(x) = 0, onde
F(x) = (fi(x) f2(x) ... fu(x))

com f:R" — R”

No qual a matriz jacobiana da funcao F' € denotada por:

J(x) = (VAE) 7 AE) ... v fix)"

Um dos métodos para resolver F(x) = 0 € o método de Newton. Esse método € baseado
na solu¢do aproximada de problemas.

O k-ésimo problema é dado pela aproximagdo F'(x) pela série de Taylor em torno do ponto
X+

F(x) ~ Li(x) = F (xi) +J (x) (x — xg)

O ponto seguinte x;1 € a solucdo de:

Li(x) = F(xg) +J () (x—x,) =0

Se J(xx) é ndo singular temos que Ly(y) = 0 tem uma tnica solugdo, portanto o método de
Newton em cada interag@o k consiste em resolver o seguinte sistema linear:

J(xk)Sk = —F(Xk)
X1 = Xk + Sk
Dessa forma o processo gera uma sequéncia que converge para a solu¢do do problema.

As vantagens do método de Newton sdo:
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1. O procedimento tem convergéncia quadratica local se V2 # 0 no ponto Gtimo.

2. Para uma funcdo objetivo quadritica o minimo € obtido em uma iteracdo, pois a
expansdo e truncamento da série de Taylor da fungéo f(x) até o termo da 2¢ derivada
(inclusive) € exata.

3. Converge rapidamente quando a estimativa inicial € boa.

As desvantagens do método de Newton sdo:

1. Sé6 se aplica a fungdes onde existam V f e V2
Deve-se calcular a cada iteracdo Vf e V2
Sensivel a estimativa inicial.

Se V2 — 0 a convergéncia é lenta.

A

Se existe mais de um extremo o método pode ndo convergir para o ponto desejado
ou pode oscilar.

Método do Gradiente
Derivada Direcional

Sejam f: D C R" — R uma funcao definida em um subconjunto D € R” , p um ponto
interior de D e v um vetor em R". A derivada direcional de f no ponto p na dire¢do de v
€ definida por

of . flp+tv)—f(p)
E(p)_}g% P ;

caso o limite exista.
Vetor gradiente

Considere uma funcdo escalar f : D C R* — R de clsse C! e p um ponto do dominio D
de f.

Vf(p) = (aa—i(p),%(p),---yaa—i(m)-

O campo gradiente de f é a fungdo vetorial
Vf:DCR"'—R"

p—Vf(p)= (g—;(p%g—i(p)w--,aa—i(p))
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Algumas propriedades do gradiente
Fixando a € U, suporemos que f € C! e que grad f(a) # 0. Entio:

1. O gradiente aponta para uma dire¢ao segundo a qual a fun¢ao € crescente;

2. Dentre todas as dire¢des ao longo das quais f cresce, a direcdo do gradiente € a de
crescimento mais rapido;

3. O gradiente de f no ponto a é ortogonal ao conjunto de nivel de f que passa por a.

No caso do método do gradiente (ou declive maximo), a direcao de descida escolhida é

r = —v (") = p—Ax.

que neste caso de sistemas lineares € também designado por residuo. Resta encontrar o
valor n que minimiza f, de entre os possiveis valores x") 4 r(") Encontramos o ponto de
minimo, derivando f (nesses pontos) em ordem a o , ou seja,

% FEM +ar™y = VG o). )

Assim, o valor minimo 7 sera obtido com o zero da derivada,

P ) (o)

(n) , (n) _ () A () (n) — (n) —
r r o\ Ar r I R=N0 @ P r(”))'

Em conclusao, dado um vetor inicial x(o), o método do gradiente resume-se a iteracao

kD) ) T 0,0 4 00 com ) ax®)

Um critério de paragem consiste em exigir que ||r"||2 = r(") . /) < g, com & pequeno,
notando que isso implica que Ax") é préximo de b.

Observacdo: Aqui o método do gradiente esta aplicado ao caso de sistemas lineares, em
que a funcdo f € apenas auxiliar, nem tdo pouco aparece na expressdao do método. No
entanto, este método pode ser utilizado para minimizar fun¢des diferencidveis, nesse caso
mais geral, ) = —V f(x").
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Métodos Quase-Newton

Os Métodos quase-Newton necessitam apenas que o gradiente da funcdo objetivo esteja
disponivel em cada iteragdo. Ao medir as mudangas no gradiente de uma iteracao para
outra, eles tentam construir um modelo para que a fungdo objetivo seja boa o bastante
para produzir convergencia superlinear.

Por ndo necessitar de segundas derivadas, os métodos quase-Newton podem ser até mais
eficientes do que o método de Newton em alguns casos.

Seja o seguinte problema :
minimizar f(x) (1)

ondea f € C2,x ¢ R" e F € R"" a hessiana de f(F V? f)

O método de Newton modificado consiste em encontrar um novo ponto a cada iteragdo da
seguinte forma:

Xept =X — Sk V f(x)  (2)

onde § € R™" ¢ uma matriz simétrica , Vf € R” o gradiente da fungdo no ponto e #
é escolhido de tal forma que minimize f(x;, ;). Se S = F~! for a inversa da Hessiana
temos o método de Newton e se S = I, onde / € a matriz identidade, nos temos o steepest
descent.

Através dos métodos Quase-Newton é possivel obter uma aproximagao H € R"*" da
inversa da matrix Hessiana, ao invés da exata exigida nos métodos de Newton. Essa
aproximagdo € feita obedecendo a condi¢c@o secante descrita a seguir:

Hipiye=Sc  (3)

Onde, de acordo com o problema sem restricdes 1, temos os seguintes vetores Si € yg:

Sk=xr—xkp1 (4)

Ye=Vfoa) =Vfk+1) (5
1) Método Quase-Newton do tipo DFP

Nos anos 50, a necessidade de um algoritmo que acelerasse as iteracdes durante a
resolugdo de problemas de minimizagdo do tipo (1), isto é, que resolvesse rapidamente
com custo computacional reduzido fez com que Davidon desenvolvesse o primeiro algo-
ritmo Quase-Newton que deu origem ao DFP.
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DFP (Davidon, Fletcher e Powell), um dos primeiros métodos a construir uma
aproximacgao da inversa da hessiana, foi originalmente proposto por Davidon em 1959,
e posteriormente desenvolvido por Fletcher e Powell em 1963.

Seja H € R™" a aproximagdo inversa da hessiana. Entao, em cada interacdo temos a
seguinte atualizagdo:

SiSy  HiywyiH
Sy Yok

Hiy1 = Hi + (6)

Se consideramos a matriz B a aproximacdo da Hessiana de tal forma que B = H~! temos
em (7) seguinte Condi¢ao Secante, também conhecida como Condi¢do Quase-Newton.

Bi 1Sk = Yk (7)

onde (3) e (7) sdo iguais.

Assim podemos considerar a seguinte atualiza¢do na matriz B

BiSkSIBr vy

By =By —
SkBieST vl Sk

(8)

A equagio (8) é denominada atualizagdo BFGS da matriz B.
2) Método Quase-Newton do tipo BFGS

O mais popular dos métodos Quase-Newton é o BFGS, denominado dessa maneira
para referir-se aos idealizadores da técnica: Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno. A
atualizacdo BFGS da matriz By € apresentada em (8), onde Sy e yy sdo descritos em (3)
e (4) , respectivamente.

Em problemas sem restri¢des, a atualizagdo BFGS produzird uma matriz By simétrica
definida positiva sempre que a matriz By também seja definida positiva e que se verifique,
além da Condicéo Quase-Newton (7), a seguinte condi¢do de curvatura:

Sive>0  (9)

Em problemas com restri¢des, o vetor y; € obtido da seguinte maneira:

Vi = Vil(Xkr 1, Mevtss Mier1) — Val(xe, A, i) (10)

onde 1 é o lagrangeano da funcdo-objetivo.

No entanto, em problemas com restricdes, a Hessiana exata do problema nao é neces-
sariamente definida positiva na solucdo. Portanto, nesses casos, nem sempre € possivel
garantir que a matriz B obtida através da atualizacdo BFGS seja definida positiva. Para
superar essa dificuldade, Powell propds uma modificacdo da atualizagcdo BFGS.
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Ele sugeriu que:

siye <0.2sf Bgsy  (11)

entdo calcula-se ¢ para obter um novo y; , mantendo-se 0 mesmo sy.

0.8S,7;BKS]<

= IR ()
st Bisi — st i

O novoyy, € obtido da seguinte maneira:

Vi =0y + (1 —=0)Bse  (13)
Desvantagens do Método Quase-Newton
Esse método tem duas desvantagens em relacdo ao método de Newton:

1. . Necessidade de definir o passo.

2. Uma funcao deve ser avaliada a mais a cada iteragao
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6 CONCLUSAO

Diante dos resultados obtidos acima, que foram devidamente selecionados e es-
tudados por métodos didéticos, semindrios e aulas especiais de esclarecimento com pro-
fessor orientador, o orientando conseguiu formular uma generalizacio que os descreva do
modo mais simples e claro possivel, de modo que suas dificuldades que estavam apare-
cendo, conforme as apresentacdes foram se tornando mais clara e sempre ciente de que
todas as solucdes dependiam de seu proprio desempenho.

O projeto em si esta trazendo muitos beneficios diante das deficiéncias que tinha,
fazendo com que enxergasse suas aptidoes e seus erros e, que ao longo desta trajetéria
foi desenvolvido uma linguagem mais sucinta conciliando a escrita, a descricdo e o
raciocinio l6gico dos resultados, tendendo para um encadeamento 16gico das proposicoes
e na andlise das propriedades mais relevantes dos objetos que foram estudados.

A escolha dos tépicos visou um equilibrio entre a estrutura l6gica do assunto e
a utilidade em possiveis aplica¢des relacionadas com o projeto, visto que sua existéncia
neste, ¢ de fundamental importancia dentro do corpo do projeto.
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7 CRONOGRAMA

O desenvolvimento do projeto obedece o seguinte cronograma:

Atividades

Ago

Set

Out

Nov

Dez

Jan

Fev

Mar

Abr

Jun

Jul

Diferenciabilidade em R

Diferenciabilidade em R”

Funcdes convexas

Formas quadrdticas definidas positivas

Meétodos unidimensionais de otimizacio

Convergéncia local e convergéncia global

Meétodos de Newton no R”

Método do gradiente

Meétodo do quase-Newton

Meétodos de otimizagdo para fungdes ndo-diferencidveis

Apresentagdo de Semindrios

Elaboracdo do Relatério Parcial

Relatério Final
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