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RESUMO

Neste relatério final descrevemos todos resultados do projeto Rigor Cientifico em Logica
Matemdtica e Andlise Real. Na primeira etapa do projeto foram estudados: Ldgica
Matematica, com especial énfase as tabelas-verdades que ddo suporte as técnicas de
demonstracdo direta e indireta, estudo de conjuntos e fun¢des de fungdes de uma varidvel
real no contexto analitico, conjuntos enumeraveis e nado-enumeraveis, em particular, foi
discutida a ndo-enumerabilidade do conjunto dos nimeros reais e a enumerabilidade do
conjuntos dos nimeros racionais. Na sequéncia, seguindo o conograma elaborado no pro-
jeto, fizemos o estudo do conjunto dos nimeros reais com a exploracao da caracteriza¢ao
dos numeros reais R como corpo ordenado completo, com resolugdo de varios exercicios
dos livros indicados nas referéncias bibliograficas [1, 2, 3]. Apds essa etapa inicial
iniciou-se nossos estudos sobre sequéncias e séries de nimeros reais dando enfase a
demontracao dos teoremas, onde buscamos compreender e analisar todos os aspectos e
defini¢des relacionadas a limites e convergencia, completando com o estudo topologico
da reta com bastante generalidade as noc¢des de limite, de continuidade e as ideias com
elas relacionadas. Todos os assuntos foram estudados com um grau de profundadidade
bem maior com o que € visto usualmente no curso de graduagdo, visto que cada assunto
abordado num periodo de aproximadamente 30 dias.

Palavras-chaves: Lodgica matematica, conjunto e funcdes, nimeros reais, andlise ma-
tematica.



1 INTRODUCAO

Neste relatorio constam todos os resultados do projeto de iniciacdo cientifica em
matematica, em que fomos submetidos ao estudo de Logica Matemdtica e Andlise Real,
com o devido rigor que essas disciplinas necessitam para aplicacdo na pesquisa ma-
tematica.

Os tdpicos abordados no projeto, bem como seus teoremas, demonstracoes e
definicdes mais importantes estardo descritos aqui de forma clara e concisa, para bom
entendimento dos leitores interessados. Também consta no relatorio o cronograma de
execucdo, as atividades desenvolvidas e as obras consultadas para o estudo perante o
curso. A Matemadtica requer um arduo trabalho de formacgao afim de que se possa usar
seus conhecimentos para produzir pesquisa. Neste projeto, somos orientados e estamos
recebendo um treinamento no amadurecimento da l6gica matemdtica e da linguagem ci-
entifica formal escrita e falada.

Este relatdrio estd organizado da seguinte maneira: no capitulos seguintes apre-
sentamos os conteudos trabalhados em Légica Matematica. Nos capitulos seguintes serao
apresentadas a logica matematica, tecnicas de demonstracdo e uma visao aprofundada
sobre os assuntos trabalhados num curso de analise real. A Iniciacdo Cientifica em Ma-
tematica Pura, ao contrdrio das outras ciéncias, ndo ensina o bolsista a fazer pesquisa
matematica mas sim prepara o aluno para alcangar este nivel.



2 LOGICA MATEMATICA

Técnicas de Demonstracao

As seguintes tautologias sdo bastantes utéis na constru¢cdo de demonstragoes.
Onde cada letra representa uma sentenga matematica com excec¢ao a letra C € usada para
representar uma setenga que € sempre falsa, tal setenca é chamada de ”contradi¢ao”.

@ (P Q)= [(P=0)A(Q=0)
(b) (P= Q)= [(P= Q)N (P = Q)]
© (P=Q) & (-Q= —P)

d) PV-P

) (PA-P)=C

() PV-P

@ [(PA-Q)=C]& (P=0Q)

(h) [PA(P=0Q)]=Q

i) [FQA(P= Q)] =P

() [-PA(PVQ)]=Q

& (PAQ)=P

O [(P=Q0)A(Q=R)]= (P=R)

(m) [(Pl = Pz) VAN (Pz = P3) AN A (Pn—l = Pn)] = (Pl = Pn)



(n) [(PANQ)=R| < [([P=(Q=R)]

©) [(P= Q) A (R=S)A(PVR)] = (QVS)

(p) [P= (QVR)] < [(PA-Q) = R

@ [(P=R)AN(Q=R)]<[(PVQ)=R)

Vamos fazer as demontragdes das tautologias, utilizando tabelas verdades e a tecnica de
demonstracdo por indugao.

Demontracédo a)(P < Q) < [(P= Q)N (Q = Q)]

(PIQ[(P=0)]

VIV V

V| F F

FIV| FE

FIE| V
(P[Q[(P=0 Q=P [(P=0)A(Q=P)]
VIV V v v

V| F F v F

FIV] V F F

FIE| V v v

Demontracédo b)(P < Q) < [(P= Q) A (=P = —Q)]

|

| < 1| <||o] || < <||o
~

~

<l<|1l<|V]| | <71 <|
< )
(S

~n~n<<; | | < | < || T




Demontracao ¢)(P = Q) < (—Q = —P)

PlQ[(P=0) ]

V|V \Y%

V| F F

F|V \Y%

F|F \Y%

(PIQ|Q[-P|(-0=-P) |

VIV| F | F \Y%

VIF| V | F F

F|V| F |V \Y%

FIF|V |V \Y%
Demontracao d) PV —P

| P[-P|PV-P
VIF]|] V
FIV][ V

Demontracao e)(P A\ —P) = C

| P[P ]| (PV-P) |

V| F F
F| V F
Demontracao f)P \V —P
| P|-P[C]|(=PAC) [ (-PAC)=P]
V| F | F F \Y%
V| F | F F \Y%
F| V |F F \Y%
F| V |F F \Y%




Demontracao g)[(PN—Q) = C|] < (P = Q)

[P]Q[-0](PA-Q) ][ (PA-Q)=C]
V|IV| F F \Y
VIF| V Vv F
F|V| F F A/
F|F| V F \Y%
(PlIQ[(P=0]

V|V \Y

V| F F

F|V Vv

F|F Vv

Demontracdo h)[P A (P = Q)] = Q

(P[Q|(P=0Q) |[PAP=0)[[PANP=0)=0Q]
VIV \Y \ Y
V| F F F \
F|V \ F \
F|F \ F \

Demontraciio i)[-Q A (P = Q)] = —P

[P]Q[-P[-Q](P=0) [ -OAN(P= Q) [[~OA(P=Q)]= —P]
VIV]| F F Vv F AY
V|IF| F \Y% F F \Y%
F|V|V F \Y% F \Y%
F|F|V \Y% \Y% AY/ \Y%

Demontracao )[(P = Q)N (Q = R)|= (P=R)
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(P[Q[R|[(P=0)|(Q=R) | (P=0)A(Q=R) | (P=R)|
VIVI|V A Vv AV Vv
V|V |F \Y% F F F
V| IF|V F \Y% F \Y%
V|F|F F \Y% F F
F|V |V \Y% \Y% Vv \Y%
F|V|F \Y% F F Vv
F|F |V AY AY \Y Vv
F|F|F \Y% AY/ AV Vv
| P=0Q0A(Q=R)|(P=R [[P=0QA(Q=R)]=(P=>R)|

Vv AV \Y

F F A/

F \Y% \Y%

F F AY/

Vv \Y% Vv

F \Y \Y

\Y AV A\

Vv AV \Y4

Demontragio m)[(P; = P)A (P2 = P3)A ... A (Py—1 = Py)] = (P = Py)
Para n = 2, temos:
[(Pl = Pz) A (Pz = P3)] = (P1 = P3)

Logo, a afirmacao € valida paran = 2

Suponhamos que a arfimacao seja valida para k > 2 e vamos mostrar que ¢é
valida para k+ 1.

[(Pl :>P2) /\(P2 :>P3) AN (Pk,1 = Pk)] /\(Pk = Pk+1) =
= [(Pl = Pk) N (Pk = Pk+1)]

= (P1 = Pit1)

Portanto, [(Pl = Pz) VAN (P2 = P3) VARTRAN (Pn—l = P,,)] = (P] = Pn).
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Demontracao n)[(PAQ) = R] < [(P= (0 = R)]

[P|Q|R[(PAQ) | (PANQ)=R]

\"
\"
F
F
\Y
\"
F
F

\"
v
F
F
\"
\"
F
F

| P[Q[R|(Q=R) |P=(0=R)|

Demontracao o)[(P = Q) AN (R=S)A(PVR)]= (QVS)

[(P= Q)N (R=S)A(PVR)] |

\Y%
\%
\Y
\Y
F
F
F
F
Y
\Y
\Y
A%
\Y%
\Y%
\Y%
\Y%

| P[Q[R|[S|P=Q|R=S|PVR|h

ViV V|V

VIV |V |F

VIVIF |V

VIV |IF|F

VIF |V |V
VIF|V|F

VIF| F|V

VIF|F|F

F|V V|V
F|V|V|F

F|V|IF|V

F|V|F|F

FIF |V |V
F|F|V|F
F|F| F|V

F|F|F|F
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v
\Y
\"
\"
F
F
F
F
\Y
\Y
\"
\"
F
F
F
F

(h[Q[S|(QVS)[[P=0)AR=SA(PVR)]=(QVS) ]

Demontracdo p)[P = (QVR)] < [(PA—-Q) = R|

[P/Q|R[(QVR) | P=(QVR) ]

\"
\"

F
F
\Y
\Y

F
F

vV

A%

| P[Q[R|-0]|(PA-Q)| (PA-Q)=R ]

VIV |V F

VIF|V ]V
VIF|F| V

F|V|V|F

F|F| V]V
F|F|F| V
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Demontracao q)[(P = R) A (Q = R)| < [(PV Q) = R|

(P[Q[R|[(P=R) |(Q=R)| (P=RA(Q=R) |

N
v
F
F
\"
\"
F
F

v
\"
F
F
\Y
v
F
F

| P]/Q|R|(PVQO) [ (PVQ)=R]
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3 CONJUNTOS E FUNCOES

Funcoes

Definicao 1 Seja f : A — B uma funcdo. Dizemos que f é injetiva quando, para quais-
quer x1,x2 €A,

x1 #x2 = f(x1) # f(x2).

Exemplo. A fungio f: R — R, definida por f(x) = 3x+ 1 é injetiva.

Prova Sejam x, x; € R quaisquer, x; # x;. Temos

X1 75)62 = 3x 7& 3x
= 3X1—|—1753XZ—|—1
= fx1) # f(x2).

Portanto, f é uma fun¢ao injetiva.
Observacao 1 D é o dominio da fungdo f, Dg é o dominio da funcdo g, Dyog € 0 dominio

da fungdo composta. Estamos supondo no que segue que Dy é um subconjunto da imagem
de g.

Proposigcao 1 Se f,g sdo injetivas, entdo f o g é injetiva.

Prova Sejam x1,x2 € Dog, com X1 # X € Dg. Como g € injetiva, teremos g(x1) # g(x2),

e isto implica que f(3(x1)) # f(g(x2)) pois f é injetiva. Logo, (fog)(x1) # (fog)(x2).
Portanto, f o g é injetiva.

Definicdo 2 Seja f : A — B uma funcdo. Dizemos que f é sobrejetiva quando, para todo
y € B, existe pelo menos um x € A tal que f(x) =y.

Exemplo: A funcio f : R — R definida por f(x) = x? é sobrejetiva.

Prova Seja qualquery € R" | temos

yeRT = y>0

= dx=./y,pois, \/yeR
= VyeR" IxeR;f(x)=y

Portanto f é uma fungdo sobrejetiva.
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Observagdo 2 Img significa a imagem da funcdo g, e estamos supondo o mesma da
observacdo anterior.

Proposigao 2 Se f,g sdo sobrejetivas, entdo f o g é sobrejetiva.

Prova Seja y € Dyog. Como f é sobrejetiva, existe w € Dy tal que f(w) =y. Como o
Dy C Img, existe algum x € Dy tal que g(x) = w, pois g € sobrejetiva. Logo, existe
x € Dyog tal que (fog)(x) = f(g(x)) =y. Portanto, f og é uma fungdo sobrejetiva.

Definicdo 3 Seja f : A — B é fungdo. Dizemos que f ¢ bijetiva quando, ela é injetiva e
sobrejetiva ao mesmo tempo.

Proposigao 3 Se f,g sdo bijetivas, entdo f o g é bijetiva.

Prova Basta observar que, das prosi¢oes anteriores,

f,g sdo injetivas = (fog) é injetiva
f,g sdo sobrejetivas = (fog) € sobrejetiva

Portanto, f o g é bijetiva.

Definicdo 4 Seja f : X C A — B uma fungdo. A imagem direta é o conjunto f(X) for-
mado pelos valores f(x) que f assume nos pontos x € X :

f(X)={yeBy=f(x),xeX}

Portanto temos que a imagem direta é um subconjunto do contradominio.

Teorema 1 Seja f : A — B uma funcdo. Se X, Y sdo subconjuntos de A, entdo

a) f(X=Y)D f(X)—f(¥)
b) féinjetiva= f(X —Y) = f(X)—f(Y).

Prova a) Seja yo € f(X)— f(Y), entdo yo € f(X) eyo & f(Y). Assim, existe xo € X tal
que

yo = f(x0) € f(X).
E como yo ¢ f(Y), ndo existe tg € Y, tal que yo = f(to). Em particular, xo ¢ Y. Dessa

forma,
X€EX-Y = yo=f(x)€f(X-Y).

Como yy € arbitrdrio, segue que f(X —Y) D f(X) — f(Y).
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b) Seja yo € f(X —Y), entdo existe xo € X —Y tal que yo = f(xo).
Comoxo € X —Y,entdoxo € X exo ¢ Y.

Sendo f uma funcdo injetiva, ndo existe x| # xo, com x| €Y tal que f(x1) = yo.
Logo, yo ¢ f(Y). Assim,
Yo € f(X) = f(¥).

Como yy ¢ arbitrdrio, segue que f(X —Y) C f(X)— f(Y).

Finalmente, juntamento a tiltima conclusdo ao resultado do item a), temos

fX=Y)=f(X)=f(Y),

como querl’amos demonstrar.

Dada a f : A — B e indicando X,Y subconjuntos de A, temos:

1D f(XUY) = f(X)UF(Y)
12) /(X NY) C £(X) N £(Y)
BYXCcY= f(X)Cf(Y)

) f(2) =

Demonstracao I1) f(X UY) = f(X)U f(Y)

we f(XUY) = FJxe(XUY)w= f(x)

= x&€XouxeY
xeX = we f(X)
xeY = wef(y)

= we f(X)Uf(Y)

Logo f(XUY) C f(X)UF(Y)

ze fX)UfY) = zef(X)ouze f(Y)
ze f(X) = JxeX;z=f(x)
zef(Y) = FyeYz=f(y)

= dwe (XUY);z= f(w)
= ze f(Xuy)

Logo f(XUY) D f(X)Uf(Y), Portanto, f(XUY) = f(X)Uf(Y).
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Demonstracao I2) f(XNY) C f(X)N f(Y)

we f(XNY) = JxeXnY,w=f(x)
= xc€XexcY
xeX = wef(x)
xeY = wef(y)
= we f)Nf(y)

Logo f(XNY) C f(X)Nf(Y).

Demonstracao I3) X C Y = f(X) C f(Y)

we f(X) = JxeX;w=f(x)
xeX = xe€Y,pois, XCY
xeY = xef(Y)

logoX CY = f(X)C f(Y).

Demonstracao I4) f(2) = @

Definicdo 5 Seja f : A — B uma fungdo e Y C B. A imagem inversa de Y¢é o conjunto
f~U(Y), formado por os x € A tais que f(x) €Y. Assim:

SN Y) ={xeA;f(x) €Y}
Dada a f:A — B e indicando Y e Z subconjuntos de B, temos:

Invl) f'(Yuz) =1 (Y)ur (2
mv2) f'(Ynz)=f'(Y)nf'(2)
Inv3) f~'(CY) =Cf'(¥)

Invd)Y cZ= 1 (Y)C f1(2)
Inv5) f1(B)=A

Inv6) f~1(2)=o

Demontracio Invl) f~'(YUZ) = f~ (Y )uf~1(2)

xe fl(ruz) fxyevuz
fx)eYouf(x)eZ
xef'Y)ouxe f1(2)

xefHz)uf(2)

T o



Logo f~'(YUZ)=f'(Y)Uf}(2)

Demonstracdo Inv2) f~1(YNZ) = 1(Y)nf1(2)

xef Y (ynz) & fx)ernz
& f(x)eYef(x)eZz
s xef M exef (2
& xef @) (@)

Logo f~'(¥nZ)=f~'(¥)nf~(2)

Demonstracio Inv3) f~!(CY) =Cf~'(1)

xe f7'Cr) & f(x)ely
< f(x)nao €Y
& xnao€ YY)
& xebfYy)

Logo f~'(C¥) =Cf~\(¥)

Demonstracio Invd) Y C Z= 1 (Y) c f~1(2)

xef i (Y) & fx)ev
= f(x)€Z,pois,Y CZ
f)ez & xef (2

LogoY CZ= f~ YY) C f1(2)

Demonstracio Inv5) f~1(B) = A

xefYB) & f(x)eB
& x€eA

Logo f'(B)=A

18
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Funcao Inversa
proposicao 1) Uma funcdo possui inversa a esquerda, se e somente se, é injetiva.

proposicao 2) Uma funcdo possui inversa a direita, se e somente se, é sobrejetiva.

Segue das duas proposicdoes anteriores que f : A — B possui inversa, se e so-
mente se, é bijetiva
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4 NUMEROS REAIS

Em nosso trabalho iremos considerar jd conhecidas as propriedades de um corpo
ordenado, assim tambem como suas consequencias. E consetraremos nossos estudos na
propriedade que permite distinguir o R de Q, descrevendo um corpo ordenado completo.

R é um corpo ordenado completo

Um conjunto X € R é limitado superiomente quando existe algum b € R tal que
x < b para todo x € X. Neste caso, diz-se que b é uma cota superior de X.

Definicdo 6 Seja K um corpo ordenado e X C K um conjunto limitado superiomente. Um
elemento b € K chama-se extremo superior ou supremo quando b é a menor das cotas
superiores de X em K.

2

Escrevemos b = supX para indicar que b é o supremo do conjunto X. As
condigbes necessdrias e suficientes que caracterizam o supremo podem, portanto, ser
escritas da seguinte forma:

Sl. xeX = x<supX
S2. ¢ > xparatodox € X = ¢ > supX

A condicdo S2 pode ser reformulada assim:

S2'. Se ¢ < supX entdo existe x € X tal que ¢ < x
Proposicao 4 O supremo de um conjunto, quando existe, é tinico.

Prova Por contradi¢do, tomemos b e b’ em K, que cumpram as condi¢ées SI e S2. de
imediato temos que b > b’ e b’ > b, ou seja, b= b'. Portanto temos que supremo de um
conjunto, quando existe, é unico.

Um conjunto Y € R ¢ limitado inferiomente guando existe algum a € R tal que
y > a para todoy €Y. Neste caso, diz-se que a é uma cota inferior de Y.

Definicdo 7 Seja K um corpo ordenado e Y C K um conjunto limitado inferiormente.
Um elemento a € K chama-se extremo inferior ou infemo quando a é a maior das cotas
inferiores de' Y em K.
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Escrevemos a = infY para indicar que a é o infemo do conjunto Y. As condicoes
necessdrias e suficientes que caracterizam o infemo podem, portanto, ser escritas da se-
guinte forma:

Il.yeY =y>infY

I2. c<yparatodoy €Y = c <infY

A condigdo 12 pode ser reformulada assim:

12'. Se ¢ > infY entdo existe y € Y tal que ¢ >y

A afirmacgdo de que o corpo ordenado R é completo significa que todo conjunto
ndo-vazio, limitado superiomente, X C R possui supremo b = supX € R. Analogamente
em todo conjunto ndo-vazio, limitado inferiomente, X C R possui infimo.

Teorema 2 (Intervalos encaixados) Dada uma sequencia decrescente Iy DI O --- D
I, D - - de intervalos limitados e fechados I, = |ay, b, existe pelo menos um numero real
c tal que c € I, para todo n € N.

Prova As inclusoes I, D I,y significam que

ar<ar<---<ap < <by << by <bhy.

O conjunto A = {ay,az, ...,an, ...} é, portanto limitado superiomente. Seja ¢ = supA. Evi-
dentimente, a, < c para todo n € N. Além disso, como cada b, é cota superior de A,
temos ¢ < b, para todo n € N. Portanto c € I, qualquer que sejan € N.

Problemas Resolvidos

01.Sejam X C R ndo vazio, limitado superiormente e ¢ um niimero real. Tem-se
¢ <supX se, somente se, para cada € > 0 pode se achar x € X tal que ¢c — € < x. Enuncie
e demonstre um resultado andlogo com int em vez de sup.

Solucao Sejam Y C R ndo vazio, limitado inferiormente e ¢ um ntimero real. tem-se
¢ > infY se, somente se, para cada € > 0 pode se achary €Y tal que c+€ >y

Temos que se ¢ > infY entdo existe y € Y tal que ¢ >y, logo c+€ >y. e se
c =1nfY e € > 0 entdo existe y € Y tal que c+€ > y. Portanto ¢ > infY implica que para
cada € > 0 pode se achary €Y tal que c+¢€ > y.

Temos que se para cada € > 0 pode se achary €Y tal que c+¢€ >y. logoc>ye
y > infY, portanto ¢ > infY.
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02. Sejam A C B conjuntos ndo vazios limitados de numeros reais. Prove que
inf B <infA < supA < supB.

Solucao a € A implica que infA < a < supA, logo infA < supA. supB > a para todo
a € A, logo supB > supA. infB < a para todo a € A, logo inf B < infA. portanto temos
que inf B < infA < supA < supB.

03. Sejam A, B cojuntos ndo-vazios de numeros reais, tais que x € A,y € B=x < y.
Prove que supA < infB. Prove que supA = inf B se, e somente se, para todo € > 0 dado,
podem se obter x € A ey € B tais que y —x < €.

Solucao x >y, implica que todo y € B é cota superior do cojunto A. Portanto supA > y.
supA >y implica que supA é cota inferior do cojunto B. Portanto supA > infB.

04.Dado A C R ndo-vazio, limitado inferiormente, seja —A = {—x;x € A}. Prove que
—A € limitado superiormente e que sup(—A) = —infA.

Solucdo Para todo x € A temos que x > ¢ = infA. Logo —c > —x, para todo —x € —A.
Portanto A é limitado superiomente. —c > —x, pra todo —x € —A, implica —c > sup(—A).
Suponhamos que —c = —infA > sup(—A), vamos ter que sup(—A) > infA, que implica
que —sup(—A) > x, chegando a contradi¢do de que —x > sup(—A). Portanto —c =
sup(—A) = —infA.
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5 SEQUENCIA DE NUMEROS REAIS

Uma sequencia de numeros reais é a fungcdo x : N — R que associa cada nu-
mero natural n um numero real x,, chamado o n-ésimo termo da sequencia. Escreve-se
(X1,X2, -y Xy o) OU (X)) neN OU (X,) para indicar uma sequencia.

Limite de uma sequencia

Dizemos que a sequencia (x,) ¢ limitada superiormente guando existe a € R tal
que a > x, para todo n € N. E dizemos que a sequencia (x,) ¢ limitada inferiormente
quando existe b € R tal que b < x,, para todo n € N. Diz-se que a sequencia é limitada
quando existe a,b € R tais que a < x, < b para todo n € N. Isto quer dizer que todos os
os termos da sequencia pertencem ao intervalo [a, D]

Definicdo 8 Dada uma sequencia x = (x,)yen, uma subsequencia de x é a restricdo da
fungd@o x a um subconjunto infinito N' = {n; <np <---<np <---} de N. Escreve-se
X' = (Xn)nen 0U (Xn,Xnyy ey Xy, ) OU (Xk)ren para indicar a subsequencia x' = x|N'.
A notag¢do (xp)reN mostra como uma subsequencia pode ser considerada como uma se-
quencia, isto é, uma funcdo cujo dominio é N

Definicdo 9 Diz-se que o numero real a é limite da sequencia (x,) quando, para todo
numero real € > 0 dado arbitrariamente, pode se obter ng € N tal que todos os termos x,
com indice n > ng cumprem a condi¢do |x, — a| < €. Escreve-se entdo a = limx,,.

a=limx, .=. Ve>0,3npeN;n>nyo=|x,—a|<e

Esta definicdo significa que, para valores suficientemente grande de n, os termos x,
tornam-se e se mantém tdo proximos de a quanto se deseje. Convém lembrar que
|x, —a| < €éomesmo quea—e<x,<a-+g, istoé x, € (a—¢€,a+¢).

Teorema 3 (unicidade de limite) Uma sequenccia ndo pode convergir para dois limites
distintos.

Prova Se temos limx,, = a e limx, = b. Dado b # a podemos tomar € > 0 tal que os
intervalos I = (a—¢€,a+¢€) e J = (b —¢€,b+¢€) sejam disjuntos. Existe ny € N tal que
n > ng implica que x, € I. Entdo, para todo n > ngy temos x, ¢ J. Logo vamos ter
limx, # b.

Teorema 4 Se limx, = a entdo toda subsequencia de (x,) converge para o limite de a.

Prova Seja (xu,,Xny,...,Xn,-..) a subsequencia. Dado qualquer intervalo aberto I de
centro a, existe ng € N tal que todos os termos x,, . com n > ng, pertencem a I. Em
particular, todos os termo xp,, com ny > ng também pertencem a 1. Logo limx,, = a.
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Limites e desigualdade

Seja P uma propriedade referente aos termos de uma sequencia (x,). Diremos que
“para todo n suficientemente grande x, goza propriedade P’para signicar que “existe
no € N tal que n > ng = x, goza da propriedade P.”

Teorema 5 Seja a =limx,. Se b < a entdo, para todo n suficiente grande, tem-se b > x,.
analogamente, se a < b entdo x,, < b para todo n suficientemente grande.

Prova Tomando € =a—b, temos € >0 e b =a—¢€. Pela definigdo de limite existe ny € N
tal que n > ny = a—€ < x, < a+€= b < x,. A outra afirmagdo se prova analogamente

Teorema 6 Teorema do sanduiche Se limx, = limy, = a e x,, < z, < y, para todo n
suficientemente grande entdo limz, = a

Prova Dado € > 0, existem ny,ny € N tais quen >ny =>a—€e<x,<a+€en>n, =
a—¢€<y,<a+e. Sejany=max{n;,n}. Entdon >no=a—€<x, <z, <y, <a-+€
implica que z, € (a—¢€,a+¢), logo limz, = a

Teorema 7 Se limx, =0 e (y,) é uma sequéncia limitada (convergente ou ndo) entdo
lim(x,y,) =0

Prova como (yy) € limitada, existe ¢ > 0 tal que |y,| < c. Dado arbitrariamente € > 0,
existe ny € N tal que n > ng = |x,| < €/c. Entdon > ny=-|x,-yn| = |Xa| - |yn| < (€/¢)-c =
g, logo lim(x,y,) = 0.
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6 SERIES NUMERICAS

Uma serie numerica é uma soma s = ay+ay~+---+a,+ -+ com um numero
infinto de parcelas. Para que isto faca sentido, poremos s = limy,_,eo(a) + - - - +a,). Como
todo limite, este pode existir ou ndo. Por isso hd séries convergentes e divergentes

Séries Convergentes
Dada uma sequéncia (ay,) de numéros reais, a partir dela formamos uma nova
sequéncia (s,) onde

s1=ay, s2=ay+a, ... ,Sp=ajitax+---+ap,

Os numeros s, chamam-se reduzidas ou somas parciais da série Y ay.

Definicdo 10 Dizemos que Y. a, é convergente, se existir s = limy, 5, € s = Y a, =
Yo ap=ai+ay+---+a,+--- serd chamado a soma da série. 'y a, é uma série é
divergente quando lims, ndo existe.

Teorema 8 (Critério de comparacdo.) Sejam Y a, e Y.b, séries de termos ndo-
negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N tais que a,, < cb,, para todo n > ngy entdo a conver-
gencia de Y. b, implica a de Y a,, enquanto a divergéncia de Y a, implica a de Y b,,.

Prova sem perda de generalidade podemos supor a,, < cb, para todo n € N. Entdo as
reduzidas s, e t,, de Y a, e Y b, respectivamente, formam sequéncia ndo-decrescentes
tais que s, < ct, para todo n € N. Como ¢ > 0,(t,) limitada implica (s,) limitada e (sp)
ilimitada implica (t,) ilimitada.

Teorema 9 O termo geral de série convergente tem limite zero

Prova Se a série Y a, é convergente entdo, pondo s, = ay+---+a—n existe s =
lim, o0 5. Consideremos a sequéncia (t,), comt; =0 e t, = s,—1 quando n > 1. Eviden-
temente limt,, = s e s, —t, = a,. Portanto lima, =1lim(s, —t,) =lims, —limz, =s—s=0.

Definigcdo 11 Uma série Y a, diz-se absotutamente convergente quando Y |a,|converge.
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7 CONCLUSAO

Diante dos resultados obtidos acima, que foram devidamente selecionados e estu-
dados por métodos diddticos, semindrios e aulas especiais de esclarecimento com profes-
sor orientador, sendo enfatizado as técnicas de demonstracoes e os métodos de solucdo de
problemas teoricos de mdtematica de forma que nos habituamos desde cedo a lidar com
o jeito de trabalhar do matemdtico profissional, sanando as eventuais diividas que sur-
giam ao longo do estudo. Este relatorio final descreve todo o trabalho realizado durante
o0 projeto.

A escolha dos tépicos visou um equilibrio entre a estrutura logica do assunto e a
utilidade em possiveis aplicacoes relacionadas com o projeto, e tal equilibrio é de funda-
mental importancia, uma vez que os assuntos sdo encadeados e dependentes e o excessivo
aprofundamento num primeiro momento de um determinado tema em detrimento de ou-
tro poderia prejudicar a compreensdo de certos tépicos no estudo subsequente, logo a
estratégia adotada nos pareceu correta e foi bem aproveitada.
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8 CRONOGRAMA

O desenvolvimento do projeto obedece o seguinte cronograma:

Atividades Ago | Set | Out | Nov | Dez | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul

Logica Matemdtica X

Técnicas de Demonstra¢do X

Conjuntos e Fungoes X

Conjuntos Enumerdveis e Ndo-enumerdveis X

Niimeros Reais X

Sequéncias de niimeros reais X

Séries de niimeros reais X

Topologia na reta X

Limites de Fungoes X

Fungoes Continuas X X

Preparagdo da Apresentagdo Final para o Congresso X X

Elaboragdo do Relatdrio Parcial X

Elaboragdo do Relatério Final X
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