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RESUMO

Em estudo epidemioldgicos, investiga-se a transmissdo de doenca contagiosas
(computadores, humanos, plantas etc.), com o objetivo de eliminar e controlar a

propagacao de agentes causadores dessas doencgas [3].

O Projeto tem por objetivo desenvolver algoritmos computacionais que
modelem a disseminacdo de uma populacdo de virus HIV através de EDP’s (equagdes
diferenciais parciais) e resolvam-nas, através do método de Runge-kutta de 42 ordem.

Tornando possivel a analise gréfica dessa populagdo em estudo.

A partir do modelo de disseminagdo do virus HIV obtido no artigo [2],
desenvolve-se os termos de laplaciano analiticamente e depois usando calculo

numeérico para se obter uma modelagem gréfica da variacdo da populacéo.

As equacg0Oes derivadas parciais sdo comumente empregada em Engenharia e
em Fisica descrevem a propagacdo de calor, de campos gravitacionais, de ondas
mecanicas etc [3].
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INTRODUCAO

Nas Ultimas décadas, a infeccdo pelo virus HIV (virus imunodeficiéncia
humana), que causa a AIDS (imunodeficiéncia adquirida sindrome), tem sido alvo de
maior intensos estudos que abrangem diversas areas do conhecimento cientifico
pesquisa. Embora um importante progresso tenha sido alcancado por pesquisadores
médicos e bioldgicos no entendimento diferente aspectos da interacdo virus-
hospedeiro, os mecanismos pelos quais o HIV causa a AIDS ainda permanecem
obscuros [1].

A infeccdo apresenta, comumente, um aumento grande da populacdo do virus
(durante ~ 2-6 semanas). Seguido por um declinio acentuado da infec¢do por acéo do
S| (Sistema Imunolégico). Porém uma concentracao baixa do virus permanece num
periodo de laténcia clinica (durante ~ 1-10 anos). Durante esse periodo ocorre a
deterioracao progressiva do sistema imunolégico, até que as células T adquiram um
percentual menor que 30%, alcancando um valor critico. Nesse momento o individuo
desenvolve AIDS [1].

Varias teorias foram propostas para explicar a permanéncia do virus no
organismo, mas nenhum dele forneceu uma explicagdo completa para o processo
inteiro.

Os modelos mateméticos também tém sido desenvolvidos para tentar
compreender a dindmica da infeccdo por HIV. A maioria dos eles usam comuns
equacdes (ou parcial) diferenciais para descrever diferentes aspectos da dindmica da
interagdo hospedeiro-parasita

Equacbes com derivadas parciais sdo comumente empregadas em Engenharia
e em Fisica para descrever propagacdo de calor, de campos eletromagnéticos, de
campos gravitacionais, de ondas mecanicas etc.

Um modelo de equacg@es diferenciais parciais sera usado para um modelo de
disseminacdo do HIV em células dentro dos géanglios linfaticos. Via célculo numérico
deve gerar a evolugéo temporal e os padrées espaciais de células sadia e infectadas
do tipo CD4'T [2].



REVISAO BIBLIOGRAFICA

Em estudos epidemiolégicos, investiga-se a transmissdo de doencas
contagiosas (em computadores, em humanos, em plantas etc.), como objetivo de
encontrar maneiras de eliminar ou, ao menos, de controlar a propagacao dos agentes
causadores de tais doencas [3].

Em 1927, foi proposto um modelo por W. O. Kermack e A. G. McKendrick [4],
formado em termos de equacgdes diferenciais, para estudar as consequéncias de uma
doenca contagiosa que se espalha rapidamente em uma populacdo. Nesse modelo o
individuo passa por estagios sucessivos de suscetibilidade, infeccéo e recuperacédo. E
bastante utilizado na modelagem de doencas que ocorrem com maior frequéncia na
infancia, como rubéola, varicela, sarampo e caxumba [5].

Figura 1 - llustragcdo que mostra o esquema do modelo SIR

O termo recuperado também pode ser considerado, para esse estudo,
Removido (a célula morre). Pois apdés o contato com o virus as células ndo se
recuperam, mas contaminam outras células até sua morte.

A doenca que tem sido alvo de intensos estudos que abrangem diversas areas
do conhecimento cientifico pesquisa é AIDS causada pelo virus HIV. Uma condicdo
humana onde ocorre a falha progressiva do sistema imunoldgico permitindo que
infeccdes oportunistas e cancer de prosperar [6].

O HIV, a principio, infecta células vitais no Sl, tais como [7]:

I. As células T auxiliares (especificamente células CD4'T), essas permanecem
nos linfonodos ou ganglios linfaticos®. Atuam na defesa do organismo humano
e produzem anticorpos;
II.  Os macréfagos séo células de grande dimenséo do tecido conjuntivo, rico em
lisossomos, que fagocitam elementos estranhos ao corpo;
lll. E as células dendriticas, células que capturam e transportam antigeno para o
linfonodo onde estao os linfécitos.

Essa infeccdo conduz a baixo niveis de células CD4'T através de trés
mecanismos principais: Primeiro ocorre a morte direta viral de células infectadas, em
segundo lugar, as taxas de aumento da apoptose? em células infectadas, e em terceiro
lugar, morte de células infectadas CD4'T por linfécitos citotoxicos CD8 ° que
reconhecem as células infectadas. Quando nimero de células CD4'T descer abaixo
de um nivel critico, a imunidade mediada por células é perdida, o individuo é
considerado com AIDS, e o corpo torna-se progressivamente mais susceptivel a
infeccdes oportunistas [8].

!Linfonodos: sdo pequenos 6rgéos perfurados por canais que existem diversos pontos da rede
linfatica, uma rede de dutos que faz parte do sistema linfatico.

2Apoptose: € um tipo de "autodestruicéo celular" que ocorre de forma ordenada e demanda
energia para a sua execugao.

*CD8: linfécito T com capacidade de induzir a lise de uma célula alvo.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Linf%C3%B3cito

O modelo matematico é o de equacdes diferenciais parciais (EDP’s), esse é
usado para descrever a dindmica espacgo-temporal de células CD4'T em nddulos
linfaticos. A abordagem utilizada considera os passos seguintes para descrever as
interacdes entre as células CD4+T [2]:

I.  As células infectadas infectar células saudaveis vizinhas, como num processo
de contato habitual;

II.  Existe um intervalo de tempo finito ndo nulo T entre 0 momento em que uma
célula esta infectada e quando ela morre. Durante este intervalo, as alteracdes
nas células atacadas infectando suas propriedades e E estabelece respostas
especificas para as estirpes do virus;

[ll.  Novas células produzidas na medula éssea substituir os mortos. Equacdes de
taxas habituais podem ser configuradas para descrever as diferentes etapas
dos processos de contato e difusdo subsequente. Por outro lado, as alteragbes
intrinsecas que ocorrem dentro das células infectadas exigirem a introducéo de
uma clausula de retardo de tempo, de alguma das equacdes diferenciais.

Essas equacdes diferenciais parciais sdo comumente empregadas em
Engenharia, Fisica e na Medicina, usam se tais equacdes, pra representar, por
exemplo, a evolucao espacgo-temporal da atividade elétrica de neur6nios e células
cardiacas. Dois autores pioneiros em analise de sistemas biolégicos com dependéncia
espacial sdo R. A. Fisher* e A. M. Turing®.

Em 1950, Fisher solucionou, via computador, a equacdo diferencial parcial
relacionada com a dispersédo de um gene mutante cuja vantagem depende da posi¢ao.
Seu objetivo era explicar os gradientes de frequéncia de genoétipos observados na
natureza.

Em 1855, A. E. Fick propds a Lei de Fick que governa a difusdo de um gas
através de uma membrana liquida. O fluxo de particulas se da no sentido contrario ao
do gradiente da concentracdo c e é proporcional a sua magnitude, sendo D a

constante de proporcionalidade (coeficiente de difusdo). Sendo que 7 representa o
transporte de difusao, de modo que quanto maior é o gradiente menor o fluxo:

J =—-DVc (1)
A equacao de conservacao é expressa por:
dc(7,t) g .
T — DV C(T, f) — f(?“, f) =0 (2)

Para f(7,t) = 0, tem-se a equagdo de condugao de calor proposta por J.B.F.
Fourier (1807).

Para um espaco 7 = (x,y), temos que:

dée(r,t)  d%c(r t)
xz + 2

Vie(F,t) =
}T

*Em 1937, modelou a dispersédo de um gene com mutagao vantajosa, hum habitat linear.
°Em 1952, investigou a formacéo de padrdes espaciais em processo de rea¢ao-difuséo.



METODOS UTILIZADOS

Modelo de disseminacdo do Virus HIV nas células dentro dos ganglios
linfaticos definido por Marinho, Bacelar e Andrade [2].

As concentracdes de células diferentes ocorrem em torno de um ponto #
(bidimensional) do tecido. x e y indicam as coordenadas cartesianas de um ponto,
enquanto X e y representam 0s vetores unitarios ao longo das respectivas direcées.
As células saudaveis séo infectadas ao entrarem em contato com células infectadas.

As células alvo do estudo podem ser encontradas em estado saudavel,
infectada ou morta:

I.  As células saudaveis sao: H,(7,t) ja nascidas; e H,(7,t) ainda ndo nascidas
(no momento que o individuo foi infectado.

Il.  As células infectadas sdo: A(7,t) quantidade de infectados até o momento; e
B(7#,t) a mesma célula infetados ap6s um intervalo de tempo (preste a serem
mortas pela agdo do Sl, sdo menos eficazes na infecgdo).

[Il.  As células mortas sdo: D(7,t).

oH, ,
? = _ksHlAp — kGHan + kngV A
3)

oH,
T ksD — kcH,A% — ko Hy, B™ + koH,V?A

A 2
E = _klA(t _T) + k4D + kS(HlAp + Hqu) + kG(Hl + Hz)Bﬂ - kg(Hl + Hz)v A
dB
E = klA(t _T) - sz
ap
E == _k3D _k4D + sz

O modelo inclui termos de difusédo (kg) € uma dependéncia do tempo de atraso
para descrever o lapso de tempo para o Sl fornecer defesa para novas estirpes de
virus (7). As variaveis dessa equacédo sdo descritas pelos termos:

H,(#,t) e H,(#t) (células saudaveis), A(#,t) e B(#t) (células infectadas),
D(#,t) (células mortas), = (intervalo em que a célula foi infectada até quando morre),
7 = xX + yy (ponto localizado na infeccdo CD4'T), n (ordem de processo de contato
entre H e B), p(ordem de processo de contato entre A e H;) e g(ordem de processo de
contato entre A e H,).

O expoente n indica a ordem dos processos de contato entre as células H e B
afim de que a primeira célula A torne-se infectada. Os elementos p e q tem papel
semelhante ao n (contato de A com H; e com H,). Além disso, os parametros k,
representam as transicdes de uma estado para outro (k; e k,, por exemplo, do estado
A para B e de B para D), podendo ser considerados parametros de repovoamento. O
parametro kg € responsavel para o acoplamento da evolucdo dinamica entre
fragmentos diferentes do linfonodo. O termo VA é multiplicado por um ou outro H; ou
H,, por temos que o termo ndo linear € mais realista, uma vez que exige que a
propagacao da infeccdo difusivo de novas células ocorre apenas na presenca de H;
ou H, células saudaveis.



RESULTADOS E DISCURSSOES

Em principio, foi estudado e implementado um modelo epidemioldgico simples,
0 modelo SIR. O modelo SIR original [9] representa uma doencas contagiosas que se
espalha rapidamente numa populacdo, isso se da pelas seguintes equacdes
diferenciais ordinarias (EDO’s):

ds
e —aS1 St suscetiveis. a : taxa de contagio.
o , . 4)

dI I :infectados. b : taxa de remocao.
—=aSI—bl =
dt .

R : removidos (morreram ou recuperaram).
dR
ar bl S(t) + I(t) + R(t) = N (constante).

Os estados representados pelas letras S, | e R representam os estados
possiveis para saude de um individuo da populacdo estudada. Vale lembrar, que o0 R
presenta os individuos que se recuperaram ou morreram da doenca. E 0 niUmero de
individuos (N) permanece constante durante todo o processo.

A taxa de contdgio a e b estdo relacionadas as transicdes de estado S —» I e
|- R, respectivamente.

Esse modelo apresenta algumas limita¢cdes, como considera que os individuos
estdo homogeneamente espalhados no espaco (por isso é usado EDO’s, s6
dependem o termo tempo).

Pode-se verificar o contagio da doenga usando, um parametro chave, o fator de
reprodutividade basal [3]. Definido como o nudmero esperado de individuos
contaminados por um doente colocado numa populagdo, determinando como a
doenca afetara a populagéo.

Ry fator de reprodutividade basal.

(5)
_ aS(0) - R, = 1:epidemia.

Ry, = 1: endemia.

Ry < 1:controle, erradicagio.

Tipicamente é usado um S(0)~N.

O método usado para resolucdo e geragdo de graficos para esse conjunto de
equacdes, a seguir, foi 0 método de Runge-Kutta [10], implementado na linguagem
Fortran.
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Figura 2 - Modelo de SIR, para uma populagao com epidemia
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Na Figura 2, as constantes sado a=0.1 e b=0.6 gerando Ry>1. A populacao

inicial é de s

uscetiveis é 100, de infectados é 3 e removidos é 0.
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Figura 3 — Modelo de SIR, para uma populacdo com endemia
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Na Figura 3, as constantes sdo a=0.01 e b=1 gerando Ry=1. A populacao inicial

€ de suscetiveis é 100, de infectados é 10 e removidos & 0.
SIR (5=100, |=20 e R=0)
100 T T T T

G0 -
S(t)

Ity —
Rit) —

Individuos

1 1
o] 100 200 jeluln} 400 500
Tempo

Figura 4 —Modelo de SIR, para uma populacdo com doenca erradicada

Na Figura 4, as constantes sdo a=0.001 e b=1 gerando Re<1l. A populagéo
inicial & de suscetiveis é 100, de infectados € 10 e removidos € 0.

A seguir, para o modelo SIR em redes complexas [11], uma doenga contagiosa
nessa rede é representada pelas seguintes equacdes diferenciais:

ds(t)

T —aS(OI(t) + cI(t) + eR(t) a : taxa de contagio.
dI(t) b : taxa de cura. (6)
T = ﬂS(f)I[:t) - bI[:t) - CI[:t) =
¢ : taxa de morte pela doenca.
dR(t)
a bI(t) — eR(t) e : taxa de morte por outras causas.

S(t)+ I(t) + R(t) = N(constante).

Sao incluidos dois termos, o de taxa de cura onde esse individuo torna-se

novamente suscetivel e 0 de morte por outras causas.
Abaixo o gréfico (na Figura 5) obtido via resolucdo de equacdes diferencias, da

evolucéo temporal do modelo.
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Figura 5 — Modelo de SIR para redes complexas, para uma populacdo

O classico método numérico de Runge-Kutta de quarta ordem foi usado para
resolver o trio de EDO’s dos modelos SIR. Esse é um método simples requer apenas
as derivadas de primeira ordem e para encontrar solugdes aproximadas [12].

Considerando que o problema segue a seguinte modelagem:
v =fty), y(E) =y (7)

Segundo Runge-kutta, o proximo valor y,,, € determinado pelo valor atual y,,,
do tamanho do intervalo h e da inclinacédo 1,, (média ponderada entre as inclinagfes):

ll =h f{:tw .}’n] (8)

L=hf(t,+2, 3, +2)

h
= }Tn+1=}rn+g(ll+2]‘2+2]‘3+l4‘]
h 1,
L=hf(ta+>, yu+2)

2

14 =hf(tn+hy .}Jn+13]

Para o algoritmo foram usados as seguintes constante para a equacfes
(calculadas por experimentos artigo [2]):

o TransicOes de estados:
K1 = 0.163 representa a transicdo de A para B.

K,=0.228 representa a transicdo de B para D.

12



Kz = 0.650, representa a transicdo de D para H;, par@metro de repovoamento
de Células H;.

K, = 3.25 10 representa a transicdo de D para A, parametro de repovoamento
de Células A.

Ks = 0.650 representa a transicao de H; para A.

Ke = 0.169 representa a transicédo de H, para A.

Ko = 2 10 representa o coeficiente de difuséo de um espécie de virus.
Essas transicdes segem as seguintes restricoes:

Ka> Ky, Ks>KpeKs+ Ky> K, K> Ky

n = 4, representa a ordem de processo de contato entre H e B.

p = 1 representa a ordem de processo de contato entre A e H;.

g = 1.15 representa a ordem de processo de contato entre A e H,,

T = 4 representa o intervalo em que a célula foi infectada até quando morre

Modelo de Propagagao do HIV

1.4 T T T T T
; ; ; Hi+ H:  + ' : :

1-2 — e e A+E ..... -
: : . 5 "

Celulas

] a0 100 150 200 250 300 350 400
Tempo (Dias)

Figura 6 — Modelo de propagacdo do HIV
O gréfico acima (Figura 6), representa um sistema que possui uma populagéo
inicial de células H;=0.5, H,=0.4, A=0.07, B=0.03 e D=0.0.

No algoritmo também foi usado o método de diferencas finitas para calculo do
termo laplaciano em fungéo das células A, que corresponde a segunda derivada:

d’F d°F d’F F(x+h)—2=F(x)+ F(x —h)
2p " — _
vF__2+_d}r2 D F'(x)= == =

13



CONCLUSAO

O Modelo da propagacdo do HIV proposto é diferente da maioria, pela
utilizacdo de equag0es diferenciais parciais em vez de ordinarias. O que leva outros
aspectos em consideracdo. Como termos que dependem da variacdo do espaco.

Essas equacbes sdo dificeis de serem analisada analiticamente por isso é
mais vantajoso usar métodos numéricos para resolver as EDP’s. Foram resolvidas
através do método de RungeKutta. A partir da solucdo podemos analisar o
comportamento da espécie de virus HIV usando as soluc¢des gréficas.

Pelo grafico da Figura 6, observou-se que uma pequena alteracdo nos pontos
iniciais da equacéo (valores das células H1, H2, A, B e D), ha uma grande variacdo na
propagacao do virus. Com o tempo, aumenta o numero de células que tornam-se
infectadas.

Essa tendéncia também pode ser observada no sistema de equagbes (3). O

, , , ; L oH

termo laplaciano V24 incrementa no crescimento de células saudaveis nos termos 6_1:1
0H, ; . oA

e Enquanto decrementa no termo de células infectadas v

14
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