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RESUMO DO RELATÓRIO 

As partículas podem se mover espontaneamente, difundindo-se de regiões de 

maior concentração para regiões de concentração mais baixa. Inicialmente estudamos a 

equação de difusão normal, feita por Einstein e que é simplificada por Paul Langevin, 

analisando os conceitos de sua teoria sobre o movimento Browniano. 

Para obtermos a equação da difusão, tivemos que investigar a variável estocástica 

 que é uma força flutuante como característica da equação diferencial estocástica, e que ,(t)ߞ

varia rapidamente em comparação com os tempos de observação. 

 Esta força flutuante é uma variável aleatória dependente do tempo, onde analisamos 

as interações aleatórias das moléculas, dando origem a uma força impulsiva e que mantém 

o movimento irregular incessante das partículas. 

 Utilizando as equações de Newton para uma partícula massiva, incluindo nesta uma 

força de fricção sistemática e uma força aleatória para um caso unidimensional, somos 

levados à equação de Langevin, onde analisamos um caso de dissolução de açúcar em 

água, construindo um gráfico para analisar como varia o deslocamento quadrático médio em 

função do tempo para esta situação. 

No decorrer do trabalho analisamos outros tipos de processos difusivos, entre eles: 

superdifusão, onde as forças aleatórias têm uma intensidade pequena nas partículas; 

subdifusão, onde o deslocamento quadrático médio tem um crescimento irracional; e 

subdifusão extrema, que se demonstra ser um caso de um oscilador harmônico. 

Mori pôde demonstrar algo novo sobre a interação espontânea das partículas, onde 

propôs um melhor formalismo da Equação Generalizada de Langevin, de forma que 

ajudasse a compreender as interações não instantâneas onde um ruído estaria 

correlacionado com um ruído em outro instante: é a chamada função memória, desta 

maneira podemos fazer uma analogia com o movimento de oscilador harmônico forçado 

aleatoriamente quando a memória for bastante longa, conhecida como subdifusao extrema. 
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1 – INTRODUÇÃO 

O fenômeno da Difusão é bastante comum na natureza, pois podemos no deparar 

com este fenômeno em nosso dia-a-dia: acontece em uma simples dissolução de açúcar no 

café ou leite, ao abrir um simples frasco de perfume ou até mesmo vendo o espalhamento 

da fumaça que sai do escapamento de veículos. 

Na grade curricular do curso de física na graduação muitas vezes não se tem o 

conhecimento das teorias que sucederam o entendimento do movimento browniano e muito 

menos da difusão anômala que é foco de grande pesquisa em ciências de maneira geral, 

além de agregar conhecimento ao aluno de teorias que não são comumente abordadas no 

curso de graduação. 

Difusão anômala é um tema muito amplo, por esta razão iremos focar em tópicos 

desenvolvidos nesta pesquisa, partindo da difusão normal. Neste projeto é abordado um 

estudo que possa chegar a esse espalhamento, especificamente na investigação de um 

conjunto de equações às quais foram trabalhadas através de desenvolvimento teórico, 

observações e experimentações por cientistas como Robert Brown, Einstein e Paul 

Langevin. 

A difusão normal é um processo de difusão linear que ocorre no interior dos sólidos, 

líquidos e gases, assim como uma gota de tinta que dilui na agua é um exemplo de difusão 

no interior do liquido. Outro exemplo clássico é o odor de um perfume quando é espalhado 

numa sala, onde essa difusão acontece no interior de um gás. 

Mas historicamente esse interesse por processo difusivos iniciou por volta de 1827, 

quando o botânico Robert Brown observou o movimento incessante e irregular de partículas 

de pólen em um liquido, observando ao microscópico minúsculas partículas de pólen em 

suspensão na agua e notando que elas estavam continuamente em movimento agitando-se 

de forma extremamente irregular [2]. 

Em contraste à difusão normal, a difusão anômala tem como característica o 

crescimento não linear da variância do decorrer do tempo, ou seja, a difusão tem um 

comportamento anômalo. Um exemplo disso ocorre no citoplasma de células, onde há um 

espaço muito pequeno pelo qual existem várias partículas se movendo em todas as 

direções, por isso a dificuldade do deslocamento delas. No presente trabalho abordaremos 

os tipos de processos difusivos: normal, subdifusão e superdifusão. 

Portanto, o estudo da difusão anômala é de fundamental importância em processos 

físicos, químicos e biológicos. 
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2 – REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 

A ideia principal de um processo de difusão é entender que o comportamento de 

uma partícula deve-se a um número de impactos de potência e de direções aleatórias em 

qualquer período de tempo. 

Num processo de difusão, as partículas podem se mover espontaneamente, 

difundindo-se de regiões de maior concentração para regiões de concentração mais baixa, 

como mostra esquematicamente na figura 1 abaixo. 

 

 

 

 

 

O estudo da difusão anômala será abordado neste projeto através da teoria 

proposta por Paul Langevin usando a equação de difusão normal, estudo equivalente ao 

tratamento de difusão desenvolvido por Einstein para um caso normal. Posteriormente, 

tivemos a generalização da equação de Langevin por Hazime Mori que pode ser aplicado 

para um estudo de difusão anômala. 

Uma pequena partícula deve receber um número aleatório de impactos de potência 

aleatória e de direções aleatórias em qualquer período de tempo: este é comportamento 

browniano que foi estudado por Einstein através de um tratamento estatístico (caminhada 

aleatória ou Randon Walk) [2]. 

O trabalho de Langevin foi publicado em 1908, citando os trabalhos de Einstein 

como forma de uma possível generalização para os resultados que eram conhecidos. A 

descrição em sua teoria consistia em escrever uma equação diferencial para o movimento 

de uma partícula em suspensão, e Hazime Mori (1964) empregou uma generalização da 

equação de Langevin de forma que abrangesse os tipos de interações não instantâneas [7]. 

Nos estudos de Langevin e Einstein foi demonstrado que no movimento browniano, ou 

difusão normal, o processo de difusão ocorre de forma linear com o tempo, conforme a 

equação abaixo: 

(1) 

 

onde D representa o coeficiente de difusão, ݇஻ a constante de Boltzmann, ܶ a temperatura, 

݊ o coeficiente de atrito viscoso e ܽ é o raio da molécula. 

〈ሻݐଶሺݔ〉 ൌ ,ݐܦ2 ܦ ൌ
݇஻ܶ
ܽ݊ߨ6

 

Figura 1 ‐ Processo de Difusão de Partículas 
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De forma a englobar sistemas onde o ruído em um dado instante está 

correlacionado com um ruído em outro instante, Langevin partindo da segunda lei de 

Newton, escreveu a seguinte equação diferencial estocástica 

 

(2) 
 

onde ߞሺݐሻ representa o ruído destas interações aleatórias, que  a priori não 

conhecemos o seu comportamento, apenas algumas propriedades gerais 

Mori então analisando a equação (2) acima, reescreveu a expressão generalizada na forma: 

 

(3) 

onde para obter a equação (2) a partir da expressão (3) devemos ter uma correlação entre 

ruídos localizado na forma  Γ	ሺt െ tᇱሻ ൌ െγδሺtᇱ െ tሻ. 

Sendo uma memória longa, ou seja, homogênea Γ	ሺt െ tᇱሻ ൌ ѡ଴
ଶ	obteremos um caso 

de movimento de oscilador harmônico forçado aleatoriamente, onde a partir da equação (3) 

ficaremos 

 

(4) 

ݒ݀
ݐ݀

ൌ െݒߛ ൅ ሻݐሺߞ

ݒ݀
ݐ݀

ൌ െන ߁ ሺݐ െ ᇱሻݐ ᇱݐᇱሻ݀ݐሺݒ ൅ ሻݐሺߞ
௧

଴
 

ݒ݀
ݐ݀

ൌ െѡ଴
ଶ ሻݐሺݔ ൅  ሻݐሺߞ
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3 – MÉTODOS UTILIZADOS 

Para o desenvolvimento desse projeto foi necessário um estudo mais abrangente 

sobre a mecânica estatística como sendo uma ferramenta para a realização deste projeto de 

PIBIC, para que pudesse ser feita a transformação de equações deterministas em equações 

probabilísticas, como, por exemplo, da equação newtoniana. 

A teoria da dinâmica de fluidos foi importante para a compreensão da formulação 

que leva ao processo de difusão, analisando apenas o comportamento normal do fenômeno 

e na maior parte do projeto usufruimos do uso de cálculo diferencial e integral. 

Assim como para difusão normal usamos os conceitos da Hidrodinâmica dos fluidos 

em movimento, para um enorme número de partículas envolvidas nesta via de estudo de 

muitas situações que podem ser representadas por modelos ideais pelos quais são 

suficientemente simples para poderem ser entendidos. 

Para difusão não linear, o estudo do teorema de equipartição de energia foi de total 

importância para chegar aos resultados esperados, assim como a conservação da energia, 

e o uso de equações diferenciais ordinárias para dedução da equação de Langevin e a 

generalização de Langevin por Mori. Fizemos um estudo também sobre oscilador 

harmônico, para obtermos um movimento de oscilador harmônico forçado aleatório para 

encontramos os processos de difusão que se deseja analisar. 
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4 – RESULTADOS E DISCUSSÕES 

Tipos de Difusão 

Para o estudo da difusão anômala, métodos estatísticos são aplicados na análise, 

pois se trata de um fenômeno estocástico e não determinístico. O principal resultado no 

estudo de processos difusivos estocásticos é o deslocamento quadrático médio de uma 

partícula, que é uma função dependente do tempo elevado a alguma potência, conforme 

expressão abaixo 

(5) 

 

onde o expoente ߙ é chamado de coeficiente de difusão, e demonstra-se que 0 ൑ ߙ ൑ 2, 

definindo o tipo do processo de difusão conforme o valor de ߙ. 

i) Se ߙ ൌ 0, o deslocamento quadrático médio é constante e temos um caso de 

subdifusão extrema que corresponde a um oscilador harmônico forçado aleatoriamente; 

ii) Se 0 ൑ ߙ ൑ 1, o deslocamento quadrático médio tem um crescimento irracional, 

definindo um caso de subdifusão; 

iii) Se ߙ ൌ 1, o deslocamento quadrático médio é de forma linear, caracterizando o 

processo de difusão normal ou movimento browniano; 

iv) Se 1 ൑ ߙ ൑ 2, o deslocamento quadrático médio possui um crescimento 

exponencial, definindo um caso de superdifusão; 

v) Se ߙ ൌ 2, o deslocamento quadrático médio possui um crescimento quadrático 

da variância, definindo um caso de superdifusão extrema. 

 

Coeficiente de Difusão dependente do Ruído: 

Pode-se demostrar que o desvio quadrático médio na difusão anômala tem seu 

coeficiente de difusão α dependente do ruído ζ [9], conforme a equação abaixo: 

 

(6) 

 

i) Se ζ ൏ 	െ1, expoente de t é negativo e as partículas teoricamente se 

aproximariam de único ponto e não se dispersariam, o que não ocorre na natureza devido 

ao aumento da entropia. Assim, para	t → ∞, as partículas terminariam numa singularidade, o 

que não se enquadram em nosso estudo. 

ii) Se ζ ൌ 0, não há forças aleatórias agindo sobre a partícula em questão. Logo, se 

ζ → 0 ⟹ 〈xଶ〉 → tଶ,  o que caracteriza o processo de superdifusão extrema. Ex.: gás ideal, 

onde as partículas estão muito separadas (gás rarefeito). 

〈ଶݔ〉 ∝  ߙݐ

〈ଶݔ〉 ∝ ݐ
ଶ

ଵା఍  
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iii) Se 0 ൏ ζ ൏ 1, as forças aleatórias têm uma intensidade pequena, e o expoente α 

está entre 1 e 2. Logo, temos uma superdifusão. 

iv) Se ζ ൌ 1, temos um caso de difusão normal, onde o deslocamento quadrático 

médio das partículas é de forma linear (Movimento Browniano). 

v) A partir de ζ ൐ 1, quando tomamos ζ → ∞, temos um caso de subdifusão, de 

forma que α → 0, o que caracteriza uma subdifusão extrema (Oscilador harmônico forçado  

aleatoriamente). 

vi) Quando െ1 ൏ ζ ൏ 0, não temos definição de nenhum tipo de difusão pois isto 

implicaria em ߙ ൐ 2, mas o coeficiente ߙ está definido somente entre 0 e 2. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Deslocamento Quadrático Médio para o caso de Difusão Normal 

Considere uma partícula de massa ݉ imersa num líquido, onde essa partícula está 

sujeita a uma força viscosa que consideremos proporcional a sua velocidade F ൌ 	αv, no 

qual ߙ	é o coeficiente de viscosidade do meio. Além disso, há uma força de caráter aleatório 

Fୟሺt) também conhecida como força de Langevin, devida ao impacto da partícula com as 

moléculas do liquido.  

Para simplificar a notação, vamos considerar uma situação unidimensional, 

desconsiderando forças externas na análise do problema. Nesse caso, a equação de 

Langevin adquire a forma: 

(7) 

 〈ଶݔ〉

 ݐ

݉
ݒ݀
ݐ݀

ൌ െݒߙ ൅  ሻݐ௔ሺܨ

Gráfico  1  ‐  Curvas  de  〈࢞૛〉 ∝ ࢚૛ ૚൅ࣀ⁄   com  comportamento:  superdifusivo  para  ૙ ൏ ߞ ൏ 1
(૚ ൏ ߙ ൑ ૛); difusivo normal para ࣀ ൌ ૚ (ࢻ ൌ ૚); subdifusivo para ࣀ ൐ 1 (૙ ൑ ࢻ ൏ 1) 

Superdifusão

Difusão Normal

Subdifusão
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Dividindo ambos os membros por ݉, temos: 

 

(8) 

que representa o mesmo resultado da equação (2), sendo 

(9) 

 

Neste caso, ζሺtሻ é uma variável flutuante e aleatória dependente do tempo, que 

possui as seguintes propriedades: 

 

(10)	

 

Podemos verificar que a variância das velocidades é dada por: 

 

(11) 

Tomando tempos longos de observação (regime estacionário), temos: 

(12) 

 

A partir das equações (11) e (12) deduzimos o deslocamento quadrático médio que 

é dado por 

 

(13) 

 

Da mesma forma que para a velocidade, tomando tempos longos de observação, 

obtemos finalmente: 

(14) 

sendo ܦ ൌ ݇஻ܶ ⁄ܽ݊ߨ6 , onde D representa o coeficiente de difusão, ݇஻ a constante de 

Boltzmann, ܶ a temperatura, ݊ o coeficiente de atrito viscoso e ܽ o raio da molécula. 

Para mostrar uma aplicação para a equação de difusão linear, podemos 

exemplificar uma situação: como ocorre o deslocamento quadrático médio em função do 

tempo para as moléculas de açúcar difundidas em água, conforme os dados na tabela 

abaixo: 

 

 

 

ݒ݀
ݐ݀

ൌ െݒߛ ൅  ሻݐሺߞ

ߛ ൌ
ߙ
݉

݁ ሻݐሺߞ ൌ
ሻݐ௔ሺܨ
݉

 

〈ሻݐሺߞ〉 ൌ 0

〈ᇱሻݐሺߞሻݐሺߞ〉 ൌ Γߜሺݐ െ ᇱሻݐ

〈ሺݒ െ 〈ሻଶ〈ݒ〉 ൌ
Γ
ߛ2

ሺ1 െ ݁ିଶఊ௧ሻ 

〈ଶݒ〉 ൌ
Γ
ߛ2

 

〈ሺݔ െ 〈ሻଶ〈ݔ〉 ൌ
Γ
ߛ2

൤ݐ െ
2
ߛ
ሺ1 െ ݁ିఊ௧ሻ ൅

1
ߛ2

ሺ1 െ ݁ିଶఊ௧ሻ൨ 

〈ሻݐଶሺݔ〉 ൌ  ݐܦ2
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Constante de Boltzmann = 1,3806503 × 10 : ࡮࢑		
-23

 m
2

 kg s
-2

 K
-1

 

η: atrito viscoso do fluido = 1,38 ൉ 10ିଶଷ N ൉ s/mଶ  
,ૢ = raio da molécula de açúcar :ࢇ ૢ ൉ ૚૙ି૚૙ m

T: Temperatura em kelvin = 373 K
Tabela 1 ‐ Dados utilizados para exemplificar a difusão de açúcar em água 

Aplicando os valores da tabela na equação (14), encontramos 

 

(15) 

Substituindo na equação (14) ficamos 

(16) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Deslocamento Quadrático Médio para o caso de Subdifusão Extrema 

 No caso unidimensional, consideramos novamente a equação de Langevin 

generalizada: 

(17) 

Mori, empregando um formalismo que leva o seu nome, propôs uma generalização 

para a equação de Langevin, de modo a englobar os sistemas que possuam algum tipo de 

interação não instantânea entre partículas. A equação generalizada de Langevin ficou da 

seguinte forma: 

(18) 

 

No caso do ruído branco temos Γ	ሺt െ tᇱሻ ൌ 	γδሺt െ tᇱሻ, reproduzimos os resultados 

de Langevin e consequentemente a descrição do processo de difusão normal.  Já para uma 

݉
ݒ݀
ݐ݀

ൌ െ∝ ݒ ൅  ሻݐ௔ሺܨ

ݒ݀
ݐ݀

ൌ െන Γሺݐ െ ᇱሻݐ ᇱሻݐሺݒ ᇱݐ݀
௧

଴
൅  ሻݐሺߞ

〈ሻݐଶሺݔ〉 ൌ 5,5 ൉ 10ିଵ଴ݐ 

ܦ ൌ
1,38 ൉ 10ିଶଷ

6 ൉ 10ିଷ ൉9,9 ൉ 10ିଵ଴
ൌ 2,75 ൉ 10ିଵ଴ ݉ଶ /s 

Gráfico 2  ‐ Deslocamento quadrático médio em função do tempo para molécula de açúcar
em água. 

 ሺ݊݉ሻ	〈ଶݔ〉

 ሻݏሺ	ݐ
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memória extremamente longa, isto é, Γ	ሺt െ tᇱሻ ൌ ѡ଴
ଶ, temos um movimento de oscilador 

harmônico forçado aleatoriamente, conforme abaixo: 

 

(19) 

 

(20) 

Considerando que x଴ tenha a posição inicial zero, então teremos: 

 

(21) 

Como  Γ	ሺt െ tᇱሻ ൌ ѡ଴
ଶ, temos, pela equação de Mori: 

 

(22) 

Portanto: 

(23) 

 

Para demonstrar o valor do deslocamento quadrático médio neste caso, usamos o 

teorema da equipartição de energia: 

 

(24) 

Como a equação (23) é de um oscilador harmônico, pode-se demonstrar que 

v ൌ െw଴x. Logo, tomando à média, temos: 

 

(25) 

ou 

 

(26) 

 

Assim, uma memória constante gera um movimento oscilatório como é 

demonstrado pela equação (23), e é um caso extremo de subdifusão com coeficiente de 

difusão α ൌ 0, pois o deslocamento quadrático médio possui valor constante por não ser 

dependente do tempo, conforme deduzido na equação (26). Este exemplo indica como a 

memória pode determinar o tipo de difusão. Para este caso, temos a seguinte figura 

ilustrativa de um caso de subdifusão extrema: 

 

 

 

 

ሻݐሺݒ ൌ
ݔ݀
ݐ݀

 

ሻݐሺݔ ൌ ଴ݔ ൅ න ᇱሻݐሺݒ
௧

଴
 ᇱݐ݀

ሻݐሺݔ ൌ න ᇱሻݐሺݒ
௧

଴
 ᇱݐ݀

ݒ݀
ݐ݀

ൌ െѡ଴
ଶ න ᇱݐᇱሻ݀ݐሺݒ

௧

଴
൅  ሻݐሺߞ

ݒ݀
ݐ݀

ൌ ሷݔ ൌ െѡ଴
ଶ. ሻݐሺݔ ൅  ሻݐሺߞ

〈݉ 〈ଶݒ

2
ൌ

1
2
݇஻ ܶ 

〈
1
2
݉ ѡ଴

ଶݔଶ〉 ൌ
1
2
݇஻ܶ 

〈ଶݔ〉 ൌ
݇஻ܶ
݉ѡ଴

ଶ 
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Figura 2 ‐ Molécula movimentando‐se em um meio bastante carregado com outras partículas. Pelo fato de haver
pouco  espaço  para movimentar‐se,  a molécula maior  sofre  um  grande  número  de  impactos  aleatórios mais
rapidamente, movimentando‐se em média muito pouco, um caso de subdifusão. 
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5 – CONCLUSÕES 

Estudar os processos difusivos possui uma grande importância quando se observa 

a necessidade de compreender os comportamentos físicos microscópicos da matéria, de 

onde nos damos conta do quanto o fenômeno da difusão é abrangente. 

Analisando o Gráfico 1, podemos dizer que existem partículas que se difundem 

mais rapidamente em determinados casos de difusão anômala e normal. Isso ocorre devido 

ao meio em que estão se difundindo: na superdifusão, o meio possui poucas partículas se 

chocando aleatoriamente com a molécula que estamos analisando, logo ela possui mais 

espaço para se movimentar e maior deslocamento quadrático médio; na subdifusão, pelo 

fato de termos várias outras partículas exercendo forças aleatórias sobre a molécula, existe 

um pequeno espaço entre elas, diminuindo assim o deslocamento quadrático médio; e na 

difusão normal o deslocamento quadrático médio ocorre linearmente com tempo, pois há um 

espalhamento normal entre as partículas. 

 Vimos que existem forças aleatórias neste fenômeno de espalhamento, por isso 

precisou-se fazer uma transformação de equações determinísticas para as equações 

probabilísticas, para que pudéssemos resolver nosso problema inicial. O uso do teorema da 

equipartição de energia garante que a energia cinética média de uma partícula em 

movimento corresponde a um grau de liberdade, já o coeficiente de difusão D encontrado 

aqui neste trabalho é obtido através da medida do desvio quadrático médio que permite 

encontrar melhores valores para a constante de Boltzmann e consequentemente para o 

número de Avogadro, pois as outras variáveis relacionadas à equação de difusão normal 

são facilmente medidas experimentalmente. 

No processo de subdifusao extrema, no qual existe uma variável estocástica, foi 

deduzido que este caso corresponde a um oscilador harmônico forçado aleatoriamente, pois 

as equações deduzidas são semelhantes. Esse fenômeno descreve que as partículas se 

movimentam em deslocamento médio quadrático constante, o que poderia ser considerado 

como amplitude do movimento. 
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