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1 RESUMO

Nesse trabalho foi proposto a Modelagem Estatística e Predição Espaço-Temporal de

valores extremos climáticos e/ou meteorológicos através de distribuições multivariadas es-

pacialmente dependentes. O foco de nossa aplicação foi os dados de temperatura medidos

nas Estações Meteorológicas do Estado do Amazonas. Este Estado possui uma grande

área territorial e pouco número de estações, e o uso do Modelo Estatístico para Predição

Espaço-Temporal de Valores Extremos dependentes baseado na distribuição multivariada

Gumbel mostrou-se uma excelente ferramenta para a predição da temperatura máxima

dos municípios que não possuem estações de captação, pois esse modelo consegue de-

terminar as estações que possuem uma maior influência nos pontos não observados, logo,

obtendo estimativas mais confiáveis. Do ponto de vista prático, os resultados mostraram

que, na última década houve um aumento de 0,58oC na temperatura máxima em todo o

estado em relação a década anterior. Esse aumento na temperatura é mais evidente na

região sul do Estado e isso pode ser justificado, pelo grande desmatamento e alto índice

de focos de queimada nessa região. Os resultados observados nesta aplicação são bem

plausíveis visto que de acordo com o IPCC 2013 (Intergovernamental Panel on Climate

Change, 2013) a temperatura média da superfície da Terra aumentou cerca de 0,8oC nos

últimos cem anos e cerca de 0,6oC desse aquecimento ocorreu nas últimas três décadas.

do Ponto de teórico, além da qualidade da predição realizada pelo modelo, percebe-se

que o mesmo é uma boa alternativa para acomodar o grau de dependência espacial nos

dados.
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2 INTRODUÇÃO

Estudos para modelagem de mudanças climáticas podem ser realizados usando sé-

ries temporais históricas de valores extremos de variáveis como temperatura e precipitação

obtidas de uma estação meteorológica ou de várias estações ajustadas em pontos não ob-

servados por algum modelo estatístico de predição ou interpolação espacial. Esse tipo de

estudo é importante porque existem evidências mostrando que eventos extremos como se-

cas, enchentes, ondas de calor e de frio têm se intensificado nas últimas décadas afetando

diferentes partes do planeta e têm produzido enormes perdas econômicas e de vidas. É

neste cenário que a modelagem estatística de mudanças em eventos extremos de precipi-

tação e temperatura torna-se uma tarefa de pesquisa importante.

Para ilustrar o tipo de modelagem proposta nesse projeto, considere uma região S ⊂

ℜ2 na qual, somente para um conjunto de N posições fixas s1, ..., sN são conhecidas as

medidas de interesse de um processo estocástico espacial Y = Y (s) = {Y (si) : i =

1, 2, ..., N}. Um dos objetivos de nossa modelagem é ser capaz de fornecer a qualquer

localização s0 ∈ S a melhor predição Y (s0) a partir do processo observado Y. Nesse

trabalho, s1, ..., sN representam as estações meteorológicas do estado do Amazonas e

Y (si) é a máxima temperatura medida na i-ésima estação. Existem apenas 14 estações

no Amazonas distribuídas em 13 municípios de modo que Y (s0) é um valor de temperatura

predito em municípios onde não existem estações meteorológicas, ou seja os valores de

temperatura não podem ser observados diretamente.

Nossa abordagem para predições de valores extremos é quase original. O ponto de

partida foi o trabalho de Fouguéres et al. (2009) que propôs uma distribuição de valores

extremos multivariados para dados dependentes. Nós estendemos essa distribuição e pro-

pomos um modelo estatístico para predição espaço-temporal de valores extremos. Uma

clara aplicação deste modelo é na predição espaço-temporal de máxima temperatura nas

cidades do estado do Amazonas. Particularmente, onde não existem estações de monito-

ramento meteorológico as predições são baseadas nos valores observados em estações

vizinhas e isso justifica o uso de um modelo que incorpore a dependência espacial.
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3 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Distribuições multivariadas para modelar dados de valores extremos têm recebido, re-

centemente, bastante atenção na literatura(Fougères et. al.,2013; Padoan, 2011; Cooley

et. al., 2010; Fougères et. al.,2009). A principal área de aplicação é a modelagem de

valores extremos ambientais e/ou meteorológicos. Desde que muitas quantidades extre-

mas tais como precipitação, temperatura, ou a poluição do ar são medidas em localizações

especificas, como estações de monitoramento, a modelagem espacial faz-se necessária.

Dados espaciais são necessariamente multivariados e neste projeto vamos supor que ana-

lisamos apenas uma quantidade (por exemplo, temperatura máxima ou mínima) em várias

localizações (estações). Análise espacial múltipla (modelagem simultânea de temperatura

máxima, mínima e precipitação extrema) é uma possível extensão do projeto aqui proposto.

A análise de valores extremos espaciais é uma combinação de duas áreas estatísti-

cas: Análise de valores extremos e Geoestatística. Há um certo número de livros em cada

área que podem dar visões abrangentes. Para extremos, as referências incluem Haan

e Ferreira (2006), Coles (2001); referências em Geoestatística incluem Gelfand(2010),

Banerjee (2004) e Cressie (1993). Modelos recentes para análise de valores extremos

espaciais podem ser vistos em Reich and Shaby (2013), Blanchet and Davison (2011),

Cooley (2010) Sang and Gelfand (2010). O processo estocástico espacial de extremos

Y = Y (s) = {Y (si) : i = 1, 2, ..., N}, pode admitir a representação de Y através da

seguinte decomposição:

Y = µ+ Z+ ǫ

Onde µ é um parâmetro de locação que pode ser associado a p covariáveis. Z é um vetor

N × 1 de realizações de um campo aleatório e ǫ é um vetor (n× 1) de erros de medidas.

Em muitas aplicações o campo aleatório Z é assumido Gaussiano. No entanto, valores

extremos são assimétricos e isso torna inadequada esta suposição para Z. Se existir um

interesse em avaliar alguma característica temporal do processo, naturalmente, denotamos

Y = Yt(s) = {Yt(si) : i = 1, 2, ..., N e t = 1, 2, ..., T}. No contexto espaço-temporal,

o recente avanço computacional tem permitido o surgimento de modelos mais complexos
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que acomodam simultaneamente a variação espacial e temporal em dados extremos. Uma

abordagem espaço-temporal clássica é proposta em Huser and Davison (2012) e modelos

bayesianos hierárquicos são apresentados em Sang and Gelfand (2009).

Uma classe de distribuições para modelagem de valores extremos dependentes têm

sido proposta em Lima(2014). Nesta classe a função de distribuição conjunta do processo

espacial de extremos Y = {Yt(si) : i = 1, 2, ..., N e t = 1, 2, ..., T}, é dada por:

F (y) =
T
∏

t=1

∏

um∈U

exp

{

−

(

−
N
∑

i=1

ωm(si)log [G(yt(si); θt)]

)α}

. (3.1)

Onde G é uma função de distribuição parametrizada pelo vetor θt, U = {u1, .., uM} é

um conjunto com M localizações arbitrárias e fixas em S, 0 < α < 1 é um coeficiente

de dependência espacial, ωm(s) é uma medida de distância entre duas localizações um

e s quaisquer. Por exemplo, U pode representar as localizações ou municípios que não

possuem estações meteorológicas. Se G ∼Gumbel com vetor θt = (µt(sl), σt). Então o

modelo proposto admite a representação condicional,

Yt(s) = µt(s) + Zt(s) + ǫt(s). (3.2)

Onde, µt(s) é um parâmetro de locação que pode ser ajustado por covariáveis, ǫt(s) é cha-

mado de efeito pepita o qual é independente de Zt(s) e com distribuição ∼ Gumbel(0, σt)

independentes, t=1,2,...,T. A função Zt(s) é um campo aleatório exponencial α-estável. A

estimação nesse modelo é difícil de realizar porque a função de verossimilhança é muito

complicada. No entanto, a verossimilhança pode ser representada em termos da transfor-

mação de Shi (1995) e neste caso um algoritmo de otimização numérica pode ser desen-

volvido para estimação dos parâmetros e predição espaço-temporal no modelo.
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4 MÉTODOS UTILIZADOS

4.1 Distribuição Gumbel Multivariada para Valores Extre-
mos Dependentes

Assumimos que Yt(sl) representa a temperatura medida na l-ésima estação meteoro-

lógica do Estado do amazonas no tempo t e que na expressão (3.1), G ∼Gumbel com

vetor θt = (µt(sl), σt). Então, o processo Y = {Yt(si) : i = 1, 2, ..., N e t = 1, 2, ..., T},

tem distribuição conjunta,

F (y) =
T
∏

t=1

∏

um∈U

exp

{

−

(

N
∑

i=1

ωm(si)e
−

yt(si)−µt(si)

σt

)α}

. (4.1)

Onde U é o conjunto formado pelos municípios que não possuem estação e que devem ter

seus valores preditos. Para realizarmos as predição, seja s0 uma localização onde não são

possíveis obter as medições meteorológicas Yt(s0) e S{−0} um subconjunto de localizações

vizinhas a s0 onde são realizadas as medições. Então pode-se mostrar que,

Mt(s0) = max
sl∈S{−0}

(Yt(s1), ..., Yt(sL)) ∼ Gumbel(µ̃t(so), σt/α)

com,

µ̃t(s0) =
σt

α
log





M
∑

m=1





∑

si∈S{−0}

ωm(sl)e
µt(sl)

σt





α



Logo um preditor natural para Yt(s0) é

Ŷt(s0) = E[Mt(s0)] =
σ̂t

α̂
log







M
∑

m=1





∑

sl∈S{−0}

ωm(sl)e
µ̂t(sl)

σ̂t





α̂





+ γσ̂t/α̂ (4.2)

Onde γ é a constante de Euler. A estimação dos parâmetros (µt(sl), σt, α) é relizada por

Máxima Verossimolhança.
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5 RESULTADOS E DISCUSSÕES

5.1 Estimação no Modelo Proposto

Nesta seção, realizamos um estudo empírico para avaliar algumas características do

modelo proposto em (4.1) . Pode-se mostrar que para cada um ∈ U ,m = 1, 2, ...,M a

log-verossimilhança do modelo é dada por,

L(θm;αm; ym
∼
; zm) = Lmlogαm +

Lm
∑

l=1

logωm(sl) + Lmlog
1

σm

−
1

σm

∑

sl∈um

(yt(sl)− µt(sl))

− 2
∑

sl∈um

exp

{

−
1

σm

(yt(sl)− µt(sl))

}

− ztm + logztm −
Lm

αm

logztm + logQLm

(

ztm, αm

)

,

(5.1)

onde ym
∼

é um sub-vetor de observações (grupo de observações) que ocorrem póximas

de um, m = 1,2,..., M, θm
∼

= (µ(sl), σm) é sub-vetor de parâmetros correspondentes, ztm =

∑Lm

l=1 exp
{

−yt(sl)−µt(sl)
σm

}

, Q1(z
t
m, αm) = 1, QLm

(ztm, αm) =
(

Lm−1−αm

αm
+ ztm

)

QLm−1(z
t
m, αm)−

ztm
∂

∂ztm
QLm−1(z

t
m, αm) e Lm é o número de estações de monitoramento associadas ou pró-

ximas a um. Para qualquer m com Lm = 2 e t = 1, Amostras Bivariada dessa distribuição

podem ser geradas (Lima, 2014) através da relação,

y⋆(sl) = σllog





tlz
1

αm
m

ωm(sl)



+ µ(sl), l = 1, 2. (5.2)

onde Zm ∼ (1 − αm)Gamma(1, 1) + αmGamma(2, 1), t1 ∼ Beta(1, 2) e t2 = 1 − t1.

A Figura (1) apresenta a distribuição de 240 amostras geradas pela equação (5.2) com

µ1 = 31, µ2 = 29, σ1 = 3, σ2 = 2 e αm = α = 0.20. A linha tracejada é a densidade

das amostras geradas e a contínua é a densidade estimada, na qual os parâmetros são

estimados por maximização da log-verossimilhança (5.1). Também obteve-se as funções

de distribuição acumulada das amostras para diferentes valores de αm = α. As Figuras

(2), (3) e (4) mostram as funções de distribuições acumuladas. Analisando as Figuras



7

citadas acima e a Figura (4) , percebe - se que quando o α → 1 as amostras ficam mais

independente uma das outras. Essa relação de dependência pode ser melhor visualizada

na figura (5).
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Figura 1: Amostras geradas pela
equação (4.1).
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geradas para α = 0.50
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Figura 4: Função de distribuição
acumulada das amostras bivariada
geradas para α = 0.80

5.2 Resultados para aplicação do modelo nos dados de
temperatura máxima do Estado do Amazonas

5.2.1 Descrição dos Dados

Para aplicação do modelo no problema de predição de valores extremos de tempera-

tura, foram obtidas os dados das estações meteorológicas no Estado do Amazonas, dis-

poníveis na Base de Dados Meteorológicos para Ensino e Pesquisa do Instituto Nacional
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Figura 5: Amostras bivariadas geradas com diferentes valores de α para visualizar o efeito
desse parâmetro na dependência espacial.

de Meteorologia - BDMEP/INMET. Para o estado do Amazonas encontrou-se disponíveis

14 estações meteorológicas ou processos observados distribuídas em 13 municípios. Fo-

ram obtidos os registros da temperatura máxima mensal entre os anos de 1993 e 2012.

Em nosso estudo consideramos dois período ou duas décadas, de modo que T = 2 e

t = 1(1993 − 2002), t = 2(2003 − 2012) e a log-verossimilhança completa do modelo ex-

presso na equação (5.1) é da forma
∑120

n=1 L(θm;αm; y
n
m
∼

; zm). Onde n indica que o vetor

ym foi observado n-ésimo mês. Para estimação dos parâmetros de interesse essa log-

verossimilhança foi maximizada diretamente usando o Pacote optimx desenvolvido para

liguagem de programação em R.

5.2.2 Análise descritiva dos dados

A Figura (6) mostra o comportamento médio da temperatura máxima em cada estação

meteorológica, no qual a linha tracejada corresponde à média da temperatura máxima das

estações entre o período de 1993 e 2012, 31.67666 ◦C. Percebe-se que a partir do ano

2000, a maioria das estações meteorológicas registram uma temperatura máxima acima

da média, havendo uma tendência de crescimento na temperatura.

Através da Figura (6), ressaltam-se os anos de 2005 e 2010, que correspondem aos

anos das secas ocorridas no Amazonas. Segundo o estudo publicado na revista Science

,pesquisadores do Instituto de Pesquisa Ambiental da Amazônia (Ipam) e da Universidade

britânica de Leeds apontam a seca que atingiu a Amazônia em 2010 como a mais severa

em 100 anos.
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Figura 6: Média anual da tempera-
tura máxima em cada estação me-
teorológica.
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Figura 7: Média anual da tempera-
tura máxima.

5.2.3 Apresentação das estações e definições de distâncias

Segundo o IBGE, o Estado do Amazonas é sub-dividido em treze Microrregiões, como

mostra a Figura (8). Diante desse fato, defina-se como distância de primeira ordem os

pontos observados que fazem parte da mesma Microrregião do ponto latente e distância

de segunda ordem os pontos observados que fazem parte da Microrregião vizinha. Por

exemplo, a predição para o município de Santa Isabel do Rio Negro foram utilizados três

estações meteorológicas pertencentes aos municípios de primeira ordem, São Gabriel da

Cachoeira e Barcelos. Para Atalaia do Norte foram utilizados uma estação do município

Benjamin Constant, primeira ordem, e Eirunepé, segunda ordem, de modo que ωm(sl)

dada na em (3.1) é do tipo 0 ou 1, se sl é vizinho de um ou não. A distribuição de um no

Estado é apresentado na figura 10
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Figura 8: Microrregiões do Estado
do Amazonas.
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Figura 10: Localização das 14 estações meteorológicas (s1, ..., s14) onde são observadas
a medida de interesse y(sl), (u1, u2, u3) são os pontos fixos ou latentes no mapa e como
esses pontos são alocados em cada sub-região a partir dos seus pesos ωm(sl), m = 1,2 e
3. Por exemplo, a estação em Lábrea está mais próxima de Itamarati, consequentemente
essa estação exerce um maior peso nesse ponto latente.

5.2.4 Aplicação do Modelo.

Seja s0 um município onde não são possíveis obter as medições temperatura Yt(s0), t =

1, 2 e S−0 um sub-conjunto de localizações vizinhas a s0 onde são realizadas ou preditas as

medições, usamos como preditor de Yt(s0) a quantidade Ŷt(s0) dada na expressão (4.2).

Os resultados gerados pela aplicação do modelo aos dados de temperatura são apresen-

tados nas Figuras (11), (12) e (13). A Figura (11) mostra os resultados preditos por Ŷt(s0)

da temperatura máxima para os municípios do Amazonas. Na Figura (12) e (13) temos o

mapa de temperatura dos municípios para ambas as décadas. Percebe-se que a década

entre 2003-2012 há um aumento na temperatura média dos municípios. As médias dos va-

lores preditos pelo modelo para década de 1993-2002 e 2003-2012 são de 32.83 e 33.41

respectivamente, havendo um aumento de 0,58oC na temperatura máxima. Esse aumento

na temperatura é mais evidente na região sul do Estado e isso pode ser justificado, pelo

grande desmatamento e alto índice de focos de queimada nessa região. Os resultados

observados nesta aplicação são bem plasíveis visto que de acordo com o IPCC 2013 (In-

tergovernamental Panel on Climate Change, 2013) a temperatura média da superfície da

Terra aumentou cerca de 0,8oC nos últimos cem anos e cerca de 0,6oC desse aquecimento

ocorreu nas últimas três décadas, sendo 1998, 2005 e 2010 os anos mais quentes. Em
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Figura 11: Predição da Temperatura máxima para os municípios.

termos de dependência espacial os valores estimados de αm, para cada grupo m = 1, 2, 3

e década n = 1, 2 foram, respectivamente, (0.563, 0.467, 0.516) e (0.474, 0.499, 0.463) reve-

lando uma razoável dependência espacial entre as medidads de temperatura observadas

próximas do mesmo processo latente em um.
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6 Conclusão

Nesse trabalho foi proposto a Modelagem Estatística e Predição Espaço-Temporal de

valores extremos climáticos e/ou meteorológicos através de distribuições multivariadas es-

pacialmente dependentes. O foco de nossa aplicação foi os dados de temperatura medi-

dos nas Estações Meteorológicas do Estado do Amazonas. O Estado do Amazonas tem

se mostrado sensível às variações de eventos extremos, como foi o caso das cheias re-

gistadas nos últimos anos e mais especificamente as secas registradas nos anos de 2005

e 2010. Desta forma, a modelagem proposta tem grande utilidade, pois pode ajudar na

análise de impactos de mudanças climáticas, nas avaliações de vulnerabilidade e de risco

frente a estas mudanças, auxiliar na definição de políticas de planejamento ambiental, as-

sim como na implementação de políticas locais de avaliação e definição de zonas de risco

a eventos extremos de tempo e clima.

O uso do Modelo Estatístico para Predição Espaço-Temporal de Valores Extremos de-

pendentes baseado na distribuição multivariada Gumbel nos dados Meteorológicos no Es-

tado do Amazonas, mostrou-se uma excelente ferramenta para a predição da temperatura

máxima dos municípios que não possuem estações de captação, pois esse modelo con-

segue determinar as estações que possuem uma maior influência nos pontos não obser-

vados, logo, obtendo estimativas mais confiáveis.

Analisando os valores preditos e os mapas de temperatura gerados pelo modelo,

percebeu-se que na segunda década os municípios apresentaram um leve aumento na

temperatura, o que era esperado, pois as médias dos valores preditos pelo modelo para

década de 1993-2002 e 2003-2012 são de 32.83 e 33.41 respectivamente, havendo um au-

mento de 0,58oC na temperatura. Além da boa predição realizada pelo modelo, observou-

se através de estudos empíricos que o mesmo é uma boa alternativa para acomodar o

grau de dependência espacial nos dados.
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7 CRONOGRAMA

Nesta seção apresentamos o cronograma de atividades a serem desenvolvidas no

decorrer do projeto.

Tabela 3:Cronograma de atividades PIBIC - 2013/ 2014

it Descrição AGO SET OUT NOV DEZ JAN FEV MAR ABR MAI JUN JUL

1 Revisão Bibliográfica R R

2 Revisão na literatura de Modelos para valores extremos R R

3 Estudos sobre as propriedades da distribuição Gumbel R R

e Distribuições Estáveis

4 Estudos sobre modelos de convolução espacial R R

5 Estudos Sobre Modelos para análise de R

dados extremos no espaço-tempo.

6 Análise exploratória R R

da Base de dados Meteorológicos

7 Construção do Modelo para predição espacial R R R R

de valores extremos

8 Aplicação do Modelo proposto na Base R R R R

de dados Meteorológicos

9 Elaboração do Resumo e Relatório Final.

Preparação da Apresentação Final para o Congresso. R

Legenda:

R: Realizado

NR: Não Realizado


