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PREFACIO

Neste trabalho, apresentamos as solu¢des analiticas e numéricas da equacgao

de uma particula num potencial pseudo-harmonico, sendo este potencial definido
como V(x)=% kx? + %% As solugbes analiticas foram feitas a partir das equagdes do

Movimento Harmdnico Simples (MHS), entretanto, sendo aplicado o potencial pseudo-

harménico e, a solugdo numérica, a partir de um programa FORTRAN.



Tudo deveria se tornar o0 mais
simples possivel, mas nao
simplificado.

Albert Einstein



RESUMO

O oscilador harmdnico ou linear é um dos sistemas mais estudados e aplicados
no campo da Fisica. Tal sistema tem como uma dos exemplos a forca restauradora
proporcional ao deslocamento do objeto e cuja solugdo é uma fungdo senoidal
dependente do tempo. Porém, o sistema descrito ndo se aplica a sistemas mais
complexos ou com amplitudes maiores. Neste trabalho pretendemos estudar um
oscilador cujo potencial de interacao tenha, além do termo harménico, o termo que
dependa do inverso do quadrado da distancia do objeto. A partir do potencial proposto
pretendemos obter as solu¢des analitica e numérica para o sistema, além de grandezas

termodinamicas associadas.
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1.INTRODUCAO

Um dos problemas mais importantes de movimento unidimensional e de solucéo
analitica direta é o oscilador harménico, ou oscilador linear. O exemplo mais simples
desse tipo de movimento é aquele do sistema massa-mola. A for¢ca restauradora

atuando na particula de massa m é escrita como F(x) = —k.x, com a energia potencial
associada dada por V (x) =% kx?. A solucdo geral da equacdo de movimento, quando

nenhuma outra for¢a atua sobre a particula, pode ser escrita como x(t) = A.sen(wot + 0),
onde A é a amplitude do movimento, wo =Vk/m = 2m.T é a frequéncia angular, com T
sendo o periodo do movimento. Como wo depende somente da constante elastica (k)
da mola e de sua massa, vemos que o periodo do movimento € constante, independente
das condigfes iniciais. A importancia do oscilador harménico resulta, também, do
mesmo ser o limite de movimentos oscilatérios mais complexos para pequenas

amplitudes. Neste trabalho estudamos outro movimento unidimensional, o de uma
particula classica submetida ao potencial pseudo-harménico (PPH), V(x) =§ kx? + %%

Determinamos as solugfes analitica e numérica da equagdo de movimento e
analisamos o comportamento da posicao, x(t), da velocidade, v(t), e da aceleragéo a(t),
para um dado conjunto de condi¢des iniciais. Também, foi calculado algumas fungdes

termodinamicas do sistema.



2.REVISAO BIBLIOGRAFICA

O MHS é o movimento oscilatério ocorrido quando a aceleragdo e a forga
resultante s&o proporcionais e opdem ao deslocamento. E um tipo de frequéncia do
movimento, onde oscila a massa. Num modelo fisico construido com molas, o
movimento harmonico simples é observavel em massas presas a uma mola ligada a um
suporte rigido, como uma parede. Se 0 sistema est4 na posi¢cao de repouso, diz-se
em equilibrio estatico. No entanto, se a massa € deslocada a partir da posi¢do de
equilibrio, uma reposicdo do mesmo vai ser exercida pela mola, chamada
de elasticidade, seguindo assim a Lei de Hooke.

Matematicamente, a forca resultante F é dada a partir de:

F = —;CX_, (1)
onde, F é uma forca elastica exercida por uma mola (no Sl: Newton N, k na Lei de
Hooke N-m™), e x que é o deslocamento a partir da posicdo de equilibrio (em m).
O MHS é regido pelo potencial:

V() = ska. (2)

A Equacéo de comportamento € dada pela seguinte equacéo diferencial:

d?x
dt?

+ wex =0.(3)
Com a resolugéo da equacéo diferencial teremos a equagéo horaria do MHS que
é dada por:
x(t) = Asen(wyt + @), (4)

A é a amplitude da oscilacéo e ¢ é a constante de fase.

O MHA tem os mesmos principios do MHS, contudo, ira aparecer uma parcela a
mais, essa parcela é a que representara uma forca de atrito externa que sera reduzida
no sistema. O potencial serd& 0 mesmo, mas, a equacdo de comportamento sera

adicionada a parcela e fica:
d*x

dx _
Z+2b—+ wo =0, (5)

Entretanto, agora o resultado tera trés casos especificos, para cada caso um

resultado:

| — Raizes Complexas - x(t) = Ae ?tcos(wyt + @) — Amortecimento Subcritico


http://pt.wikipedia.org/wiki/Lei_de_Hooke
http://pt.wikipedia.org/wiki/Sistema_Internacional_de_Unidades
http://pt.wikipedia.org/wiki/Newton_(unidade)

Il — Raizes Reais e Distintas - x(t) = Ae ?“cosh(wyt + @) — Amortecimento

Supercritico
lll — Raizes Reais e Iguais - x(t) = e~ “°f(A + Bt) — Amortecimento Critico

O MHF segue os padres do MHA, mas a resolucdo de sua equacdo de
comportamento € um pouco diferente, pois, como no caso anterior, sera adicionado uma

for¢a externa ao sistema, entretanto ela sera aplicada em termos de cosseno.

d?*x

d
=T Zbd—f + wo = Fcos(w4t) (6)

O resultado sera dado pela soma do resultado da equacdo homogénea (para
cada caso) com a solucédo particular.

X, = 7

p cos(wit — @) (7)
/(w%— w?)+4b*w,?

Para o PPH, serdo feitos os mesmos célculos que o do MHF, entretanto, a

mudancga esta na aplicagdo do potencial, que, no PPH, é adicionado uma parcela na
equacao (2), e essa parcela, sera a partir de entdo a denominacgéo do termo pseudo,
portanto, os resultado terdo apenas a diferente referente a essa parcela.

V(@) = skx?+ 22 (8)



3.METODOS UTILIZADOS

Uma revisdo do estudo do Movimento Harménico Simples se torna
imprescindivel para um bom desenvolvimento do projeto, como uma forma de consolidar
esses conhecimentos e aplicar as ideias do projeto sobre eles. E feito um estudo da
deducdo das equagfes horérias de movimento, célculo das velocidades, aceleracdes e
energias cinética e mecanica. Essa revisao € bem simples, porém muito importante para

0 inicio do projeto.

Fixados esses conhecimentos iniciais, o proximo passo é o estudo do artigo de
Vagner H. L. Bessa [1] que trata sobre o estudo do potencial pseudo-harménico.
Utilizando-se alguns de conceitos de Célculo Diferencial, Trigonometria e manipulacdes
algébricas, podemos reproduzir os mesmos resultados. Deve-se ser feito também o
estudo do ensemble candnico para ser aplicada as propriedades termodinamicas do
sistema tais como entropia e trabalho. Define-se as equacfes horarias, constroem-se

os gréficos da posigéo X, velocidade V e aceleracdo A em fung&o do tempo T.

Para ajudar no desenvolvimento deste projeto e na visualizacdo das ideias
centrais, é essencial a utilizacdo de programas computacionais para a criagdo do
algoritmo FORTRAN para obter os dados e a partir de entdo fazer os gréficos, tabelas

e além da criagdo de animagdes para serem utilizadas na apresentacao final.



4. RESULTADOS OBTIDOS

Para s deduzir as expressdes que regerdo o PPH, partiremos do potencial:

V() = Ska?+ 25 (8)

Usando a definicao:

_dv(x)
F= dx (9)

Temos que a for¢ca do potencial sera dada por:
F = kx — 5 (10)

O potencial minimo é obtido quando a 12 derivada é igual a zero, logo:

_ av(x)
0= 2% (11)

Com isso obtemos que: Vi, = Vak

Nos pontos de retorno a energia cinética € nula, pois, € onde o potencial € maximo, a

partir disso, temos que o ponto de retorno é:

2E ++/(2E)2-4k
Xe= |7 12

Partindo da equacéo de energia mecéanica, usando o conceito de velocidade na forma

diferencial, achamos uma equagéo para dt:

Para podermos simplificar a equagéo, podemos adicionar um termo subtraindo

0 mesmo termo. O termo é:

E? E?
e e (19

Fazendo a adicdo da equacéo (13) no denominador da expresséo (12) e

aplicando a integral, temos:

t _ (x |m dx
fto dt - fon: E;I;a_(xz_g)z (14)



Com isso, conseguimos achar um modo para resolver uma integral com o
intuito de achar o t. para resolver essa integral podemos usar o método da

substituicdo. Usando as seguintes substitui¢des:

B —ka x = LVEPTka 046

Obtemos a seguinte equacéo para X(t):

E
) = E+\/E2+ka 5 kt+ Xoz — E
x(O) = |2 . sen (2 |t +asen Ny
Com a equacéao de posicao, podemos aplicar as seguintes definicdes para

achar a velocidade e a aceleragéo:

dx dv
= = v, - = a®)

Os resultados numéricos foram obtidos com um algoritmo FORTRAN, onde foi
calculado as posicdes, velocidades, aceleragfes, energia potencial, energia cinética,
energia mecénica. A quantidade de valores obtidos foi reduzida para noventa medidas,

pois, com elas ja podem ser feitos os graficos.

Nos estudos das propriedades termodindmicas, conseguimos, através do

Vka

A s o~ ) - KpT —

ensemble candnico, achar uma funcéo de particdo para o PPH que é: Z = % +e KBT,
0

A partir disso, foi usado algumas definigbes termodindmicas para calcular a energia

interna (u), calor especifico (c) e entropia (s).

alnZ . — a_u_ .
—a—T—KbT+\/ka, C_aT_KB’

S =Kg[In(Z) + Bu] = Kz [ln (%) + 1]



As tabelas representadas estdo com os primeiros 20 valores obtidos, pois, os resultados

contam com mais de 100 valores.

X
1,1414
1,2937
1,4378
1,5709
1,6909

1,796
1,885
1,9566

2,01
2,0446
2,0599
2,0558
2,0323
1,9896
1,9284
1,8493
1,7533
1,6416
1,5159
1,3778
1,2299
1,0752

EP
0,0352
0,1356
0,2755
0,4364
0,6044
0,7679
0,9173
1,0448
1,1439
1,2098
1,2394
1,2314
1,1861
1,1056
0,9938
0,8561
0,6997

0,533
0,3665
0,2126
0,0869
0,0105

Tab. 1 — Tabela

posicao (x),
Energia

(EP),

EK E
1,2058 1,241
1,1054 1,241
0,9655 1,241
0,8046 1,241
0,6366 1,241
0,4731 1,241
0,3237 1,241
0,1962 1,241
0,0971 1,241
0,0312 1,241
0,0016 1,241
0,0096 1,241
0,0549 1,241
0,1354 1,241
0,2472 1,241
0,3849 1,241
0,5413 1,241

0,708 1,241
0,8745 1,241
1,0284 1,241
1,1541 1,241
1,2305 1,241

com valores da

Energia Potencial

Cinética (EK),

Energia Mecanica (E).

4.1 - TABELAS

-
0,5
0,6
0,7
0,8
0,9

1
11
1,2
13
1,4
15
16
1,7
18
1,9

2
2,1
2,2
2,3
2,4
2,5
2,6
2,7
2,8
2,9

3

Tab. 2 — Tabela com Valores do Tempo

A(X)
-0,8319
-1,1013
-1,3129

-1,484
-1,6234
-1,7357
-1,8231
-1,8869
-1,9276
-1,9455
-1,9407
-1,9131
-1,8627

-1,789
-1,6912
-1,5678
-1,4156
-1,2288
-0,9956
-0,6925
-0,2706

0,3751
14711
3,4296
6,4047
8,2656

(T), Aceleracdo

V(x)
1,4869
1,3896
1,2685
1,1284
0,9728
0,8046
0,6265
0,4408
0,2499

0,056
-0,1385
-0,3314
-0,5203
-0,7031
-0,8773
-1,0405
-1,1899
-1,3225
-1,4342
-1,5193
-1,5687
-1,5661
-1,4789
-1,2431
-0,7565

0,0035

(A()),

X
1,2937
1,4378
1,5709
1,6909

1,796
1,885
1,9566

2,01
2,0446
2,0599
2,0558
2,0323
1,9896
1,9284
1,8493
1,7533
1,6416
1,5159
1,3778
1,2299
1,0752
0,9179
0,7647

0,627
0,5245
0,4853

Velocidade

(V(x)), Espaco (X) e Momento (P).

P
1,4869
1,3896
1,2685
1,1284
0,9728
0,8046
0,6265
0,4408
0,2499

0,056

-0,1385

-0,3314

-0,5203

-0,7031

-0,8773

-1,0405

-1,1899

-1,3225

-1,4342

-1,5193

-1,5687

-1,5661

-1,4789

-1,2431

-0,7565
0,0035



4.2 - GRAFICOS

Por mais que todas as fungcdes do movimento em PPH seja em fungdo do seno ou

cosseno, ela ndo é totalmente periddica perfeita, assim, vemos o comportamento do

PPH, e fica dessa forma por conta do termo inverso quadratico.

Wod = = & < = 8 & o

t(s)

1(s)

Fig. 1 — Gréfico do espaco no PPH e ao lado no MHS.
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Fig. 2 — Gréfico da Velocidade no PPH e ao lado no MHS.
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Fig. 3 — Gréfico da Aceleragdo no PPH e ao lado no MHS.
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Fig. 4 — Grafico das Energias no PPH. Em azul a Energia Mecéanica, em preto a Energia

Potencial e em vermelho a Energia Cinética e ao lado no MHS.
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Fig. 5 — Gréafico do Momento do PPH e ao lado no MHS.



5. CONCLUSAO

Neste trabalho estudamos o movimento de uma particula classica de massa m

no potencial pseudo- harménico, V(x) = %kx2+ %% Ao resolvermos a equacao
diferencial de 1a ordem que surge da expressdo da energia mecanica da particula,
obtivemos uma expressao analitica para x(t). Observamos que neste potencial a
particula oscila com o dobro da frequéncia em comparacédo a que teria ao mover-se em
um potencial harmonico simples. Utilizando o método de Euler do ponto final para
solugdo de equacdes diferenciais, obtivemos o comportamento de x(t), v(t) e a(t) guando
a particula encontra-se inicialmente em um dos pontos de retorno na regido x > 0.
Interpretamos o movimento da particula a partir do espaco de fase (x(t) x p(t)). De-
terminamos a fun¢éo de particdo e algumas funcdes termodinamicas para este sistema.
Explicamos porque o calor especifico e a entropia independem da magnitude (a) do
potencial inverso quadratico. Fazendo uma comparacao entre os gréaficos do PPH e do
MHS, vemos que, no MHS, os graficos sdo perfeitamente simétricos, porque as
equacdes dependentes de seno e cosseno ndo tem fatores de amortecimento, e no
PPH, ja entra o fator de amortecimento que é o inverso quadratico, e, na prépria equacao

de espaco, os vemos também.

10
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