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Resumo

Reconhecimento e classi�cação de padrões são problemas importantes em uma variedade
de áreas cientí�cas, como biologia, psicologia, medicina, visão computacional e etc, mas este
problema não é tão trivial quando a distribuição de probabilidade do vetor de características
x é desconhecida e os componentes mesmo são correlacionados. Para o primeiro problema,
na literatura, um método adequado é o BPKDA (Bayesian Predictive Kernel Discriminant
Analysis) e neste projeto foi feito uma modi�cação nesse método para acomodar o segundo
problema, ou seja, uma possível correlação entre as componentes do vetor de características x.
Desta forma, apresentamos neste relatório �nal uma breve revisão bibliográ�ca do problema de
reconhecimento de padrões, o método BPKDA, nossa metodologia proposta para modi�cação
e no �nal uma análise sobre cada metódo obtido quando simulado em dados reais onde iremos
observar que a modi�cação no metódo BPKDA reage bem nas simulações e em alguns casos se
sai melhor que todos os metódos convencionais como veremos em uma aplicação do modelo em
um problema real de classi�cação de fumantes ou não fumantes.



Sumário

Introdução 5

Revisão Bibliográ�ca 6

Métodos Utilizados 8

Resultados e Discursão 10

Conclusão 14

Agradecimentos 15

Referências Bibliográ�cas 16

Cronograma 17

4



Introdução

Reconhecimento e classi�cação de padrões são problemas importantes em uma variedade
de áreas cientí�cas, como biologia, psicologia, medicina, visão computacional e etc. Um padrão
é representado por um vetor característica x = (xωi1, x

ω
i2, · · · , xωip) é uma analise discriminante

consiste em classi�car um determinado padrão xnovo dentre r classes ω1, · · · , ωr com base nas p
características x1, · · · , xp. Para resolver esse problema existem várias maneiras de se abordar,
por exemplo: rede neurais, métodos fuzzy e no nosso caso, métodos estatísticos. Do ponto
de vista estatístico, assume-se que o vetor de características possui uma função densidade de
probabilidade f típica de sua classe. Um vetor x pertencente a classe ωj é visto como uma
observação aleatória gerada de X de acordo com algum modelo probabilístico f condicionada
à classe. Este modelo é representado por fj(x) = f(x|ωj).

A partir da modelagem de X é construído um sistema de reconhecimento de padrão es-
tatístico operando em dois modos: treinamento ou aprendizagem do sistema; e classi�cação
ou teste do sistema baseado em alguma função dos dados, chamada de classi�cador. Ma-
tematicamente (Mclachlan,G.J, 2004), um classi�cador é uma função Φ : X → Ω tal que
Φ(x) = ωj ∈ Ω = {ω1, · · · , ωr}. Usando uma função discriminante φjpara classe ωj (por exem-
plo fj(x)), o classi�cador particiona o espaço Y de características em regiões de decisão e cada
região tem a mesma classe. Os métodos estatísticos usuais de classi�cação (Johnson Wichern,
1998; Anderson 2003) assumem que fj(x) é conhecida (ou parcialmente conhecida) o que pode
não ocorrer na prática. Então, outra maneira é estimar fj(x) de uma forma não-paramétrica
(Lima and Atuncar, 2011). Assim, Lima et al, (2013) desenvolveram o BPKDA para problemas
de classi�cação. Esse método é baseado na distribuição preditiva de um novo vetor de caracte-
rísticas xnovo dado um conjunto de amostras de treinamento xn = xi : i = 1, 2, . . . , n. Por �m
as densidades preditivas estimadas são usadas como função discriminante considerando que os
componentes do vetor x são independentes, o que nem sempre ocorre. Desta forma, propomos
neste projeto uma modi�cação no método BPKDA de forma a acomodar a possível correlação
entre os componentes do vetor de x quando estes não são independentes e principalmente suges-
tões onde podemos aplicar o metodo BPKDA modi�cado, pois como veremos nos resultados, o
erro do método proposto será melhor que o original quando as componentes do vetor x forem
correlacionadas.
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Revisão Bibliográ�ca

Em geral os problemas de reconhecimento de padrões são classi�cados em duas catego-
rias: Reconhecimento de Padrões Supervisionado(RPS) e Reconhecimento de Não Supervisi-
onados(RPNS). O conceito de supervisionado está relacionado com o fato de ser conhecida a
origem de um determinado objeto, com relação as classes envolvidas no problema abordado.
Neste projeto, foi trabalhado com o caso de reconhecimento de padrões supervisionado, pois o
foco é voltado para Análise de Descriminante, nossa busca é então por uma regra que funcione
como uma função discriminante para a alocação de indivíduos nas classes já existentes, e isso
recebe o nome de classi�cador. Em teoria, é possível encontrarmos uma regra ótima, mas isso
requer um conhecimento completo sobre a distribuição de probabilidade dos dados, o que na
nem sempre é impossível (McLachlan, 2004). Quando isso não é possível o problema pode
ser contornado ultilizando o método BPKDA que consiste em estimar a distribuição usando
estimativas de densidades não paramétrico com base em as amostras de treinamento e para
substituir estas estimativas para dar uma regra de preditiva discriminante não paramétrico.
Empregando bayesiana a estrutura dada, métodos estatísticos são combinados com densidade
convencional que é livre de modelo, no sentido de que não é necessária suposição sobre um
modelo estatístico subjacente para o vetor de características x.

Por exemplo, no caso do Reconhecimento de Voz, sabemos que a voz se comporta como uma
onda, portanto possui velocidade, período, frequência, e essa serie de fatores relevantes que vão
nos da o vetor de características como sendo x = (ω, τ, f, λ, θ, α, ..), onde as coordenadas do
vetor são velocidade, período, frequência, comprimento de onda e etc, portanto se tivermos um
banco de dados com as amostras de voz dos individuos, podemos, estabelecer limites, para dado
um xnovo , para decidimos a que classe ele pertence, que no caso seria, a que individuo a voz
pertence.
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Procedimento de Classi�cação via BPKDA O classi�cador, via BPKDA, é baseado na Má-
xima Densidade Preditiva construído da seguinte forma: alocamos um novo indivíduo xnovo em
uma classe ωj ∈ Ω se a classe ωj possui a maior Densidade Preditiva fj(x) para xnovo . Isto é,
vamos alocar xnovo em ωj, tal que:

ωj = sup
ω
fω(xnovo|xn) (1)

Para a construção de fω(xnovo|xn) , seja xn = {xi : i = 1, 2, . . . , n} vetores de características
de n indivíduos (ou objetos) proveniente de um modelo probabilístico desconhecido, e cada
xωi = (xωi1, · · · , xωip), i = 1, · · · , n. Supondo que cada xωi é proveniente de uma população ωj com
distribuição de probabilidade dada por fω(x|H), H ∈ H, onde eHω é uma matriz desconhecida.
Agora, dado uma no observação xnovo, cuja população a qual é desconhecida, podemos de�nir
sua densidade preditiva em termosdas informações xn obtida para cada classe ω como:

fω(xnovo|xn) =

∫
H

fω(xnovo|H)πω(H|xn)dH (2)

onde:
πω(H|xn)αfω(x|H)πω(H)

em que α é a proporcionalidade. Após algumas manipulações algébricas e suposições sobre πω,
e considerando a independência das componentes do vetor x (lima e souza,2013) mostraram
que:

fω(xnovo|xn) ' 1/k
k∑

i=1

p∏
l=1

t

(
xnovol |xkil,

√
(βl/αl)

)
(3)

Onde βl e αl são soluções de um sistema não linear em meio as manipulações algébricas.
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Métodos Utilizados

Neste projeto, como foi dito, o BPKDA foi modi�cado para acomodar uma possível correla-
ção entre os componentes do vetor de características x no processo de classi�cação. A diferença
básica é que no BPKDA original (Lima et al.,2013) o estimador não-paramétrico de densidades
é o kernel produto da distribuição unidimensional das componentes do vetor de características.
Enquanto que nós iremos utilizar o kernel conjunto para estas distribuições (Scott, 1992). Desta
forma, metodologicamente nossos objetivos foram alcançados da seguinte forma:

1. Inicialmente, foi modi�cado o BPKDA original utilizando as densidades preditivas apro-
ximadas via kernel conjunto o qual acomoda a correlação entre o vetor de características;

2. Essas novas densidades preditivas obtidas em 1) foram utilizadas como parte de um novo
classi�cador

3. As novas observações foram classi�cadas de acordo com o novo procedimento descrito em
2).

As novas densidades preditivas e o procedimento de classi�cação são descritos a seguir.

Estimação da Densidade Preditiva Bayesiana por Função Núcleo Mul-

tivariada Normal

Como foi citado anteriormente, nem sempre supor que as componentes são independentes, é
adequado, sendo assim vamos tentar generalizar, considerando a correlação, e para obtenção
de fω(xnovo|xn),dada em (2), usaremos o estimador núcleo geral (Scott,1992):

K(xnovo|x(k)
i , H) =

1

k

k∑
i=1

|H|−
1
2K(H−

1
2 (xnovo − x(k)

i ))

De modo que:

fω(xnovo|H) =
1

k

k∑
i=1

|H|−
1
2

1

(2π)
2
p

exp (−1

2
(xnovo − xki )′H−1(xnovo − xki ))
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Teorema 0.0.1 Seja πω(H|p,∆ij) =
∑k

i=1 ωijWIp(H|p,∆ij) uma mistura de densidades Wishart
Inversa (Anderson, 2003). Usando o critério da divergencia logaritima (Kullback-Leibler) te-
mos que a melhor aproximação para mistura πω(H|x(n)) é

WIp(H|d∗j), com ωij =
|∆ij |−

p
2∑m

i=1 |∆ij |−
p
2

onde Bj =
d∗j
p

(
∑k

i=1 ωij∆
−1
ij )−1 e d∗j é o valor de dj que satisfaz:

log |Bj| −
∑k

v=1 φ(
dj−v+1

2
) =

∑k
i=1 ωij log |∆ij| −

∑p
v=1 φ(v

2
)

e ∆ij = (ymj −xki )(ymj −xki )′em quex(n) é particinado em x(k), y(m) onde k+m = n E ainda p é o
numero de características,né o numero de amostras de treinamento,k e m são respectivamente o
numero de elementos na partição x(k)e, y(m) de x(n). De�nindo B∗ =

∑m
j=1 Bj e d∗ =

∑m
j=1 d

∗
j +

m−mp, e como a priori por hipótese fω(xnovo|H) tem distribuição normal e pelo teorema acima
identi�camos como o núcleo de uma distribuição WishartInversa e portanto temos que:

H|x(n) ∼ WIp(H|d∗,B*)

sendo isso, temos um resultado que garante quando temosX|Σ ∼ Np(µ,Σ) e Σ ∼ WIp(v,Ω) en-
tão X ∼ T1,p(v, 2, µ, 1,Ω), ou seja, quando temos duas distribuições, Normal e Wishart Inversa
multivariadas a priori, a posteriori terá distribuição t-Student multivariada após algumas ma-
nipulações algébricas nos parametros do núcleo das distribuições, teremos densidade preditiva
generalizada é,:

fω(xnovo|xn) ' 1

k

k∑
i=1

tp(x
novo|xi, B∗, d∗) (4)

A expressão (4) acima, diz xnovo|xn tem distribuição t-Student multivariada e acima de
tudo representa uma generalização da densidade preditiva dada em (3) para o caso que os
componentes do vetor de características x são correlacionados. Agora, para alocarmos um novo
indivíduo x(novo) em uma classe ωj ∈ Ω utilizamos a máxima densidade preditiva. Alguns
importantes manipulações algebricas foram omitidas para chegarmos nesse resultado, porém
poderam ser melhor observadas se o leitor acompanhar as referências.
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Resultados e Discursão

Assim como qualquer metódo ou algoritmo, temos algumas condições para o "bom funci-
onamento"dos resultados obtidos, obviamente a primeira condição é que n < ∞, que já está
subtendido, e como já reptimos exaustivamente, o metódo BPKDA é um classi�cador, digamos,
"recomendado"quando as componentes do vetor x são independentes, e o classi�cador obtido
em (4) permite componetes do vetor x sejam dependentes, o que veremos agora é que cada
formula é complementar da outra para um bom funcionamento num banco de dados qualquer,
em outras palavras, sabemos que o BPKDA1 erra mais que outros métodos quando o vetor x
tem coorelação nas componetes, e acerta mais quando as componetes do vetor x não possui
coorelação alguma, o que acontece exatamente o contrário com o classi�cador obtido em (4), e o
chamaremos de GBPKDA, ou seja, acerta mais quando o vetor x tem coorelação nas compone-
tes, e erra quando as componetes do vetor x não possui coorelação. Veremos agora 6 situações
e um exemplo de classi�cação para predição de grupos de fumantes e não fumantes prosposta
no artigo "análise discriminate via distribuições preditivas aproximadas por estimadores por
função núcleo (Souza, D.S,2013)"e em seguida, ao aplicar as modelos propostos, compararemos
os erros de cada modelos, para efeito de teste, também foi aplicado em alguns modelos como
BPKDA2, Análise Discriminante Linear (ADL), Análise Discriminante Quadrática (ADQ) e
Naive Bayes Normal (NNBDA), que são convencionais nessa linha de problemas que não cita-
dos no trabalho, mas são usados para os mesmos propósitos.

Os métodos foram avaliados com tamanhos de amostra 100 e 300 em 1000 réplicas inde-
pendentes do experimento, onde em cada réplica é obtida a taxa de erro de classi�cação e ao
�nal do experimento é tomado a média dessas taxas como estimativa da taxa de erro de cada
classi�cador. Além disso, os métodos GBPKDA, BPKDA 1 e BPKDA 2 têm dentro de seus
procedimentos internos uma Validação Cruzada "Q-fold", dessa forma nesse trabalho vamos
considerar 5, 7 e 9 partições internas dos dados.
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Figura 1: Estrutura 1 Figura 2: Estrutura 2 Figura 3: Estrutura 3

Figura 4: Estrutura 4 Figura 5: Estrutura 5 Figura 6: Estrutura 6

A seguir teremos uma tabela de erros associados a cada classi�cador quando testos nas
estruturas acima.
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Figura 7: Tabela 1: Média e desvio padrão das estimativa da taxa de erro de classi�cação.

Agora veremos outro exemplo onde todos os classi�cadores são mal sucedidos em um pro-
blema real na cidade de Honolulu - Havaí em 1969. Dos 7.683 indivíduos da população foram
selecionados 100 e pesquisados a glicemia(mg/dL), colesterol sérico(mg/dL) e pressão san-
guinea sistólica(mmHg),ou seja, um problema de 3 dimenções, e 37 desses indivíduos foram
classi�cados como fumantes e 63 como não fumantes. Pela Figura , podemos observar que
há sobreposiposição entre as classes, uma correlação positiva considerável entre as variáveis, e
também há presença de observações discrepantes. Tal estrutura de sobreposição pode implicar
em ambiguidade na classi�cação que causa grandes problemas paras os métodos de classi�ca-
ção, principalmente para aqueles que se baseiam na Aplicação em dados reais distância entre
as observações, que é o caso dos procedimento por função núcleo, mas também podem implicar
em di�culdade para os métodos clássicos, pois os centroides das classes estão muito próximos
como veremos a seguir
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Figura 8: Por pares de variáveis Figura 9: Em 3 dimensões

Figura 10: Grá�co Q-Q Normal das variáveis de Honolulu

Pela Figura 10 , observamos de modo independente que as variáveis provavelmente não
possuem normalidade. agora novamente veremos a tabela de erros associado a cada modelo
quando apliados no problema em questão: observa-se na tabela que quando aplicado cada

Figura 11: tabela de erros

classi�cador usado para classi�car o primeiro exemplo no exemplo em questão, vemos que
nosso GPKDA tem a menor taxa de erros para esse caso, com 34% de erro quando usado
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Q=9 particão interna dos dados, que obviamente não é um resultado satisfatório, entretanto os
outros classi�cadores conseguem ser ainda pior como por exemplo o NNBDA que teve 46% de
erro.
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Conclusão

Neste trabalho, apresentamos duas novas abordagens não paramétricas de Análise Discri-
minante baseadas em estimadores por funções núcleo adotando uma abordagem Bayesiana, a
Densidade Preditiva Bayesiana por Função Núcleo Multivariada Normal (GBPKDA), a Den-
sidade Preditiva Bayesiana por Produto de Funções Núcleo Normais (BPKDA 1). E como já
foi antecipado nos resultados, observa-se em alguns testes nas estrutura, cada classi�cador é
indicado para casos diferentes, ou seja, onde usa-se um, não se usa o outro, por razões obvias,
entretanto, de um modo geral, considerando todos os resultados obtidos nas simulações, o mé-
todo que mais se destacou foi o BPKDA 2 por sua versátilidade, pois obteve a menor taxa
média de erros, porém no segundo exemplo como vimos, os resultados foram ruim para todos
os métodos, a menor taxa de erro foi do nosso GBPKDA com pouco mais de 33% (um absurdo
quando queremos acertar na grande maioria das vezes). Uma maneira interessante de imple-
mentar algo que fosse melhor que qualquer algoritmo em especí�co é usar os três pacotes em
um só algoritmo fazendo if/else's para cada caso rodando classi�cadores diferente e esconhendo,
é claro, um dos quais apresentar o menor erro em cada caso, e �ca em aberto para algum novo
classi�cador melhorar o que não conseguimos acertar como no caso do exemplo dos fumantes
na cidade de Honolulu no Havaí, onde os centroides das classes estão muito próximos, e como
sabemos e foi dito nesse relatório, nosso modelo particiona o espaço em regiões de decisão que
tenham mesma classe, como vemos nesse último exemplo, há uma sobreposição dos limites de
decisão, isso se deve ao fato de que foram fornecidos poucos dados, e com isso podendo haver
interceções nas caracteristicas de fumantes ou não fumantes, como por exemplo o colesterol que
é alto em fumantes mas também nos não fumantes que tenha maus habitos alimentares assim
como a pressão sanguinea sistólica, e isso justi�ca o mau desenpenho de todos os métodos e
exalta o fato de mesmo com poucos dados nosso método ainda se sair melhor que os demais.
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Cronograma

Figura 12: Grá�co R é realizado e F é à �nalizar
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