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Capitulo 1

Introducao

Este trabalho envolve a investigacio de variagdes do problema classico de coloracao clas-
sica de vértices, mais especialmente coloracdes com restrigdes de distancia. O foco € a
chamada T-colorag@o e suas variacdes encontradas na literatura, bem como outros tipos

de coloragdes que também envolvem nog¢des de distancias.

1.1 Contexto

Este projeto de pesquisa € a continuacao do projeto que estudou grafos rotulados, gra-
fos graciosos e problemas de coloracao com restricdes nas arestas (PIB-E/0217/2014 -
Sobre Grafos Rotulados, Graciosos e Coloracdes), do Programa de Iniciacdo Cientifica
2014/2015, do CNPq e da UFAM, do qual a presente aluna foi bolsista.

No PIBIC anterior, estudou-se alguns casos especiais de rotulacdo de grafos. O foco
estava nos chamados grafos graciosos e em alguns problemas de coloracdo. Um grafo
gracioso € um grafo rotulado onde o médulo da diferenca entre os rétulos de dois vértices
adjacentes € igual a um rétulo tnico para cada aresta, de modo que as arestas recebem
uma sequéncia de inteiros como rétulos.

Além disso, o projetou focou-se na T-coloragcdo e uma aplicacdo desta, acrescentando
algumas restricoes nas arestas. Porém, o estudo estava mais concentrado na validacdo de
propriedades relativas a T-coloracdo e aos problemas com restri¢des nas arestas. Agora,
o objetivo &, além de estudar as propriedades matemdticas, propor novas caracterizacoes

e implementar algoritmos relacionados a estes problemas de coloragao.



1.2 Justificativa

Os problemas de coloracido em grafos sdo muito importantes para a Computagdo e Mate-
matica, pois a aparente simplicidade dos modelos utilizados e a robustez de representacio,
propriedades e restri¢des tornam-os ideais para o estudo de problemas cléssicos, além de
numerosas aplicagdes praticas.

Este projeto de pesquisa tem énfase nos problemas de colora¢do envolvendo restri-
coes sobre as arestas, o que limita as possibilidades de cores que podem ser atribuidas
aos vértices. Estes problemas possuem aplicacdes préaticas diretas e bem conhecidas, e
algumas outras mais inusitadas. Investigar estes problemas e suas aplicagdes € a principal
motivacao deste projeto.

Desta forma, o projeto contém diversos contetidos que enriquecerdo o conhecimento
da aluna nas areas de Teoria dos Grafos, Complexidade Computacional e Otimizagdo
Combinatéria, tornando-a mais preparada e apta para o posterior ingresso em atividades

de pesquisa mais robustas nestas areas.

1.3 Objetivos

Os principais objetivos do projeto sdo:

e Investigar a chamada T-coloracdo, relacionando-a com a coloragdo com restri¢des
de distancia. Estudar e validar propriedades e aplicacdes para a proposi¢do de al-

goritmos e contribui¢c@o para a literatura.
e Adaptar modelos e algoritmos existentes para o problema da T-coloragao.

e Estudar os problemas de coloracdo relacionados a alocacao de canais em redes mo-

veis sem fio e geometria de distancias.

e Validar propriedades na tentativa de se propor caracterizagdes para os problemas

em investigacao.

e Organizar e divulgar os resultados da pesquisa sob a forma de relatérios e artigos

cientificos.

e Compartilhar os resultados obtidos com a comunidade de algoritmos e combinat6-

ria em eventos nacionais € internacionais.



1.4 Metodologia de desenvolvimento do trabalho
A metodologia de desenvolvimento inclui os seguintes itens:

e Aquisicao de material, revisdo da literatura e realizacdo de disciplinas para adquirir

o ferramental tedrico necessario para o desenvolvimento do projeto de pesquisa.

e Participacdo de reunides periddicas com a orientadora e com o grupo de pesquisa

de Otimizacao, Algoritmos e Complexidade Computacional.

e Estudo dos problemas de T-coloragdo e coloragao com restri¢des de distancia, de tal
forma a contribuir com a teoria envolvida através da estruturacao, divulgacao, e na

tentativa de geracdo de novos conceitos, propriedades, caracterizacdes e algoritmos.

e Elaboracao de resumos do projeto de pesquisa com documentac¢do do embasamento
tedrico obtido e inclusdo dos resultados parciais gerados, para a elaboracdo dos

relatdrios parcial e final, bem como apresentagdes.

e Divulgacio da pesquisa através de semindrios, participacdo em eventos nacionais e

internacionais de relevancia, e, publicacdo em periédicos importantes para a area.

1.5 Cronograma

O cronograma de atividades encontra-se na Tabela 1.1, localizada na pagina seguinte, na

orientacdo horizontal para facilitar a visualizagdo.

1.6 Organizacao do restante deste relatorio
O trabalho esté organizado de acordo com a seguinte estrutura:

e 0 Capitulo 2 contém a revisao da literatura realizada para o trabalho, e apresenta os

problemas em estudo;
e 0 Capitulo 3 retne os resultados obtidos no projeto;

e o Capitulo 4 apresenta as consideragdes finais deste relatdrio.



Tabela 1.1: Cronograma de atividades do PIBIC de agosto de 2015 a julho de 2016. Em cinza estdo destacadas as atividades realizadas.

N° Descrigao Ago | Set | Out | Nov | Dez | Jan | Fev | Mar | Abr | Mai | Jun | Jul
1 Levantamento de material, revisdo da literatura. X X X X X X X
2 Reunides periddicas com o orientador e o grupo de pesquisa X X X X X X X X X X X X
3 Realizacdo de disciplinas optativas relacionadas X X X X X X X X X X X
4 Elaboragdo da Apresentacdo da proposta do projeto de pesquisa e revisdo da literatura X X X X
5 Desenvolvimento da pesquisa (caracterizagdes, provas, andlise complexidade, elaboragdo de | X X X X X X X X X X

algoritmos)
6 Elaboragdo do Resumo e Relatério Parcial X X X
7 Elaborag@o do Resumo e Relatério Final (atividade obrigatdria) X X X X
8 Preparacdo da Apresentacdo Final para o Congresso (atividade obrigatdria) X X
9 Divulgag@o dos resultados (participagdo em eventos e publicacdo em revistas cientificas) X X X




Capitulo 2

Revisao da Literatura

O classico problema de coloracdo em grafos torna-se mais interessante quando sao apli-
cadas novas restricdes. Este capitulo aborda problemas onde as arestas do grafo recebem
rétulos de acordo com o problema especifico. Isto pode ocorrer de duas formas: o grafo
de entrada para o problema pode ter todas as suas caracteristicas conhecidas (ou seja, pode
ter pesos pré-definidos em suas arestas) ou ndo. No primeiro caso, deseja-se verificar se,
dado um grafo com pesos em suas arestas, ele pode receber uma coloragdo especifica.
Os problemas apresentados aqui que se encaixam neste caso sdo a T-coloracdo e o Pro-
blema de Colorag¢do com Distancias. No segundo, o interesse estd em conferir se hd uma
maneira de colorir os vértices de modo que as arestas adquiram uma certa propriedade
ou caracteristica, como na coloragdo L(2,1) e em problemas de rotulacio como a graci-
osa, apresentados neste relatério. Antes de citar as coloragdes propriamente ditas, serad
abordado rapidamente o problema de alocag¢do de canais, que é uma das aplicacOes das

coloragdes que serdo tratadas.

2.1 Problema de alocacao de canais

O problema de aloca¢do de canais preocupa-se em gerenciar o uso do espectro magnético
de redes mdveis. Esta € uma questdao importante, pois problemas como interferéncias na
rede sdo responsdveis pela falta de qualidade dos servicos de telefonia movel celular. En-
contrar a melhor ocupacdo possivel do espectro magnético é uma das formas de resolver
esse problema [9]].

Este problema tem grande relevancia no contexto atual, pois tornam-se cada vez mais



comuns o uso de dispositivos que utilizam redes de servicos de conexdo sem fio, como
tablets e telefones celulares. Neste contexto, uma importante questdo € otimizar o ser-
vico, minimizando a interferéncia de sinais e maximizando o aproveitamento do espectro
magnético, o que melhora a qualidade do servico de telefonia mével.

De modo simplificado, o problema pode ser definido da seguinte maneira: existem n
transmissores (ou antenas) e algumas delas podem interferir entre si. Para cada chamada
que esta antena pode receber, € necessdria a alocagdo de um canal. Denota-se um canal
atribuido a uma antena i por f(i). A primeira condi¢@o é: para cada par de antenas (i, j)
que podem interferir entre si, existe um valor d;; correspondente a distincia de separagdo
para o qual |f(i) — f(j)| > dij. A segunda condigdo é: as estagdes ndo podem assumir
qualquer canal dentre os disponiveis: para cada antena i, existe um conjunto denominado
dominio de frequéncia que contém os possiveis canais de i. O conjunto de todos os canais
disponiveis para a rede € a unido de todos os dominios de frequéncia e se denota por F.
Isto serve para minimizar interferéncias ao utilizar melhor o espectro.

Por fim, dadas esta configuracgao e restri¢cdes, deseja-se minimizar o maior canal usado
dentre todos os canais usados pelas chamadas, o que caracteriza este problema como min-
max (minimizar o maior canal, maximizar o uso do espectro). Deste modo, o problema de
alocacdo de canais tornou-se muito estudado, o que resultou em alguns modelos tedricos

na area de Teoria dos Grafos.

2.2 T-coloracao

A T-colora¢ao é um modelo de colora¢do proposto para o problema de alocacdo de ca-
nais. Este modelo foi proposto por William K. Hale em 1980, em seu artigo Frequency
assignment: Theory and applications [18]]. A seguir, sdo apresentados a defini¢do da

T-coloracao, propriedades e algoritmos relacionados.

2.2.1 Definicao de T-coloracao
A T-coloracdo pode ser definida da seguinte forma:

Definicao 1. Seja T um conjunto de inteiros ndo-negativos (assumindo que T contém 0),
denominado conjunto proibido. Entdo uma T-coloracdo de um grafo simples G é uma

funcdo f(v): V(G) — N. Essa funcdo atribui um inteiro positivo para cada vértice de G,

6



de modo que se uv é uma aresta de G, entdo |f(u) — f(v)| ¢ T. Se T = {0}, entdo tém-se

apenas a coloracdo cldssica de vértices [28].

A Figura[2.T|representa um grafo colorido de acordo com uma T-coloragéo.

T={1,2}

Figura 2.1: Grafo colorido de acordo com as restri¢des da T-coloracdo. Os nimeros
proximos aos vértices representam a cor daquele vértice.

Simplificando o problema de alocacdo de canais e trazendo-o para a Teoria dos Grafos,
podemos obter um grafo simples G = (V,E), onde os vértices representam os transmis-
sores e, para cada par que interfere, hd uma aresta. Além disso, hd um conjunto 7' de
distancias que ndo podem ocorrer entre as estagdes que interferem [24], o que remete ao
conjunto de canais que sdo permitidos na rede. Porém, o conjunto 7 representa o in-
verso: os canais que nao sao permitidos, o que diminui o tamanho do conjunto. Com essa

restricdo em mente, pode-se chegar a seguinte defini¢cao:

{x,y} €E(G) = [f(x) = f) T

Assim, podemos notar que o problema de alocacdo de canais, em uma forma mais

simples, pode ser modelado como uma T-coloracao.

2.2.2 Caracteristicas da T-coloracao

O problema da T-coloracao difere da coloragao classica de vértices em dois detalhes [21]]:

e acondi¢do a que os vértices adjacentes estdo submetidos € diferente — na coloracao

classica, vértices adjacentes devem ter cores diferentes; na T-coloracdo, a distan-



cia entre as cores (nimeros inteiros) atribuidas aos vértices nao pode pertencer ao

conjunto T;

e o critério de otimizacdo € diferente — na coloracdo cléssica, o interesse estd em mi-
nimizar o ndmero de cores atribuidas; na T-coloracdo, busca-se minimizar o nimero

de cores ou o span.

Algumas defini¢des sdo importantes para entender as propriedades da T-coloragdo,

como o T-ndmero cromético e os chamados spans, definidos a seguir [6].

Definicio 2. Seja G um grafo e T um conjunto de distdncias proibidas. O niimero X1(G)

é o menor niimero de cores utilizada em uma T-coloragdo de G.

Definicdo 3. Para uma T-colorag¢do c¢ de um grafo G, o c-span sp(c) é o maior valor de

lc(u) — c(v)| sobre todos os pares u,v de vértices de G.

Definicao 4. Dado um grafo G, o T-span spr(G) é o menor valor de c-span sobre todas

as possiveis T-coloracoes c de G.

E importante destacar que, quando se fala de span, é relativo a alguma coloragio
c¢; e quando se fala em 7-span, relativo a todas as T-coloracdes que um dado grafo G
pode receber. Essas defini¢des sdo usadas como critérios de otimizacao na T-coloragao.
Assume-se que uma T-coloracdo ¢ de G é dtima se e somente se o span € minimo, isto
é, spr(c) = spr(G). Dentre as infinitas T-colora¢des que um grafo G pode receber, pelo

menos uma delas € 6tima [24].

2.2.3 Complexidade computacional

A complexidade computacional abordada nesta secdo tratard sobre os conceitos basicos
que ja foram apresentados. Em relagcdo ao 7-span, o problema de computa-lo é NP-dificil
mesmo em casos onde o conjunto proibido T € definido como fixo.

Outros casos onde o problema para computar o T-span é NP-dificil mesmo para grafos
de estrutura simples, como os grafos r-regulares (para todo r < 3), sub-ctbicos e grafos
completos.

Por outro lado, este problema € polinomial para algumas classes restritas, entre elas:

grafos bipartidos, ciclos, cactos e grafos com um nimero limitado de ciclos.



2.3 Coloracao L(2,1)

Uma abordagem diferente do problema de alocag@o de canais considera que, em termos

préticos, faz sentido definir dois niveis de interferéncia:

1. duas antenas “muito préximas” podem sofrer interferéncias mais intensas. Assim,

elas devem receber canais que difiram em pelo menos 2 unidades;

2. duas antenas “proximas” devem receber canais diferentes.

Esta € a caracterizagdo utilizada na coloragdo L(2,1) ou rotulagcdo L(2,1). Este modelo
foi proposto em 1992 por Griggs e Yeh no artigo Labeling graphs with a condition at
distance two [[16]]. A seguir, estdo a definicdo do modelo L.(2,1), propriedades e algoritmos

relacionados.

2.3.1 Definicao de coloracao L(2,1)

A coloragdo L(2,1) pode ser definida formalmente da seguinte forma [26]:

Definicao 5. Uma coloracdo L(2,1) ou rotulacdo L(2,1) de um grafo G é uma funcdo
f tal que f(v): V(G) — N. Essa fungdo atribui um rétulo de 0 a A para cada vértice

respeitando as seguintes condi¢oes para cada par de vértices xy:

e se x ey sdo adjacentes, entdo |f(x) — f(y)| >2;

o sed(x,y) =2, entdo |f(x) — F(¥)| = I;

onde d(x,y) denota a distancia entre x e y em G. O objetivo é minimizar A, o maior

valor atribuido como rétulo.

A Figura[2.2] apresenta dois exemplos de grafos coloridos com estas restrigdes.



Figura 2.2: Grafos coloridos de acordo com as restri¢cdes da coloragao L(2,1). Os nimeros
proximos aos vértices representam a cor que rotula aquele vértice.

2.3.2 Caracteristicas da coloracao L(2,1)

Como citado anteriormente, o objetivo do problema concentra-se em minimizar 0 maior
valor utilizado como rétulo. Este valor, denotado por A, é também chamado de span
minimo de uma colorag¢do L(2,1). Deste modo, varios estudos foram feitos acerca deste
valor A, culminando em algumas propriedades.

Tal como na coloragdo cldssica, onde o nimero cromdtico ), de um grafo pode ser no
maximo igual ao grau maximo A do mesmo, buscou-se relacionar o nimero A ao grau
maximo A, para também delimitar um limite superior. Assim, Griggs e Yeh provaram o

seguinte [16]:
Teorema 1. Dado um grafo G de grau mdximo A e n vértices, A < n+A—2.

Além disso, os autores deixaram uma conjectura em aberto, também tratando do limite

superior para A. Ela é enunciada a seguir:
Conjectura 1. A < A?, para todo grafo com A > 2.

Foi provada que esta conjectura ¢ vélida para algumas classes especificas de grafos,
como grafos cordais e grafos planares. Porém, ela ainda permanece em aberto para classes

gerais de grafos [4]].

2.3.3 Complexidade computacional

Falando sobre a complexidade do problema de calcular o span minimo da coloracio
L(2,1), Griggs e Yeh provaram que este problema é NP-dificil. A partir dai, foram obtidos

resultados mais especificos em relacao a complexidade.
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O problema permanece NP-completo mesmo ao restringir as classes de grafos para
grafos bipartidos, split, cordais e fracamente cordais [4], além de grafos d-regulares e
grafos planares. Mudando a abordagem, seja um problema onde o objetivo é descobrir
se, para um nimero k, é possivel obter A de modo que A < k. Fiala et al. provaram que
este problema é NP-completo para todo k > 4 [20], enquanto Bodlaender et al. provaram
que o problema € NP-dificil para grafos planares com k = 8 [17]. Porém, para4 < k <7,
a complexidade permanece em aberto.

No caso onde o niimero k é dado como entrada, atribuir uma coloracio L(2,1) € poli-
nomial para arvores [3l], hipercubos, cografos e grids regulares. Ainda assim, o problema

permanece NP-completo para grafos série-paralelos.

2.4 Problema de Coloracao com Distancias

O problema de coloracdo com distancias ou distance coloring ¢ um modelo de coloracao
que estd sendo proposto e estudado pela orientadora desta iniciac@o cientifica, Rosiane
de Freitas, e o doutorando Bruno Raphael Dias. Ele €, na verdade, um problema de
colora¢@o baseado no conceito de geometria de distancias. Nesse problema, € fornecido
um grafo ndo direcionado G = (V,E,d), onde d: E — R™, e deve-se encontrar a proje¢io
x: V — R3 tal que ||x(i) — x(j)|| = di; para toda aresta (i, j) € E.

Assim, pode-se considerar as cores que serdo atribuidas aos vértices como sendo pon-
tos na reta que serdo posicionados nos vértices do grafo. Esta abstracdo também funciona
perfeitamente como uma adaptacdo do problema de alocacdo de canais, semelhante a T-

coloragdo. A seguir, sdo apresentadas definicao do problema, propriedades e algoritmos.

2.4.1 Definicao do problema de coloracio com distancias

O problema possui trés variacdes, as quais estdo detalhadas a seguir [8]]:

Definicao 6 (Problema de Coloracao em Geometria de Distincias Iguais - ECDGP).
Dado um grafo ndo direcionado G = (V,E,d), onde d: E — 7%, deve-se encontrar uma
proje¢do x: V. — R, tal que |x(i) —x(j)| = d;j, para cada (i,j) € E. A extensdo da

projecdo é dada por maxicyx(i). O objetivo é encontrar a projecdo de menor extensdo.

Definicao 7 (Problema de Coloracao em Geometria de Distancias Minimas - MCDGP).

Dado um grafo ndo direcionado G = (V,E,d), onde d: E — 7%, deve-se encontrar uma
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Figura 2.3: Exemplos de grafos coloridos segundo o distance coloring, variagdo ECDGP,
ou seja, com restri¢cdes de distancias iguais.

projecdo x: V — R tal que, para cada (i, j) € E,

x(i) —x(j)| > dij. O objetivo é encontrar

a projecdo de menor extensdo.

Definicao 8 (Problema de Coloracao em Geometria de Distancias Mistas - MxCDGP).
Dado um grafo ndo direcionado G = (V,E,d, f), onded: E —Ne f: E — {0,1}, deve-
se encontrar uma projecdo x: V. — N tal que, para cada (i, ]) € E se, e somente se,
f(i,j) =0, entdo |x(i) —x(j)| > dij, e se, e somente se, f(i,]) =1, entdo |x(i) —x(j)| =

d;j, onde a extensdo de x deve ser a menor possivel.

A Figura apresenta exemplos de grafos coloridos segunda as restricdes deste pro-

blema.

2.4.2 Caracteristicas do problema de coloracao com distancias

Como caracteristicas principais, t€ém-se dois resultados que auxiliam a determinar a fac-
tibilidade do problema. Estas propriedades sdo relativas a variacdes especificas do pro-
blema: no primeiro teorema, considera-se o caso ECDGP, onde todas as distancias sdo
iguais a uma constante qualquer. Ja no segundo, trata-se do ECDGP com distancias quais-

quer.
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Teorema 2. Um grafo G admite solugcdo para o problema de ECDGP-Constante, ou seja,
quando as distancias entre os vértices sdo sempre iguais a uma constante, se e somente

se G é um grafo bipartido.

Teorema 3. Seja G = (V,E,d) uma drvore, onde (i, j) € E, d;j é um inteiro positivo

arbitrdrio. Entdo G sempre admite solu¢do para ECDGP.

Assim, € determinado que o problema possui uma solug¢do para qualquer grafo bi-
partido no problema ECDGP-Constante. Além disso, qualquer drvore pode receber uma
coloracdo factivel no caso do ECDGP. Porém, a factibilidade ainda estd em aberto para as
outras classes de grafos.

Ha também uma relacdo interessante com grafos graciosos descrita no Teorema (4 a

seguir.

Teorema 4. Se um grafo G é gracioso, entdo sempre admite pelo menos uma solug¢do

para a coloracdo com distdancias iguais.

Demonstragdo. Seja G um grafo gracioso. Isto significa que cada vértice v pode receber
orétulo f(v) e cada aresta uv € E(G) recebe o rétulo | f(u) — f(v)|, resultando deste modo
em uma sequéncia de 1 a |E| nas arestas. Fazendo o rétulo de cada aresta uv tornar-se
uma restri¢ao de igualdade (= d,,,), € possivel verificar que em cada aresta uv a condi¢ao
|f(u) — f(v)| = d,y € respeitada pelos rétulos originais dos vértices. Deste modo, um
grafo gracioso sempre admite pelo menos uma solug@o para a coloragdo com distancias

iguais. A Figura[2.4 exemplifica este teorema. O

(a) Fonte: préprio autor  (b)

Figura 2.4: Exemplo da validade do Teorema Em (a), um grafo rotulado graciosamente.
Em (b), a rotulagdo graciosa foi transformada em uma instancia do problema de coloracao
com distancias iguais. Nota-se que os rétulos dos vértices em (a) compdem a solucio para
o problema em (b).
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2.5 Grafos Graciosos

Problemas que também envolvem atribui¢io de valores, geralmente nimeros inteiros, aos
vértices e/ou arestas de um grafo sdo os problemas de rotulacdo. A prépria coloracio de
vértices (ou arestas, ou ambos) € um tipo especial de rotulagio, onde os valores atribuidos
sdo interpretados como cores.

Alguns problemas de rotulagdo também envolvem no¢des de distancia, como € o caso
da chamada rotulacdo graciosa [12]. Nesta rotulacdo, as arestas devem receber uma
sequéncia de nimeros naturais como roétulos [29]. Grafos que podem adquirir esta carac-
teristica sdo chamados grafos graciosos. O artigo de Rosa sobre grafos graciosos [25] é

considerado um marco na introducio do conceito de grafos rotulados.

2.5.1 Definicao de rotulacao graciosa

Seja G um grafo com n vértices e m arestas. Uma rotulacdo graciosa € um mapeamento
f:V(G) —{0,1,2,...,m} de modo que | f(x) — f(y)| € um rétulo tGnico para cada aresta
xy € E(G), onde V(G) é o conjunto de vértices e E(G) é o conjunto de arestas. Dessa
forma, o conjunto E(G) = {1,2,...,m} [3]. A Figura [2.5traz dois exemplos de grafos

graciosos.

Figura 2.5: Exemplos de grafos graciosos. Para cada um deles, nota-se que os réotulos das
arestas formam uma sequéncia crescente, e para cada aresta xy, o rétulo da mesma € igual
a|f(x)—f(y)|, sendo f um valor atribuido aos vértices.

2.5.2 Caracteristicas da rotulacao graciosa

Os grafos graciosos despertam muito interesse na literatura, em grande parte devido a

Conjectura[2] a seguir.

Conjectura 2. Toda drvore é um grafo gracioso.
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Esta conjectura foi proposta por Anton Kotzig e Gerhard Ringel e citada por Rosa em
seu artigo original [25)]. Embora seja simples, ela permanece em aberto: sua validade s6
foi provada, através de computador, para drvores de até 35 vértices [11].

Além disso, outros estudos mostraram que algumas classes de grafos sempre podem
receber uma rotulacio graciosa, por exemplo: grafos lagarta, os grafos completos K3, K3 e
K4, os bipartidos completos e os caminhos [[15]]. A Figura[2.6/contém exemplos de classes

de grafos que sdo graciosos.

a1l

Caminhos
CIC|OS C,comn mod 4
=0ou3
0 1
1
Ky

Fonte: préprio autor

Figura 2.6: Algumas classes de grafos graciosos. Os nimeros em negrito sao rétulos dos
vértices. Os demais s@o rétulos das arestas.

A seguir, serdo apresentados trés teoremas que provam a validade da rotulag¢do graci-
osa para as classes de grafo caminho, grafo estrela e grafo bipartido completo. Apesar de
simples, estas provas sdo muito interessantes e auxiliam inclusive a elaborar algoritmos

para rotulacio graciosa de classes especificas.
Teorema 5. Todo grafo caminho é um grafo gracioso [29].

Demonstracdo. Dado um grafo caminho, o nimero de arestas m =n— 1, onde n é o
numero de vértices. O grafo pode sempre receber uma rotulagdo graciosa como descrita
a seguir.

Inicia-se pelo vértice em uma das extremidades. Ele é rotulado com o inteiro 0. O
vértice adjacente a ele recebe n — 1 como rétulo. O préximo adjacente ndo rotulado
recebe 1, o proximo n — 2 e segue desta forma, alternando entre vértices que recebem
rétulos incrementados de 1 e os que recebem rétulos decrementados de 1.

Considerando dois casos: n par e n fmpar. Em ambos, k = |7]. Para o caso par, os

rétulos das arestas, comegando pela aresta mais a esquerda, sdo: |(n—1) —0|,|(n—1) —
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I,|(n=2)—1],...,|(n—k)—(k—1)|=n—1,n—2,n—3,...,1. Similarmente, no caso
impar, os valores das arestas, comecando a esquerda, sion—1,n—2,n—3,...,1. Todos

os valores entre 1 e m sdo usados, como exemplificado na Figura[2.7] Logo, esta rotulagio

¢ graciosa. Portanto, grafos caminhos sdo graciosos. 0
o 3 N
2N X
O O O O o 4 0 4 1 3
3 O, 8 —0—0—0 O, 0., 0,00
0 3 a1 o - -
050,60 0 a Y4 0 4 ‘17 Y3 %2
e o—0 O—0—0—0—0
050,00
(a)n = 4 (byn=75 Fonte: proprio autor

Figura 2.7: Exemplos de rotulacdo graciosa para grafos caminhos, como definido na prova
do Teorema [5| Em (a) n é par e em (b), n é impar. A rotulagdo obtida ¢ graciosa para
ambos.

Teorema 6. Grafos estrela sdo graciosos.

Demonstragdo. E trivial verificar que um grafo estrela é sempre gracioso. Basta atribuir
o rétulo 0 para o vértice central e os nimeros de 1 a m para os demais vértices, sem
repeticdo. Assim, as arestas recebem o mesmo rétulo dos vértices das pontas da estrela,

respeitando a rotulac@o graciosa. [
Teorema 7. Grafos bipartidos completos sdo graciosos [2)].

Demonstrag¢do. Dado um grafo bipartido completo K, ;. Considerando os conjuntos A
e B, contendo a e b vértices, respectivamente. Os vértices do conjunto A sdo rotulados
com0,1,2,...,a— 1. Ja os do conjunto B recebem os nimeros a, 24, ... ,ba como rétulos.
Deste modo, todo inteiro de 1 até ab possui uma tnica representacao: a diferenca absoluta

entre o rétulo de um vértice em A e um vértice em B, como exemplificado na Figura

2.8l O

2.5.3 Aplicacoes de grafos graciosos

Os grafos graciosos possuem algumas aplicagdes praticas interessantes. Uma delas €

modelagem de redes sem fio de telecomunicagoes [23]]. Considerando que uma rede possui

16



Figura 2.8: Exemplo da rotulag@o descrita no Teorema [/ Em (a), os vértices recebem
a rotulacdo. Em (b) e (c), observam-se os rétulos das arestas incidentes a cada vértice
superior. Em (d), vé-se que cada inteiro de 1 a m possui representacao unica.

n+ 1 centrais, estas podem ser consideradas vértices. Entre elas, ha conexdes, que podem
ser vistas como arestas. Se cada central for rotulada com um inteiro entre 0 e n, as
conexdes sdo rotuladas com a diferenca entre os rétulos das centrais conectadas. Deste
modo, cada conexdo adquire um rétulo distinto, exatamente como em um grafo gracioso.
Isto permite, por exemplo, a execu¢do de um algoritmo simples quando uma conexao é
perdida. Como cada aresta € rotulada com a diferenca entre os rétulos de duas centrais, é
facil detectar quais sdo as afetadas e corrigir o problema.

Outra aplicacdo envolvendo grafos graciosos sdo as chamadas réguas de Golomb [2].
Para tanto, s@o usados grafos graciosos e variacdes, como os chamados semi graciosos e
quase graciosos, em que menos restricoes sao aplicadas.

Em um grafo rotulado graciosamente (ou de acordo com uma variagao), os rétulos dos
vértices sao assinalados em uma régua, como uma marca. Os rétulos das arestas sdo as
distancias entre as marcas correspondentes. O objetivo é ndo haver uma mesma distancia
entre duas marcas quaisquer, como mostra o exemplo da Figura[2.9] Estas réguas sdo tteis
para criacdo de cddigos auto-ortogonais (usados em lasers leitores de discos), reduzir

ambiguidade em cristalografia de raios-X e outros usos em teoria da codificacao.

6 Fonte: proprio autor

Figura 2.9: Exemplo de uma régua de Golomb e o grafo gracioso correspondente a ela.
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Capitulo 3

Resultados obtidos

Os resultados do projeto, além da j& apresentada revisdo da literatura, incluem o estudo e
implementagdo de algoritmos polinomiais relacionados aos problemas, além de outros
utilizando heuristica gulosa. Além disso, obteve-se o detalhamento da prova de NP-
completude para o problema de coloracdo com distancias. A seguir, estes resultados sao

apresentados.

3.1 Algoritmos heuristicos

3.1.1 T-coloracao

O problema de encontrar uma T-coloragdo 6tima para todo grafo é NP-dificil, ou seja, ndo
pode ser resolvido em tempo polinomial. Por outro lado, em casos onde se deseja encon-
trar uma T-coloragdo préxima a 6tima, podem ser utilizados alguns algoritmos aproxima-
tivos, como os descritos a seguir [21]]. Estes algoritmos foram obtidos da literatura, para
posterior implementacao.

Antes de apresenta-los, alguns conceitos serdo introduzidos. O primeiro deles € o mé-
todo heuristico. Como os problemas de coloracdo de grafos em geral sdo de alta complexi-
dade computacional, € necessdrio buscar alternativas para determinar solugdes sub-6timas
em tempo polinomial. Estas alternativas sdo métodos heuristicos, que sao diferenciados
de acordo com o critério ou abordagem escolhida para determinar uma solugdo.

A heuristica utilizada nos algoritmos que serdo apresentados chama-se gulosa ou gre-
edy (em inglés). Nela, a iterac@o ocorre buscando atribuir sempre o menor valor possivel.

E a mesma abordagem utilizada no problema do caminho minimo, por exemplo.
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Dado um grafo G e uma sequéncia de vértices K = (v, vy, ...,v,), serd usado o termo
coloragdo gulosa para descrever o seguinte procedimento de atribui¢do de cores, descrito

no Algoritmo [T}
Algoritmo 1: Coloracdo_Gulosa(G, K)

inicio
para v < v até v, faca
| atribua a menor cor possivel para v;

fim para

fim

Este algoritmo € util nos algoritmos aproximativos que serdo apresentados adiante.
Todos eles seguem um modelo de coloragao chamado coloragdo sequencial. Neste mo-
delo, o primeiro passo € definir qual serd a sequéncia K de vértices para coloracdo. Uma
vez determinada, o algoritmo Coloragdo_Gulosa(G, K) recebe como parametros o grafo
G e a sequéncia K. A seguir, estdo os trés algoritmos aproximativos para o caso da T-

coloracao.

o T-LF (largest first): para escolher a ordem em que os vértices serdo coloridos,
este algoritmo os ordena de acordo com o grau de cada um. Os vértices de maior
grau serdo coloridos primeiro e assim por diante. Ou seja, ele ordena a sequéncia

de modo decrescente e de acordo com o grau dos vértices.

Este algoritmo € uma adaptacdo do método LF (largest first), proposto original-
mente por Welsh and Powell [[10] para a coloracao cléssica de vértices. O método é
baseado no fato de que vértices com menor grau geralmente permitem uma escolha

mais flexivel de cores.

O algoritmo funciona do seguinte modo: primeiramente, os vértices sao ordenados
de acordo com o grau e de forma decrescente, obtendo uma sequéncia vy, v, V3, ..., V.
O vértice vy recebe a primeira cor. Nos passos a seguir, o algoritmo seleciona o vér-
tice de maior grau que ainda nao foi colorido, digamos v;, e atribui a menor cor
possivel a ele de modo que a propriedade da T-coloragao seja valida. Isto acontece
segundo uma estratégia gulosa. Este processo se repete até que o vértice v, receba

uma cor. A complexidade computacional deste algoritmo é O(n?|T|). O Algoritmo
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2] descreve o procedimento.

Algoritmo 2: Coloracdo_T-LF(G)

inicio
K < vértices de G em ordem decrescente de grau;
Coloracao_Gulosa(G, K);

fim

A precisdo da coloragdo criada através deste algoritmo € influenciada pela estrutura
do grafo de entrada e pelo conjunto proibido T. Nao existe conjunto T tal que,
para qualquer grafo de entrada, a coloracdo obtida com T-LF € 6tima. Apenas uma
classe de grafos pode ser colorida de modo 6timo com este algoritmo para quaisquer

conjuntos T: grafos onde as componentes conexas sdo estrelas.

e T-SL (smallest last): nesta estratégia, os vértices sdo colocados em uma sequéncia
v1,V2,...,v, de modo que, para cada 7, o grau de v; € o menor no subgrafo G|y, v, ..,
Esta sequéncia serve para determinar a ordem em que os vértices receberdo suas
cores. Apds, a coloragdo acontece de modo guloso, muito semelhante ao T-LF. A

complexidade computacional de T-SL também é de O(n?|T).

O método T-SL € baseado no original (para coloracao cléssica) proposto por Matula
et al. [22] chamado SL (smallest last). O principio € o mesmo que o método LF:
vértices com menos vizinhos devem ser coloridos o mais tarde possivel. A diferenca
estd na construcdo da sequéncia, que utiliza um pouco mais de refinamento. A

seguir, 0 Algoritmo [3|representa este processo.

Algoritmo 3: Coloraciao_T-SL(G)

inicio
K+ 0;

enquanto V\K # 0 faca
v < vértice de menor grau no subgrafo gerado por V\K;

K+ K+{v};
fim enquanto

Coloracio_Gulosa(G,K); /*K denota a inversdo na ordem da

sequéncia K.*/

fim

Outra semelhanca entre este algoritmo e o T-LF € o fato de ambos nio conseguirem

encontrar a T-coloracdo 6tima para todo grafo de entrada, com qualquer conjunto T.
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Mas também ha uma classe que € colorida de forma 6tima nesta estratégia: grafos

onde as componentes conexas sao arvores, ou seja, uma floresta.

T-DSATUR (degree of saturation): este algoritmo é uma adaptacdo de um dos
melhores algoritmos polinomiais para coloragdo classica de vértices. A estratégia
¢ a seguinte: o vértice de maior grau € escolhido para receber a primeira cor. O
préximo vértice a ser colorido € o de maior grau de saturacdo, ou seja, aquele que
€ adjacente ao maior nimero de vértices ja coloridos. Em caso de empate, vence o
vértice que tiver maior grau. A atribuicdo de cores ocorre de modo guloso, como

nos algoritmos anteriores. A complexidade de T-DSATUR ¢é O(n?(maxT +1)).

Este método, baseado no original SLF (saturation LF), utiliza o conceito de orde-
nacao dinamica de vértices como principio. O SLF foi proposto por Brélaz [7], que
também o denominou DSATUR (degree of saturation). A observacgao feita neste
caso foi que as restri¢gdes na atribuicdo de cores ndo sdo resultado direto do grau
do vértice, e sim do nimero de vizinhos que ja estdo coloridos. Estes passos estao

descritos no Algoritmo []

Algoritmo 4: Coloracdo_T-DSATUR(G)

inicio

enquanto ainda houverem vértices de G a serem coloridos faca

v < vértice de maior grau de saturagdo p(v) em G;

/*empates sdo resolvidos escolhendo-se o vértice de maior

grau, ou de maior indice (caso haja empate no grau do

vértice) */

atribuir a menor cor possivel a v;

fim enquanto

fim

Este algoritmo, ao contrdrio dos outros dois apresentados, € capaz de apresentar
a coloracdo 6tima para todos os grafos bipartidos, independente do conjunto T.
Em comparacdo aos demais, T-DSATUR ¢é melhor, pois atribui coloracdes com
menor span e usa o menor nimero de cores que as coloragdes geradas pelos outros

algoritmos.
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3.1.2 Coloracao L(2,1)

Como o problema de atribuir uma coloracao L(2,1) de um grafo é NP-completo, podem
ser usados algoritmos baseados em heuristicas, para obter resultados aproximados. Serdao
apresentados a seguir um algoritmo de heuristica gulosa e o algoritmo de Chang-Kuo [3],

ambos retirados da literatura e implementados posteriormente.

e Algoritmo guloso: Neste algoritmo, dado um grafo G com vértices vy, vy, ..., vy,

os vértices devem receber rétulos em ordem de indices, ou seja, vy, vy, ..., V.

Cada rétulo s deve ser atribuido de acordo com as seguintes restri¢des: (a) |s —r| >
2, para qualquer r atribuido a um vizinho de menor indice; (b) |s —¢| > 1, para

qualquer ¢ atribuido a um vértice de menor indice que estd a distancia 2.

O processo se repete até que todos os vértices estejam rotulados. Isto estd sumari-

zado a seguir, no Algoritmo [5|e exemplificado na Figura[3.1]

Algoritmo 5: Coloracaol(2,1)_Gulosa(G)

inicio
para v < v até v, faca
atribua a menor cor s possivel para v, de modo que:

|s — r| > 2, para qualquer r atribuido a um vizinho de menor indice E

|s —t| > 1, para qualquer ¢ atribuido a um vértice de menor indice que estéd

a distancia 2.
fim para

fim

Figura 3.1: Grafo colorido com algoritmo guloso para coloracdo L(2,1). Os nimeros
nos vértices representam o indice de cada um, e os nimeros em vermelho, os rétulos
atribuidos a cada um deles.

e Algoritmo de Chang-Kuo: Para a compreensdo deste algoritmo, € necessario

primeiro o entendimento de alguns conceitos.
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Um subconjunto X de V(G) é chamado conjunto i-estdvel se a distancia entre quais-
quer dois vértices em X € maior que i. Além disso, um subconjunto i-estavel maxi-
mal X de um conjunto Y de vértices é um subconjunto i-estavel de Y de modo que

X ndo é um subconjunto de nenhum outro subconjunto i-estiavel de Y.

Com estes conceitos em mente, o algoritmo de Chang-Kuo funciona do seguinte
modo: todos os vértices iniciam sem rétulos. Seja S_; = 0. Quando S;_; é deter-

minado e ainda ha vértices a serem rotulados, seja

F; =x € V(G)| x ndo estd rotulado e d(x,y) > 2 paratodo y € S;_.

Entdo, deve ser escolhido um subconjunto maximal 2-estavel S; de F;. Todos os
vértices em S; sdo rotulados com i. Por fim, incrementa-se i de um e continua
0 processo até que todos os vértices sejam rotulados. O Algoritmo [??] apresenta
os passos do Algoritmo de Chang-Kuo e a Figura [3.2] representa a execugdo deste

algoritmo em um grafo.

Algoritmo 6: Chang-Kuo(G)

inicio
S_1+0;i< 0,V <+ V(G)
enquanto hd vértices ndo rotulados faca
se S;_1 # 0 entao
| Fi < x€V(G)| x ndo estd rotulado e d(x,y) > 2 paratodo y € S;_;;
fim se
senao
| F<V;
fim se
se F; =~ 0 entao
| S; ¢ um subconjunto maximal 2-estdvel de F;;
fim se
senao
| Si«0;
fim se
parav € §; faca
| colorir v com i;
fim para
V V\S[;
se V £ ( entao
| i+i+1;
fim se
fim enquanto

fim
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a)i=0 b)i=1 c)i=2 2

VaQPApat

S1=0 Fl=0 F2 = {2,3}
FO = {1,2,3} s1=0 s2 = {2}
S0 = {1}

d)i=3 5 e)i=4 5

F3=0 F4 = {3}
S3=0 S4 = {3}

Figura 3.2: Grafo colorido com algoritmo de Chang-Kuo. Em vermelho, estdo os rétulos
atribuidos a cada vértice. Cada item apresenta o estado dos conjuntos S; e F;. No item e),
a coloracgao final.

3.1.3 Problema de coloracao com distancias

Os algoritmos heuristicos apresentados a seguir sdo referentes a variacdo com distancias
minimas, ou seja, MCDGP. As estratégias sdo muito semelhantes aquelas apresentadas na
T-coloracdo, também utilizando heuristicas gulosas.

O desafio resume-se no seguinte: dado um grafo, como atribuir cores aos vértices,
sendo que vértices adjacentes ndo podem ter a mesma cor? Além disso, no caso da colo-
racdo com distancias, vértices adjacentes devem receber cores de forma que o médulo da
diferenca de seus rétulos seja maior ou igual ao peso da aresta.

Para solucionar o problema, € importante determinar algum tipo de ordenacdo, ou
seja, escolher uma sequéncia de vértices a serem pintados. Neste contexto, foram esco-
lhidas trés abordagens: sequéncia arbitrdria dos vértices; ordenando os vértices em ordem
decrescente de acordo com o grau; usando o conceito de grau de saturacdo para uma

ordenacdo decrescente.

e Ordem arbitraria de vértices: Para colorir um grafo utilizando uma sequéncia

arbitrdria para escolha dos vértices, sdo utilizados os seguintes passos:

1. o primeiro vértice recebe a primeira cor;

2. para os vértices restantes, considere-se o vértice atual;
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3. atribui a esse vértice a menor cor possivel, de modo que ndo inflija a regra;

4. volta para o passo 2 e repete o processo até colorir todos os vértices do grafo.

O pseucddigo deste algoritmo estd descrito no Algoritmo [/} Ele tem como entrada
um grafo G com n vértices e inicia colorindo o vértice de indice 1. Os proximos vér-
tices sdo escolhidos de forma sequencial (ou seja, vértice 2, depois 3, 4, ..., n). Apés
escolher um vértice, o mesmo recebe a menor cor possivel e o processo se repete.

A Figura[3.3]apresenta um grafo colorido segundo os passos deste algoritmo.

Algoritmo 7: Coloracdo gulosa com ordem arbitréria de vértices (G = (V,E))

inicio
Vértice de indice 1 recebe a cor 1;

para cada v € V(G) faca
| v < menor cor disponivel;

fim para cada

fim

Figura 3.3: Grafo colorido segundo o algoritmo com ordem arbitrdria de vértices para
MCDGP.

e Ordem decrescente do grau dos vértices: Para garantir um melhor desempenho
do método de coloracao gulosa, é importante utilizar uma estratégia para escolha
dos vértices. Uma delas € ordenar os vértices de acordo com o grau, desde o de
maior grau até o de menor. Essa estratégia é conhecida como algoritmo de Welsh-

Powell [19] e possui os passos a seguir, exemplificados na Figura[3.4]
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1. Ordenar os vértices vy, Vv, ...,v, em ordem decrescente de grau (para vértices
de mesmo grau, aquele que tiver maior indice € escolhido como tendo maior

grau);
2. o vértice de maior grau recebe a cor 1;

3. para os vértices restantes, cada vértice recebe a menor cor disponivel, de modo

que nao haja conflito com as cores de seus vértices adjacentes;

4. o processo se repete até que todos os vértices estejam coloridos.

O pseudocddigo do algoritmo de Welsh-Powell estd descrito no Algoritmo [§] Tal
como o anterior, ele recebe como entrada um grafo G e executa a sequéncia de
passos descrita anteriormente: primeiro, € feita a ordenacao dos vértices por ordem
decrescente de grau. Em caso de empate, ou seja, quando dois vértices tiverem o
mesmo grau, aquele que tiver maior indice é escolhido. Apds esta nova sequéncia,
o vértice de maior grau recebe a primeira cor. Os demais vértices recebem a menor
cor possivel, de modo que a regra do MCDGP seja respeitada. O processo termina

quando o dltimo vértice, ou seja, o de menor grau, recebe uma cor.

Algoritmo 8: Coloracdo gulosa com ordem decrescente do grau dos vértices (G =

(V.E))

inicio
Ordenar os vértices V(G) em ordem decrescente de grau;

Vértice de maior grau recebe a cor 1;

enquanto 3 vértice descolorido faca
v < proximo vértice de maior grau;

v <— menor cor disponivel;

fim enquanto

fim
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Figura 3.4: Grafo colorido considerando ordem decrescente de grau de vértices para
MDCGP.

e Ordem pelo grau de saturaciao: Uma estratégia mais eficaz para ordenar os
vértices € chamada DSATUR (sigla para Degree of Saturation). Este algoritmo
heuristico de abordagem gulosa leva em conta o grau de saturacdo dos vértices,
sendo originalmente proposto por Daniel Brélaz em 1979. O grau de saturagdo de
um vértice € a quantidade de vértices adjacentes a ele que ja receberam uma cor. A

sequéncia de passos do DSATUR ¢€ a seguinte [[13]:

1. primeiramente, os vértices sdo ordenados por ordem decrescente de grau;
2. o vértice de maior grau € inicialmente colorido com a cor 1;

3. na préxima iteracdo, seleciona-se o vértice de maior grau de saturacio. Caso
haja empate, escolhe-se o vértice de maior grau. Persistindo esta situacdo,
a escolha é feita pelo vértice de menor indice. Por fim, o vértice escolhido
recebe a menor cor disponivel, tal que essa cor ndo conflite com seus vértices

adjacentes;
4. repete-se a iteracdo até que todos os vértices estejam coloridos.
A sequéncia de passos descrita é apresentada no Algoritmo[9]em pseudocédigo. Tal
como os outros algoritmos apresentados anteriormente, ele recebe como entrada um

grafo G a ser colorido. O primeiro passo é ordenar os vértices pelo grau, de modo

decrescente. Apods, o vértice de maior grau recebe a primeira cor. O préximo a ser
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colorido € o vértice de maior grau de saturacdo, ou seja, aquele que é adjacente a
mais vértices coloridos. Caso ocorra empate neste critério, escolhe-se o vértice de
maior grau. Persistindo, aquele que tiver maior indice € escolhido. Uma vez esco-
lhido o vértice, € atribuida a menor cor possivel a ele. Entdo, o grau de saturacdo
¢ recalculado, outro vértice € escolhido e o procedimento segue até que o grafo es-
teja totalmente colorido. A Figura[3.5exemplifica a execugdo do algoritmo em um

grafo.

Algoritmo 9: Coloracdo gulosa DSATUR (G = (V,E))

inicio
Ordenar os vértices V(G) em ordem decrescente de grau;

Vértice de maior grau recebe a cor 1;

enquanto 3 vértice descolorido faca
Vv < maior grau saturacao (G);

se 3 mais de um vértice com grau de saturagdo igual a v entao
| Escolhe o vértice de maior grau;

fim se

Colore o vértice com a menor cor disponivel.

fim enquanto

fim

Figura 3.5: Grafo colorido considerando ordem de saturacdo de vértices para MCDGP.

A implementacio dos algoritmos ocorreu em C++ e a execucdo, em uma maquina
DELL Optiplex 9020, com processador Intel Core 17 4770-U (@ 3.4 GHz), 8 GB de me-
moéria RAM e usando sistema operacional Ubuntu Gnome 15.04. O benchmark utilizado

foi criado por Michael Trick e estd disponivel na pagina do mesmo [27]. Elas sdo de trés
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tipos: GEOMn (grafos esparsos), GEOMna e GEOMnb (onde n € o nimero de vértices

da instancia), ambos trazendo grafos densos, porém as instancias GEOMnb precisam de

menos cores. A Tabela|3.1| apresenta os resultados.

Tabela 3.1: Resultados dos testes, onde os algoritmos implementados foram aplicados a

instancias do conjunto GEOM.

Estratégia utilizada

Instancia Num. Vert. Arbitrario Decrescente DSATUR
Num. cores | Tempo (ms) | Num. cores | Tempo (ms) | Num. cores | Tempo (ms)
GEOM20 10 0.003 10 0.01 10 0.02
GEOM20a 20 13 0.003 11 0.017 11 0.025
GEOM20b 13 0.002 10 0.046 12 0.02
GEOM30 14 0.003 17 0.023 15 0.152
GEOM30a 30 18 0.005 22 0.02 16 0.041
GEOM30b 20 0.002 19 0.077 17 0.033
GEOM40 17 0.018 21 0.071 22 0.274
GEOM40a 40 27 0.008 27 0.049 26 0.155
GEOM40b 27 0.013 24 0.035 24 0.067
GEOMS50 21 0.013 24 0.032 23 0.096
GEOMS50a 50 35 0.019 35 0.164 32 0.115
GEOMS50b 34 0.013 31 0.076 30 0.093
GEOMG60 28 0.009 28 0.115 31 0.108
GEOM60a 60 41 0.019 38 0.073 38 0.13
GEOM60b 41 0.03 37 0.066 36 0.136
GEOM70 32 0.013 32 0.059 31 0.239
GEOM?70a 70 45 0.033 48 0.088 42 0.318
GEOM70b 46 0.048 44 0.087 41 0.181
GEOMS0 39 0.055 34 0.142 40 0.191
GEOMS80a 80 50 0.038 49 0.116 51 0.437
GEOMS80b 53 0.039 48 0.117 47 0.364
GEOM90 43 0.027 39 0.122 42 0.236
GEOM90a 90 55 0.042 56 0.303 54 0.498
GEOMO90b 61 0.053 57 0.155 58 0.388
GEOM100 46 0.048 47 0.104 47 0.366
GEOM100a 100 62 0.096 65 0.277 59 1.569
GEOM100b 67 0.216 62 0.183 63 0.519
GEOM110 48 0.13 51 0.132 47 0.365
GEOM110a 110 66 0.109 67 0.38 67 0.639
GEOM110b 75 0.079 68 0.225 62 0.701
GEOM120 52 0.043 58 0.137 52 0911
GEOM120a 120 72 0.092 71 0.259 71 3.249
GEOM120b 82 0.1 70 0.423 73 0.787
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Analisando os valores apresentados, € interessante verificar o desempenho dos algo-
ritmos no que diz respeito ao nimero de cores atribuida a cada instancia. Naquelas que
traziam grafos esparsos, as trés estratégias tiveram desempenhos semelhantes. Porém,
no caso dos grafos densos, o algoritmo DSATUR trouxe bons resultados, em sua maio-
ria mais eficazes que os outros dois métodos. A escolha arbitrdria de vértices obteve o
desempenho menos satisfatério neste caso, especialmente nas instancias GEOMnb, que
necessitam de menos cores para serem coloridas. Estes dados reforcam que, ao adotar
uma heuristica gulosa, € importante ter uma estratégia para ordenacio dos vértices que

serao coloridos.

3.2 Grafos Graciosos: algoritmo para reconhecimento de

rotulacio graciosa e rotulacao de classes especificas

No que diz respeito aos grafos graciosos, a aluna elaborou um algoritmo de reconheci-
mento, que valida se uma dada rotulacdo em um grafo € ou ndo graciosa. Além disso,
os teoremas apresentados na se¢do [2.5|foram utilizados como base para a implementagao
de algoritmos polinomiais que atribuem uma rotulagio graciosa para grafos das classes

caminho, estrela e bipartido completo.

3.2.1 Algoritmo para reconhecimento de rotulacao graciosa

Este algoritmo de reconhecimento tem o objetivo de verificar se um grafo com rétulos nos
vértices e arestas estd graciosamente rotulado. E importante destacar que este algoritmo
verifica se o grafo recebeu uma rotulagcdo graciosa, nao se existe uma rotulacao graciosa
valida para o grafo. O Algoritmo [10|descreve os passos necessarios para tal tarefa.

A ideia do algoritmo € a seguinte: primeiramente, verifica-se se as arestas foram
rotuladas com nimeros de 1 a |E|. Para isso, € utilizado um vetor para contabilizar quantas
vezes os rotulos apareceram. A seguir, aplica-se a mesma ideia para verificar se os vértices

estdo rotulados com inteiros de 0 a |E

, sem repeticdes. Por fim, € checado se o rétulo de

cada aresta € igual a diferenca absoluta dos rétulos dos vértices em seus extremos.
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Algoritmo 10: Reconhecimento de rotulagdo graciosa (G = (V,E))
Dados: rotuloAresta[|E|], rotuloVertice[|E|]
inicio
para cada ¢ € E(G) faca
rotuloAresta[rotulo(e) - 1]++;

se rotuloAresta[rotulo(e) - 1] > 1) entao
| retorne falso;

fim se
fim para cada

para cada v € V(G) faca
rotuloVertice[rotulo(v)]++;

se rotuloVertice[rotulo(v)] > 1) entao
| retorne falso;

fim se

fim para cada

para cada (u,v) € E(G) faca

se |rotulo(u) — rotulo(v)| # rotulo((u,v)) entio
| retorne falso;

fim se

fim para cada

retorne verdadeiro;

fim

3.2.2 Algoritmos para rotulacao de classes especificas

Os teoremas apresentados no capitulo anterior apresentam um modo de rotular graciosa-
mente os tipos especificos de grafos. Deste modo, a ideia principal de cada teorema foi
utilizada para elaborar algoritmos de rotulacdo, apresentados nos Algoritmos[11] [12]e[I3]

a seguir. Cada um deles utiliza os teoremas descritos para rotular grafos caminhos, estrela
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e bipartidos completos.

Algoritmo 11: Rotulagdo graciosa do grafo caminho (P = (V,E))

inicio
Dados: n, contl, cont2

n <« |V(P)

;contl < 0; cont2 < n—1;
para cada v; € V(P) faca

sei mod?2 = 0 entao
| rotulo(v;) <— contl; contl < contl + 1;

fim se

senao
| rotulo(v;) - cont2; cont2 < cont2 - 1;

fim se

fim para cada

fim

Algoritmo 12: Rotulagfo graciosa do grafo estrela (S = (V,E))

inicio
para cada v; € V(S) faca
| rotulo(v;) < i;

fim para cada

fim

Algoritmo 13: Rotulagdo graciosa do grafo bipartido completo (K = (A + B, E))

inicio
Dados: contl, cont2

contl <+ 0; cont2 < 1;

para cada v; € A(K) faca
| rotulo(v;) < contl; contl++;

fim para cada

para cada v; € B(K) faca
| rotulo(v;) <— cont2 * |A(K)|; cont2++;

fim para cada

fim
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3.3 Problema de Coloracao com Distancias: prova de NP-
Completude

Como o problema de coloragdo com distincias foi originalmente proposto e caracterizado
por um doutorando do mesmo grupo de pesquisa da presente aluna, foi possivel validar
as propriedades identificadas anteriormente e, apds, auxiliar na elaboracdo da prova de
NP-completude para a coloracdo com distancias iguais.

A prova de NP-Completude para o problema de coloragcdo com distancias considera a
versao de decisdo do problema: dado um grafo, o objetivo € decidir se ele possui solu¢ao
para o caso de distincias iguais.

O problema pertence a NP, com verificacdo simples. Para isto, basta elaborar um al-
goritmo que recebe como entrada um grafo G = (V, E,d) onde cada vértice v € V recebeu
uma cor x(v). Verifica-se, entdo, se G recebeu uma solugio vilida tomando cada aresta
(i,]) € E e checando se |x(i) —x(j)| = d;;. Se nenhuma restri¢do de distancia foi violada,
entdo G recebeu uma solucdo positiva para o problema. Como esta verificagdo ocorre em
tempo O(|E|), ela € linear. Portanto, a colora¢do com distancias iguais estd em NP.

A prova de NP-dificuldade reduz o problema da particdo (NP-completo, vide [14])
para a coloragdo com distancias iguais. Considerando uma instincia para parti¢io, con-
sistindo em um conjunto M de r inteiros, ou seja, M = {my,my,...,m,}. A partir desta
instancia, é construido um grafo ciclo G com |V| = |E| = r, levando em conta o seguinte:
V ={io,it,sir—1} E = {(ib,ib+1 modr)|0<b<r}ediiy, ) moar =Mbr1 (VO <D <)
Assim, seja uma rotulagdo de vértices x. Se ela for vdlida, podem ser definidos dois
COIljthOS: Sl = {mb+1|x(ib) < x(ib+1 mod r)} € Sz = {mbH\x(ib) > x(ib—i-l mod r)}

Deste modo, t€ém-se que S; e S> formam uma particdo de M, onde a soma dos ele-
mentos em S € igual 2 soma dos elementos em S. Isto €, se o grafo G admite uma
rotulacdo valida, entdo M tém uma resposta positiva e vice-versa. Como esta reducao
pode ser feita em tempo O(r), a coloragdo com distancias iguais é NP-dificil. Sendo as-
sim, conclui-se que decidir se um grafo possui solu¢do para a coloraciao com distancias

iguais é NP-completo.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

Este trabalho trouxe os resultados obtidos neste PIBIC. O foco esteve em apresentar a
revisdo da literatura, sumarizando os conteidos encontrados sobre as coloragdes de in-
teresse desta iniciacdo cientifica, além dos resultados obtidos, que envolvem estudo e
implementagdo de algoritmos e prova de NP-Completude. As coloracdes apresentadas
possuem aplicacdes préticas, como o problema de alocacio de canais. Além disso, tam-
bém possuem grande semelhanca em sua modelagem, pois trazem nog¢des de distancias
e restricdes nas arestas. Isto torna o problema mais interessante e dificil computacional-
mente, o que desperta o interesse em estudar e obter resultados semelhantes aos existentes
para coloragdo cléssica.

A primeira fase do projeto teve como principal foco a revisdo da literatura. Conhecer
os problemas, suas caracteristicas, quais classes de grafos possuem solucdes factiveis e
outras informag¢des foram muito importantes nesta etapa.

A segunda etapa envolveu a aplicacdo dos contetidos levantados na fase de revisao.
Em relacdo a T-coloracdo e coloracdo L(2,1), foram apresentados algoritmos interessan-
tes encontrados na literatura. Durante esta etapa, houve um maior interesse na questao
dos grafos graciosos e no problema de coloracdo com distancias. Para estes dois proble-
mas, a aluna elaborou algoritmos polinomiais de reconhecimento e rotulacdo, além de
algoritmos utilizando heuristicas gulosas. Por fim, houve a caracterizagao da prova de
NP-Completude para o problema de coloragdo com distancias, obtida apds estudo e inte-
racdo com a orientadora e seu aluno de doutorado. A seguir, apresenta-se alguns pontos

de destaque obtidos durante este projeto.
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4.1 Participacao em eventos

Como formacdo complementar ao projeto, a aluna participou do CSBC 2015, no inicio
do projeto, realizando trés cursos da Jornada de Atualizacdo em Informatica: Introdugao
a Teoria da Computagao e Complexidade Computacional, Introducao a Otimizacdo Com-
binatdria e Introdug@o a Complexidade Parametrizada. Estes cursos de pequena duragdo
foram importantes para reforcar a base da aluna e dar uma ideia dessas dreas antes da
mesma cursar as disciplinas relacionadas.

Em marco de 2016, a aluna esteve I Workshop Franco-brasileiro de Grafos e Otimi-
zacdo Combinatoria, realizado em Icapui — Ceara. L4, ela pdde ter contato com diversos
projetos e temas atuais em teoria dos Grafos e Otimizacdo Combinatéria, bem como com
diversos pesquisadores de universidades brasileiras e francesas. Com esta experiéncia, foi
possivel vivenciar de modo mais préoximo como os pesquisadores estruturam seus projetos

e temas em comum para colaborarem entre si € avancarem em seus projetos de pesquisa.

4.2 Participacao em concursos de iniciacio cientifica

Além da participagdo de eventos, a aluna gerou dois artigos sobre este projeto e os subme-
teu para dois concursos de iniciagdo cientifica: CTIC (Concurso de Trabalhos de Iniciacio
Cientifica) do CSBC (Congresso da Sociedade Brasileira de Computag¢do), e PIC (Prémio
de Iniciacdo Cientifica) do SBPO (Simpésio Brasileiro de Pesquisa Operacional). No
CTIC, a aluna foi classificada entre os 10 melhores trabalhos de iniciag¢do cientifica do
Brasil, sendo o artigo publicado nos anais do evento [1], e no PIC, obteve classificagao
entre os 4 melhores, o que garante a apresentacdo em Vitéria — ES, no fim de setembro de

2016.

4.3 Formacao paralela ao projeto

O projeto foi fortemente influenciado pelas experi€ncias anteriores da aluna: PIBIC Jr.
em 2013/2014, com o tema Grafos Magicos, Jogos Matematicos e Algoritmos, além
de um projeto de PIBIC no periodo de 2014/2015, estudando Grafos Rotulados, Gra-
fos Graciosos e Problemas de Coloracao Especiais, que obteve destaque entre os 5

melhores PIBICs de Computac¢do e serviu como uma introdug@o para o assunto, que foi
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aprofundado neste projeto atual.

Paralelo a estas experiéncias, a aluna também participou de duas competi¢des tecno-
16gicas da Microsoft, uma em 2014 e outra em 2015: Women’s Hackaton, onde o foco
estava em equipes femininas desenvolvendo um aplicativo. Outra competi¢do foi a Ma-
ratona de Programacdo 2015, com uma equipe feminina, que foi classificada para a final
brasileira como a melhor equipe feminina. Estas questdes foram chave para a geragao de
um artigo sobre a participacdo de mulheres em cursos de computacio no Brasil, subme-
tido e aprovado no LAWCC (Latin American Women in Computing Congress), do CLEI

(Latin American Computing Conference) 2016.

4.4 Trabalhos futuros

Como trabalhos futuros, pretende-se investigar os grafos semi graciosos e quase graciosos
(semi, almost e quasi graceful), utilizando como estratégia a geragdo de grafos aleatdrios e
formulacdes de programacao inteira e por restri¢des para identificar propriedades e tentar

indicar uma dire¢do na questdo da Conjectura da Arvore Graciosa.
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