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Resumo 
 

Neste projeto, desenvolvemos a técnica do operador diferencial para estudar a 
cinética do modelo de Blume e Capel (BC) com spin S=1 (três estados) através da 
dinâmica de Glauber. Este modelo consiste de variáveis de Ising, podendo assumir 
valores discretos Si=-1,0,1, que interagem entre primeiros vizinhos pelo acoplamento 
ferromagnético J>0, de origem eletrostática, e que em cada sítio está presente uma 
anisotropia de íon único (D), de origem microscópica da interação spin-órbita descrito 
por um Hamiltoniano efetivo de spins. Desta maneira, o estudo foi iniciado com a 
análise das propriedades criticas do modelo desenvolvendo a técnica do operador 
diferencial, elaborando pesquisa por fundamentação teórica para melhor compreensão 
do assunto abordado.  Iniciamos nossas análises para o caso das propriedades 
termodinâmicas no estado estacionário, onde em especial atenção analisaremos o 
diagrama de fase.  Utilizando o algoritmo de Newton-Raphson para o cálculo de raízes, 
resolvemos um sistema de duas equações não-lineares para obtenção a temperatura de 
transição de fase. Para baixos valores do parâmetro de anisotropia (D), temos que o 
sistema experimenta uma transição de fase de segunda ordem, que é caracterizada pelo 
comportamento da magnetização indo a zero continuamente quando atingimos a 
temperatura crítica Tc. À medida que o parâmetro D aumenta, temos uma mudança de 
criticalidade, onde a magnetização apresenta uma descontinuidade na temperatura de 
transição Tc*, caracterizando assim uma transição de fase de primeira ordem. O valor de 
T=Tc* corresponde fisicamente o ponto de coexistência entre a fase ordenada 
(ferromagnética) e a fase desordenada (paramagnética), equivalente, por exemplo, as 
transições de fase de primeira ordem no gráfico P X T do comportamento das fases da 
água, ou seja, coexistência líquida e gás na linha de evaporação. Temos, ainda, um 
ponto que delimita entre os dois tipos de transições de fase que é denominado de ponto 
tricrítico. Este modelo teve como motivação experimental, no início da década de 
setenta pelo referidos autores (Blume e Capel, depois teve um trabalho complementar 
do Grifitths) para descrever a transição de fase da mistura de He3 e He4. Assim sendo, 
estudar a dinâmica do modelo BC é um problema interessante que iremos descrever 
neste projeto 
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1. Introdução 
 

As propriedades magnéticas das substâncias têm sido tema de investigações 
científicas desde a antiguidade, e hoje é amplamente utilizada no desenvolvimento de 
novas tecnologias, como, por exemplo, geração e distribuição de energia, 
telecomunicações, equipamento hospitalar, etc. Porém, somente a partir do século XX 
que Pierre Weiss (1907) apresentou a primeira teoria fenomenológica para explicar as 
propriedades magnéticas dos compostos ferromagnéticos (apresenta magnetização 
espontânea abaixo da temperatura crítica Tc). A idéia básica da teoria de Weiss (teoria 
de campo molecular) é que um único momento magnético, associado a um dado íon do 
material, interage com o restante do cristal através de um campo, a que ele chamou de 
campo molecular, que é proporcional a magnetização do sistema.  

Apesar de ter sido desenvolvida há muito tempo atrás, e sabendo que esta teoria 
(aproximativa) descreve apenas qualitativamente as propriedades magnéticas dos 
compostos ferromagnéticos, esta tem sido usada como ponto de partida de sistemas 
mais complexos. 

O estudo dos fenômenos magnéticos cria interface entre a Física e outras áreas do 
conhecimento, por exemplo, a Medicina. Medir os campos magnéticos produzidos por 
organismos vivos pode ser útil no entendimento de sistemas biofísicos, diagnósticos e 
terapia de humanos. Tais campos têm origem nas correntes que são produzidas pela 
atividade de despolarização das células, de substâncias paramagnéticas (pulmão), 
ferromagnética (pulmão). Os tecidos biológicos, em sua maioria, têm uma 
susceptibilidade magnética muito próxima da água, ou seja, são compostos por 
moléculas diamagnéticas (susceptibilidade negativa). 

A grande falha da teoria de Weiss está na inconsistência de explicar 
quantitativamente as propriedades magnéticas, em particular, o valor da temperatura 
crítica, uma vez, que ele assumiu ser de origem dipolar a energia necessária para 
orientação dos momentos magnéticos nos compostos ferromagnéticos, mas esta é muito 
pequena para obter valor de Tc da ordem de 100K. Foi somente com advento da 
mecânica quântica, a partir do início do século XX, que a origem do magnetismo tem 
sido interpretada microscopicamente, introduzindo assim a idéia da energia de troca 
(exchange) de origem eletrostática, explicando os altos valores para Tc dos compostos 
ferromagnéticos.  

O grande problema da mecânica estatística (equilíbrio e não-equilíbrio) é resolver 
modelos magnéticos que são descritos por certo Hamiltoniano contendo partículas 
interagentes. Este grande empecilho de sistemas de muitos corpos interagentes faz com 
que a área da física da matéria condensada (teoria) desenvolva técnicas aproximativas, 
ou até mesmo, métodos computacionais a fim de obter as propriedades magnéticas dos 
modelos propostos capazes de descrever adequadamente as medidas experimentais. 
Uma característica interessante nestes diversos estudos, e que de certa forma podemos 
afirmar que do ponto de vista teórico é muito recente, é analisar as propriedades 
dinâmicas (fora do equilíbrio). Modelar teoricamente sistema forma do equilíbrio não é 
um problema trivial, e a complexidade está ainda aliada ao problema inerente ao sistema 
de muitos corpos interagents. Na mecânica estatística, uma abordagem relativamente 
simples que tem sido formulado em 1957, que consiste de um modelo de Ising cinético, 



onde a dinâmica está definida através da proposta da taxa de transição na equação 
mestra que veremos a seguir. Este modelo de Ising cinético foi inicialmente resolvido 
exatamente numa rede unidimensional (d=1), e posteriormente generalizada para redes 
d>1 de forma aproximada via teoria de campo médio.  

O modelo de Ising cinético tem sido amplamente estudado através de diversas 
técnicas, por exemplo, aproximação de pares, grupo de renormalização, Bethe-Peierls, 
simulação de Monte Carlo, expansão em série. Temos generalizado no projeto PIBIC 
anterior a técnica do operador diferencial para estudar a dinâmica do modelo de Ising. A 
técnica do operador diferencial, foi desenvolvida anos atrás por Honmura e Kaneyoshi e 
tem-se mostrado um técnica eficaz para estudar a termodinâmica e criticalidade de 
modelos de spins 

O estudo de modelos estatísticos tem sido muito abordado na literatura, cuja 
motivação é pelo fato que a dinâmica e a estatística apresentam comportamentos 
distintos. Uma destas aplicações da dinâmica pode citar o problema da propagação de 
danos sobre uma rede cristalina. O presente trabalho tem por finalidade desenvolver a 
técnica do operador diferencial para estudar o modelo de Blume e Capel com spin S=1 
(três estados) via dinâmica de Glauber. 

  
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Revisão Bibliográfica 
 

As variáveis de spin podem ser pensadas de diversas maneiras: (i) como 
componentes do spin dos átomos (na direção do campo esterno), que podem “apontar 
para cima ou para baixo”; (ii) como uma indicação de que o sítio i pode estar ocupado 
por um átomo do tipo A, ou por um átomo do tipo B, como uma liga binária do tipo AB 
(vizinhos iguais contribuiriam com uma energia –J; vizinhos distintos com uma energia 
+J), e (iii) como um número de ocupação que assimila a presença ou a ausência de uma 
molécula numa determinada célula de um “gás de rede”. Essa multiplicidade de 
interpretações já indica o caráter universal do modelo, capaz de captar os aspectos 
essenciais do comportamento crítico. 

Muitas técnicas aproximadas foram desenvolvidas para resolver os modelos 
estatísticos em duas ou três dimensões. Muitas vezes são técnicas úteis, que fornecem 
bons resultados para os aspectos qualitativos dos diagramas de fases e que constituem as 
poucas ferramentas disponíveis para o estudo analítico de sistemas mais complexos. No 
entanto, a transição de fases é caracterizada por uma não-analiticidade da energia livre 
no limite termodinâmico, tornando discutíveis quaisquer truncamentos de uma expansão 
perturbativa. Todas as aproximações do tipo campo médio, sempre conduzem a uma 
energia livre podendo reproduzir os resultados clássicos para os expoentes críticos. 

O modelo aqui estudado consiste de variáveis de spin, assumindo os valores 
discretos Si=-1,0,1, que interagem entre primeiros vizinhos pelo acoplamento 
ferromagnético J>0, de origem eletrostática, e que em cada sítio está presente uma 
anisotropia de íon único (D), de origem microscópica, da interação spin- órbita, e é 
descrito pelo seguinte Hamiltoniano: 

 
                        (1) 

 
que é conhecido como modelo de Blume e Capel (BC). 

Todos os átomos contém elétrons com spin, que dão origem a campos magnéticos. 
Os átomos individuais ou moléculas podem assumir momentos dipolares elétricos os 
quais, quando propriamente orientados, conferem um momento elétrico líquido a um 
corpo macroscópico. 

Na maior parte dos átomos, os momentos magnéticos resultantes dos movimentos 
orbitais e de spin dos elétrons cancelam-se. Se esse cancelamento não for completo, o 
material é paramagnético. A agitação térmica faz com que os momentos individuais se 
orientem aleatoriamente, mas a aplicação de um campo magnético origina uma 
orientação parcial. 

Em materiais ferromagnéticos a magnetização pode ser de ordens de grandeza 
maior do que substâncias paramagnéticas. Este efeito provém do spin eletrônico, em 
conjunto com fenômenos coletivos que alinham os momentos numa região pequena 
chamada domínio. 



Transições de fase e fenômenos críticos ocorrem em uma enorme variedade de 
sistemas: fluidos simples e misturas de fluidos, materiais magnéticos, ligas metálicas, 
materiais ferroelétricos, superfluidos e supercondutores, cristais líquidos e etc. a 
transição para o ferromagnetismo também tem sido explicada, desde o inicio do século, 
teorias dessa natureza conhecida como teorias clássicas das transições de fases, tem sido 
utilizadas para descrever os aspectos qualitativos de vários tipos de transições de fases. 

As teorias clássicas passaram a sofrer um processo mais serio de analise a partir da 
década de 60 quando se desenvolveram as técnicas necessárias para realizar 
experiências cuidadosas nas vizinhanças dos chamados pontos críticos. Diversas 
grandezas termodinâmicas (os calores específicos, a compressibilidade ou a 
susceptibilidade magnética) apresentam um comportamento peculiar na região critica, 
com divergências assintóticas que foram caracterizadas por uma coleção de expoentes 
críticos.          

 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 

3. Métodos Utilizados 
 

3.1. Técnica do Operador Diferencial 
 

Uma técnica desenvolvida há vinte anos por Honmura e Kaneyoshi(J. Phys. C12, 
3979(1979)), e que tem sido muito aplicado em modelos estatísticos no regime estático 
é a do operador diferencial. 

A idéia parte da seguinte:  
                                            (2) 

 
onde   é o operador diferencial em relação a variável x e, f(x) uma função 

analítica. 
Esta técnica teve grande importância no desenvolvimento do projeto.  
 
 

3.2. Método de Newton 
 

Um dos processos para resolver F(x)=0 é o método de Newton, desenvolvido por 
Simpson no século XVIII. Esse método é baseado na resolução aproximada de 
problemas. 

O k-ésimo problema é dado pela aproximação de F(x) pela série de Taylor em 
torno do ponto Xk: 

  .                                         (3) 
 
O ponto seguinte é a solução de: 
 

 .                                       (4) 
 

Se  é não singular temos que  tem uma única solução, portanto o 
método de Newton em cada interação K consiste em resolver o seguinte sistema linear: 

                                                     (5) 

 
                                                        (6) 

 
Dessa forma o processo gera uma sequência de pontos  que converge para a 

solução do problema.    
 

 
 
 
 



 
 
 
 
 
 

4. Resultados 
 
O modelo é descrito pelo seguinte Hamiltoniano: 
 

     ;                                     (7) 
 
 

O modelo de Blume e Capel apresentado na equação (7) caracteriza uma interação e que 
pode assumir até três estados, sendo assim um sistema interagente. 
Primeiramente, é considerado um sistema no estado fundamental, com temperatura(T) 
constante, T=0. 
O valor esperado por spin é definido por 

                                                          (8) 
 

É definido então dois possíveis resultados para a eq.(8), quando este apresenta 
comportamento ferromagnético, resulta em 

        ,                                              (9) 
 

e quando apresenta comportamento paramagnético, resulta em 
   ,                                                        (10) 

 
Definindo uma média de energia quando apresenta o comportamento ferromagnético, 

       .                             (11) 
 

Para o caso de interação entre os primeiros vizinhos da rede, 
           .                               (12) 

 
Resolvendo para o caso de N partículas indistinguíveis, 

               .                                      (13) 
 

Igualando a eq.(13) a zero é obtida a relação 
             .                                                         (14) 

 
Da mesma forma, o comportamento paramagnético é analisado, obtendo a média 

                                                              (15) 
 

 Para analisar o comportamento descrito no modelo é necessário definir o número 
de configurações microscópicas possíveis quando este se apresenta em equilíbrio 
termodinâmico, 

                                                        (16) 
onde  corresponde a um peso probabilístico para cada configuração de energia. 



 
O peso probabilístico pode estar associado a uma função estatística 

                                                          (17) 
onde Z é a função de partição. 
 
A eq.(8) pode ser reescrita como 

                                                                    (18) 
associando uma função estatística ao peso probabilístico. 
 
Através da teoria de campo molecular na interação entre primeiros vizinhos, é 
verificado um modelo aproximado dado por 

             ,                               (19) 
onde  é definido por 

     .                                                                     (20) 
 

A eq.(19) apresenta agora um comportamento não interagente, tornando possível uma 
solução para o caso considerado quando tomado o limite termodinâmico, N→∞. 
 
A função estatística permite analisar o mesmo sistema para o caso de uma única 
partícula, 

 .                                                                           (21) 
 

A eq.(18) é reescrita como 
  .                                                                        (22) 

 
Os três estados possíveis são combinados na eq.(22) tendo como resultado 

                                                              (23) 

onde:    e       . 
 
A eq.(23) é reescrita como 

    .                                                       (24) 

 
 
 
 Como resultado da análise da Eq. (24)  podemos ver como a magnetização se 
comporta com a temperatura para diversos valores da anisotropia D. Para pequenos 
valores de D a magnetização decresce monoticamente a zero, caracterizando um 
transição de fase contínua (segunda ordem) quando T=Tc(D). Por outro lado, quando 
temos altos valores de D<Dc notamos que a magnetização apresenta soluções instáveis, 
característica de resultados de campo médio (ex: equação de van der Waals para os 
fluidos), que usando construção de Maxwell (igualdade entre as energias livres das duas 
fases ferromagnética-F e paramagnética-P) encontramos a temperatura de transição Tc

* 
de coexistência entre as fases F e P, análogo como ocorre nos fluidos. Na fig. 1 temos o 
resultado desta análise no diagrama de fase no plano T-D. 
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Figura 1: Diagrama de fase no plano T-D do modelo BC de spin S=1 numa rede cúbica 
simples (z=6). A legenda F corresponde a fase ferromagnética e P a fase desordenada 
paramagnética. 
 
 
 

5. Conclusão 
 
      O modelo de Blume e Capel estudado neste trabalho apresenta dificuldades devido 
ao número de configurações microscópicas possíveis, de acordo com os estados e suas 
interações. 
      Através de métodos estatísticos é obtida a forma de um sistema em equilíbrio para o 
modelo, tendo abordado o comportamento deste no regime de equilíbrio 
termodinâmico, sendo comprovada posteriormente as teorias clássicas de transições de 
fases. 
      O paramagnetismo e o ferromagnetismo apresentam características particulares  
porém, através de relações entre suas grandezas termodinâmicas, os dois materiais 
podem apresentar transições de primeira ou segunda ordem, e analisando graficamente 
os resultados é comprovada uma coesistência de fases, tendo como resultado um 
conjunto de pontos críticos que passam a apresentar continuidade, uma transição critica.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

6. Referências Bibliográficas 
 
[1] E. J. S. Lage, Física Estatística, Fundação Calouste Gulbenkian, 1995.  
[2]R. K. Pathria. Statistical Mechanics, segunda edição, Plnta Three, 2000.  
[3]Salinas, Silvio R. A. Introdução à Física Estatística, EDUSP, 2005.   
[4]J. Glauber, J. Math. Phys. 4, 294 (1963). 
[5]T. Kaneioshi e H. Honmura, J. Phys. C 12, 3979 (1979). 
[6]P. Lorrain, D. Corson, F. Lorrain, Campos e Ondas Eletromagnéticas, Fundação 
Calouste Gulbenkian,2000. 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7. Cronograma Executado 
 
N Descrição Ago Set Out Nov Dez Jan Fev Mar Abr Mai Jun Jul 
1 Levantamento 

Bibliográfico 
X            

2 Desenvolver a 
técnica do 
operador 
diferencial no 
modelo Blume e 
Capel de Spin=1 
(propriedades 
estáticas) 

 X X X         

3 Desenvolver a 
técnica do 
operador 
diferencial no 
modelo Blume e 
Capel de Spin=1 
(propriedades 
Dinâmicas) 

    X X       

4 Analise dos 
Resultados 

      X X X X   

5 Elaboração do 
Resumo e 
Relatório Final 

          X  

6 Preparação da 
Apresentação 

           X 
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