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Resumo

O péndulo massa-mola apresenta equacdes de movimento ndo linear, pois
0 seu movimento é feito no plano cartesiano (eixo X, e eixo y). As equacgbes nao
lineares que descrevem esse movimento ndo possuem uma solucao trivial como a
solugdo das equacbes do movimento simples (feito em apenas um eixo). Encontrar
essa solucéo (solugcéo das equacdes que descrevem o movimento do pendulo massa-
mola), e verificar 0 movimento do pendulo massa-mola foram os dois objetivos desse
projeto.

Através do formalismo de Lagrange que descreve o0 movimento em um
dado sistema foi possivel encontrar a solucdo da equacdo de Newton para o
movimento do péndulo. Com as equacdes de lagrange foi possivel programar um
algoritmo na linguagem de programacdo C que gera para dados valores inicias 0s
pontos da trajetéria descrita pelo péndulo. E com o auxilio da ferramenta de
construcdo de gréaficos xmgrace foi possivel visualizar as curvas, ou seja, o grafico da
trajetéria do péndulo massa-mola.

ApOs a visualizagdo dos gréaficos é possivel concluir que as equagbes de
Lagrange séo satisfatorias para descrever solugbes de equacdes ndo lineares de um

péndulo.
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Introducéo

Os Péndulos sdo as manifestacbes mais estudadas dos movimentos
harménicas (movimento que se repetem num padrdo ap6s um periodo de tempo). A
utilidade deles em estudos de fisica, matematica e engenharia é de importancia
inigualavel. A sua aplicacdo deu-se ao fisico e astronomo Galileu Galilei, um dos
fundadores da ciéncia moderna.

Neste projeto trata-se do pendulo massa-mola, que € uma montagem
(instrumento), que consiste de uma massa (m) ligada no extremo inferior de uma mola
elastica de constante (k) e fixada no extremo superior, que oscila em torno de um
ponto fixo, chamada posicdo central ou posi¢cdo de equilibrio. O movimento de um
péndulo massa-mola envolve basicamente uma grandeza chamada periodo (T), que é
o intervalo de tempo que o objeto leva para percorrer toda a trajetéria (ou seja,
retornar a sua posic¢ao original de langamento, uma vez que o movimento pendular é
periddico). Derivada dessa grandeza existe a frequéncia (f), numericamente igual ao
inverso do periodo (f=1/T), e que se caracteriza pelo nimero de vezes (ciclos) que o
objeto percorre a trajetéria pendular num intervalo de tempo especifico.

O péndulo massa-mola desenvolve um sistema dindmico néo linear, pois a
trajetdéria do objeto de massa (m) ndo percorre apenas 0 eixo das abscissas(x), mais
também o eixo das ordenadas(y). Visto que ele apresenta um movimento nao linear, a
solucdo numérica para esse movimento também apresenta equacdes nao lineares.

A solucdo numérica para esse tipo de equacdes nao lineares é o foco
principal para esse projeto. Essa solugdo sera dada utilizando métodos mateméaticos

para esse tipo de movimento harmdnico.



Revisao Bibliografia

Existem varios métodos para resolver numericamente a equagdo
diferencial de Newton para o movimento do péndulo, métodos esses como: método de
Euler, Euler-Cromer, Runge-Kutta, Lagrange.

A equacédo do movimento do péndulo é dada pela formula:

dze
dt?

+ Zsing =0
L

O Método de Euler é o método mais simples para resolver equacdes
diferenciais, € o de substituir as derivadas por razdes entre variagdes da funcédo e da
respectiva variavel. Assim se quisermos saber a posi¢cao e velocidades de um corpo
entre um instante inicial (t) e final (tf), podemos dividir o intervalo [ t, tf ] em N partes
iguais e calculamos as velocidades nos instantes tn usando as acelera¢des no instante
anterior. O Método de Euler-cromer € uma pequena variagdo do M. de Euler, ele é
mais preciso no calculo da posi¢do. Este método apresenta vantagens sobre o M. de
Euler, sobretudo para problemas com sistemas oscilatorios.

O método de Runge-Kutta é um método de passos simples que requerem
apenas derivadas de primeira ordem e pode fornecer aproximagfes precisas com
erros de truncamento. O método de Lagrange (L) de um sistema é uma funcdo
obrigatoriamente expressa em termos das coordenadas generalizadas (qi), das taxas
de variacao destas coordenadas (velocidades generalizadas) qgi e do tempo (t), é dada
matematicamente pela subtracdo da energia cinética (T) pela energia potencial

generalizada (U) do sistema q qual se atrela.



Métodos Utilizados

Os métodos de Euler e Lagrangiana sdo bastante uteis para solucionar
problemas desse género de forma computacional, pois permitem descrever as
equacgdes do movimento do pendulo em forma de equacdes diferenciais.

O método de Euler apoia-se na segunda Lei de Newton para chegar a
equacgdo que descreve o movimento do pendulo. Foi utilizada em uma primeira fase
para compreender primeiramente a trajetéria feita por um pendulo simples (pendulo
que consiste em uma massa(m) ligada por um fio). A solucdo para esse movimento

em forma de equacéao diferencial ndo linear e dada da seguinte forma:
2
(€] .
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O método utilizado para resolver a equagdo de Newton que descrever o
movimento do péndulo massa-mola é o método de Lagrange que foi desenvolvido pelo
matematico Italiano Joseph Louis Lagrange. A Lagrangiana (L) de um sistema é uma
funcéo obrigatoriamente expressa em termos das coordenadas generalizadas (qi), das
taxas de variacdo destas coordenadas (velocidades generalizadas) gi e do tempo (t), €
dada matematicamente pela subtragdo da energia cinética (T) pela energia potencial
generalizada (U) do sistema g qual se atrela.

A figura (1.0) a seguir representa o problema a tratar, onde uma massa (m)

esta presa no extremo inferior de uma mola de constante (k).

m

mg
figura 1.0 - Representa o sistema a ser observado
Aplicando o teorema de Lagrange para esse sistema para encontrar a
solugdo das equacdes nao lineares que ocorrem nesse movimento temos:
L=T-U (1.0
L=1L(ql, g2,..., gn)

A energia cinética (T) e a energia potencial (U) do sistema sao dadas por:

T=-m(l+7)%0 + smr? (1.1)



U=-mg(l+71)cosb + %krz (1.2)
Substituindo (1.1) e (1.2) em (1.0) temos:
L=T-U= %m(l +71)%0% + %mi’z + mg(i + 1) cosf — %krz (1.3)
A Lagrangiana é expressa em funcao de theta (0) e do raio (r), que sé@o as

coordenadas generalizadas gi que variam ao longo do movimento.

L = L(r, ®), Derivando em funcao de r e theta (6) tém:
oL _ d (oL

a=auls) @9

oL _ d (oL

%=wls) @9

Derivando a equacéo (1.3) em funcao de r temos:

Z—i =m(l+7)0%+mg cos@ —kr (1.6)
oL . __ d oLy _ .
Pl mr => E(E) =mr (17)

Substituindo (1.6) e (1.7) em (1.4) temos:
mi# =m(l +1r)62 + mg cos — kr =>
F=(+1)60%+ gcosd —wPrxr (1.8) onde: w2r=%

Derivando a equagéo (1.3) em funcgéo de tetha (8) temos:
aL

55 = —mg(l+7)sinf (1.9)
oL . d (oL . A n
Z=m+r)26 =2 (%)= 2m+1)P0 + m(l +71)%0 (2.0)

Substituindo (1.9) e (2.0) em (1.5) temos:

0 = — ( (:r)) 70 — ( (lfr)) sin @ (2.2)

As equacdes (1.8) e (2.1) sdo as solugbes para as equacdes desse

movimento ndo linear que descrevem a trajetdria dos péndulos massa-mola. Quando
implementados em um algoritmo em linguagem C geram os pontos da trajetéria do

pendulo.



Resultados e Discussodes

Com as equagOes de Lagrange que descrevem a solucdo das equacdes

nao lineares para o movimento do pendulo. Foi possivel estabelecer um algoritmo em

linguagem C que fornece para valores iniciais 0s pontos da trajetéria do pendulo

massa-mola. Que ao serem introduzidos na ferramenta xmgrace que constroi grafico,

nos da a figura da trajetéria do pendulo.

O programa na linguagem C que fornece o arquivo em formato (dat ou txt),

para ser introduzido na ferramenta xmgrace e gerar os graficos é apresentado a

seguir:

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>
#include<math.h>
#define g 9.81
#define L 5.0
#define M 2.0
#define K 1000.0
#define deltat 0.01

double radianos(double angulo);
main()
{

FILE *arch;

double

wr,X,y,t,r,rponto,theta,thetaponto,r_ini,rponto_ini,theta_ini,thetaponto_ini;

int n;
wr=sqrt(K/M);
theta_ini=0.1;
[*theta_ini=radianos(theta_ini);*/
r_ini=0.5;
thetaponto_ini=0;
rponto_ini=0;
r=r_ini;

theta=theta_ini;
rponto=rponto_ini;

thetaponto=thetaponto_ini;




t=0;

arch=fopen("xy.dat","w");

for(n=0;n<=440;n=n+1)

{

x=(L+r)*sin(theta);

y=-(L+r)*cos(theta);

fprintf(arch,"%If\t%If\t%If\t%If\t%If\t%I\t%If\n",t,X,y,theta,thetaponto,r,rponto,
L+r);

r=r+deltat*rponto;

rponto=rponto+deltat*((L+r)*thetaponto*thetaponto+g*cos(theta)-wr*wr*r);

theta=theta+deltat*thetaponto;

thetaponto=thetaponto+deltat*( 2.0*rponto*thetaponto-g*sin(theta))/(L+r);

t=t+deltat;

}

fclose(arch);

return(0);

}

double radianos(double angulo)

{
return(angulo*3.14/180);

}

Com os valores iniciais de:
Aceleragdo da gravidade g =9.81
Comprimento damola L=5.0
Massa do corpo M = 2.0
Constante Elastica k = 1000.0
Delta det=0.01

Geraram-se alguns gréaficos para o movimento do pendulo para esses
valores iniciais.

O grafico que representa 0 movimento do pendulo no plano cartesiano (X,
y). E mostrado a seguir na figura (1,1) e podemos verificar que o pendulo alem do seu
movimento vertical em x, também oscila em y, o que verifica a definicdo de movimento
nao linear do pendulo massa-mola.
Onde: x e y sé@o dados pelas equacbes:
x=(+r)*sin(@) e y= —(+71)*cosb
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figura 1.1

O gréfico que representa theta (9) e theta_ponto (8), onde theta_ponto é dado na
figura como V de theta (0) para:
Theta = 0.1 e Theta_ponto dado pela equagéo (2.1) sdo mostradas na figura (1.2),

onde podemos observar 0 movimento periddico que o péndulo completa.
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figura 1.2



O grafico (1.3) representa r e r_ponto (), onde r inicialmente tem o valor de 0.5 e 0

rponto é dado pela equacao (1.8).
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figura 1.3
Agora vamos analisar os graficos em fungéo do tempo para r, (I+r) e theta (9).
O gréfico do angulo theta (6) em fungcéo do tempo (t), para o movimento do pendulo

para esse caso € mostrado na figura (1.4):
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figura 1.4



O grafico (1.5) apresenta o raio (r) em funcao do tempo (t).

06— 71— T T T T T T
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1
r o
-0,1
-0,2
-0,3
-0.4
-0,5
R N N N IR S NS NNU N N

0 00501 015 0.2 0,25 0,3 0,35 0.4 0,45 0.5

t

R A T I B

LI T R )t B [V S ) L [V R N e T

PR IR ST NI A

figura 1.5
O grafico (1.6) representa o comprimento da mola (I + r) em fungédo do tempo (t),e

podemos observar que o raio oscilaem tronodeL =5

figura 1.6



Conclusotes

Através do formalismo de Lagrange e pelo método de Euler, foi possivel determinar a
solugdo do problema proposto, que se dava a achar a solugdo das equacdes néo
lineares de um pendulo. O Método resolveu de maneira satisfatéria as equacdes de tal
maneira que foi possivel comprovar o sistema dindmico ndo linear do péndulo pelos
gréficos gerados por sua trajetoria. A equacdo de Newton que descreve o movimento
do péndulo € uma equacao diferencial ndo linear, que pode ser resolvida por varios
métodos destacando o de Euler, Runge-Kutta e Lagrange. Qualquer um nos leva a
solugdo da equagdo de Newton, porem a que se escolher o que melhor leva em conta
para o caso a tratar.
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