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RESUMO

Este trabalho apresenta um estudo a respeito da Programagao Linear Multiobjetivo
(PLMO) o qual destaca, adaptado ao classico Método Simplex, o Simplex Multiobje-
tivo na resolugao de problemas provenientes da PLMO. O Simplex Multiobjetivo, com
auxilio de resultados da Pareto-otimalidade, atua de forma a gerar o conjunto de todas
as solugoes Pareto-6timo (ou solugdes ndo dominadas) que sdo pontos extremos do
conjunto viavel do problema junto da execucao de uma sub-rotina de nao dominancia
— desenvolvida por Yu e Zeleny (1974) — para testar a nao dominancia de qualquer
solucdo extrema (solugdo bésica viavel) encontrada, afim de tornar o problema mais

proximo da realidade levando em consideracao todos os objetivos de interesse.

Palavras-chave: Programacao Linear Multiobjetivo. Método Simplex. Simplex Mul-

tiobjetivo. Pareto-otimalidade. Pareto-6timo.



ABSTRACT

This work presents a study about Multiobjective Linear Programming (MOLP) which
highlights, adapted to the classic Simplex Method, the Multiobjective Simplex in sol-
ving problems from the PLMO. The Multiobjective Simplex, with the aid of Pareto-
optimality results, acts in order to generate the set of all Pareto-optimal solutions
(or non-dominated solutions) that are extreme points of the viable set of the problem
together with the execution of a subroutine of non-dominance — developed by Yu e
Zeleny (1974) — to test the non-dominance of any extreme solution (basic viable solu-
tion) found in order to make the problem closer to reality taking into account all the

objectives of interest.

Keywords: Multiobjective Linear Programming. Simplex method. Simplex Multiob-

jective. Pareto-optimality. Pareto-optimal.
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Introducao

Em diversas situacoes cotidianas necessita-se tomar decisoes com base em objeti-
vos pré-estabelecidos. Tal objetivo, quase sempre, esté ligado a otimizacao matematica,
que investiga, dentre as varias situacoes, aquela que melhor se adéqua ao seu interesse.

Nesse contexto, a Programacdo Linear (PL) auxilia o processo de tomada de
decisao promovendo a otimizagao (maximiza¢ao ou minimiza¢ao) de uma funcao de
meérito (fungao objetivo) de natureza linear sujeita a um conjunto de restri¢goes também
lineares, de igualdades e/ou desigualdades (DANTZIG; THAPA, 1997). Problemas com
essas caracteristicas, denominam-se Problemas de Programacao Linear (PPL).

O estudo da Programacao Linear é imprescindivel, pois ela esta presente em varias
situacoes cotidianas como em setores industriais, politicos e econdmicos, por exemplo.
Os problemas, dela proveniente, geralmente podem ser caracterizados como problemas
de natureza linear e é possivel resolvé-los com grande eficiéncia mesmo com dimensoes
relativamente grandes.

Devido & complexidade desses problemas, naturalmente surgiu a necessidade de
estudar formas de agilizar esse processo. Foi entao em 1947 que George B. Dantzig
propds o Método Simplex para resolver um PPL causando um grande impacto nos
campos: industrial, militar, governamental, planejamento urbano, entre outros (BA-
ZARAA; JARVIS; SHERALI, 2008). A esséncia deste método esta na praticidade de
encontrar a solugao 6tima para o problema especificado, baseando-se em um processo
iterativo que parte de uma solugao basica viavel inicial percorrendo os vértices da regiao
viavel de forma a aumentar /diminuir o valor da fungao objetivo e, finalmente, propor-
ciona a identificacdo do melhor cenario a ser adotado pelo decisor (decison maker).

No entanto, nem todos os problemas reais tém uma tnica funcao objetivo a ser



tratada como se d4 em problemas ordinéarios da otimizacao linear. Passa-se, entao, a
estender os conceitos da PL para Programacao Linear Multiobjetivo (PLMO). Com essa
nova abordagem, em geral, nao existe apenas uma solu¢ao 6tima e sim um conjunto
denominado solu¢oes Pareto-6timo que atendem simultaneamente aos objetivos sob
uma pré-ordem adotada no espaco dos objetivos. A consideracao da PLMO muitas
vezes nos deixa mais proximos da realidade visto que questoes conflitantes demandadas
pelas fungdes de mérito (maximizar o lucro e minimizar o custo, por exemplo), podem
ser modelados sob a 6tica de problemas lineares multiobjetivo. A escolha de uma
solucao Pareto-6timo particular para os interesses depende das carateristicas proprias
do problema e é atribuida ao decisor.

Yu e Zeleny (1974) apresentam o Simplex Multiobjetivo para a geracao de todas
as solugoes nao dominadas (conjunto Pareto-6timo) com grande eficiéncia e que nao
depende da conversao de um problema de otimizacao multiobjetivo em um problema
de otimizacao de objetivo tinico como é feito, por exemplo, nos Métodos Escalares
(Método das ponderagoes) (COHON, 1978).

Nesse sentido, este trabalho contribuira para aprendizagem da PLMO destacando

o classico Método Simplex no tratamento de problemas lineares multiobjetivo.

Objetivos

Objetivo geral

Um estudo avangado em Programacao Linear (PL) objetivando a fundamentagao

matematica aos problemas relacionados a Programacao Linear Multiobjetivo (PLMO).

Objetivos especificos

Estudar a estrutura matemaética de um PPL em geral e sua extensao para modelos
multiobjetivo, bem como apresentar um dos métodos capazes de resolver um Problema
de Programagao Linear Multiobjetivo (PPLM) baseado no classico Método Simplex.
Sera destacada, portanto, a metodologia por tras das principais adaptagoes ao Simplex,
analisando suas vantagens quanto a caracterizacao das solucoes Pareto-6timo de um

PPLM.
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Descricao do trabalho

Este trabalho estda organizado em quatro capitulos. O Capitulo 1, apresenta
alguns resultados da Anélise Convexa, que sao utilizados neste trabalho. No Capitulo 2,
aborda-se as teorias da PL e PLMO bem como a caracterizagao e tratamento dos
problemas provenientes das duas vertentes. No Capitulo 3, trata-se a fundamentagao
tedrica do Método Simplex. No Capitulo 4, descreve-se o Simplex Multiobjetivo e
suas principais adaptacoes e metodologia no tratamento de um PPLM. Por fim, as

perspectivas para trabalhos futuros sao apresentados na conclusao deste trabalho.
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Capitulo 1

Topicos de Analise Convexa

Neste Capitulo serao apresentados fundamentos basicos da Analise Convexa que
servirdo para caracterizar o Problema de Programagao Linear (PPL) quanto ao seu
conjunto X de solugbes viaveis. “|...] Uma vez demonstrado que X ¢é convexo, torna-se
possivel aplicar & Programacao Linear uma série de resultados para conjuntos convexos”
(BREGALDA; OLIVEIRA; BORNSTEIN, 1981, p. 90).

A exploragao da Analise Convexa no contexto da Programacao Linear Multi-
objetivo (PLMO) agrega informagao matemética necesséarias aos resultados que serao
apresentados com a “extensao” do ambiente mono-objetivo para o multiobjetivo.

Defini¢ao 1.0.1 (Conjunto Convexo) Um conjunto X é chamado conjunto convexo

se para quaisquer x,y € X e a € [0, 1] tem-se que
ar+ (1 —a)y € X. (1.1)

Em outras palavras, o conjunto X € convexo se, para cada par de elementos, o segmento

que os une estd intetramente contido em X. Observe a Figura 1.

Figura 1: O conjunto (a) é convexo; o conjunto (b) nao é convexo.

)
i

f - - |
| { = - T |

I: ;: !;: ||\. | )«
Y _
(a) (b)

Fonte: Extraida de Ferreira (2012).
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Exemplo 1.0.2 O espaco R"™, o conjunto vazio e um conjunto que contém um unico
ponto, sao converos. O conjunto X = {x € R" | Ax =b, x > 0} onde A € R™" ¢

b € R™ também é convexo.

Defini¢ao 1.0.3 (Combinagao convexa) Sejam xy, o, ..., ©, € R". A combina-

cao convexa desses vetores € dada por:

Zaixi = 1 + Qog + -+ apx,, com Zai =1, a; > 0. (1.2)

i=1 =1

Se a; >0, parai=1,..., n, trata-se de uma combinacao convexa legitima.

Definicao 1.0.4 (Fecho convexo) O fecho convexo (ou envoltdria convexa) de um
conjunto X C R", denotado por conv(X), € a intersecao de todos os conjuntos converos
que contém X. Ou ainda, a combinagao convezra de todos os pontos em X. A Figura 2

tlustra alguns exemplos.

Figura 2: Em (a), o conjunto X inicial representado pela cor mais escura e o fecho
convexo por ambas as cores; Em (b), X é representado pelos cinco pontos e seu fecho
convexo corresponde a regiao preenchida.

comv(X) conv(X)
(a) (b)

Fonte: Extraida de Souza e Diniz-Ehrhardt (2011).

Definicao 1.0.5 (Ponto Extremo) Seja X = {x € R" | Az = b, x > 0} um
conjunto convero. Dizemos que v € X € um ponto extremo de X quando nao se pode
representd-lo por uma combinagao convexa legitima de nenhum par de pontos distintos

de X, isto é, nao existem x1,x2 € X \ {z} e o € (0,1) tais que
r=oar + (1 —a)xs. (1.3)

Na Figura 2 (b), os cinco pontos sao pontos extremos de X. O conjunto de todos os

pontos extremos de X serd denotado X.,.

Definicao 1.0.6 (Conjunto Poliedral) Um conjunto poliedral X C R" € a inter-

secdo de um numero finito de semi-espacos fechados. Sao fechados e converos, mas
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podem ser ilimitados. No caso de X ser um conjunto poliedral, pontos extremos também
sao chamados vértices.

Defini¢ao 1.0.7 (Politopo) Um conjunto poliedral limitado é chamado politopo.

Exemplo 1.0.8 O conjunto X representado na Figura 2(b) é um politopo, bem como
X={zeR"| Az =0b, z > 0}.

Assim, politopo é o fecho convexo de um ntmero finito de vértices. Portanto,
qualquer elemento em X (como ilustrado na Figura 2 (b)) pode ser escrito como com-
binacao convexa dos seus vértices.

Defini¢ao 1.0.9 (Fung¢ao convexa) Seja X C R™ um conjunto convezo e f : X —

R. Diz-se que f é uma fun¢ao convezxa se para todos x1,xs € X e todo o € [0, 1],
flaxy + (1 = a)zy) < af(zr) + (1 — ) f(x2) (1.4)

Se a desigualdade for estrita para todos x1 # x5 ¢ 0 < a < 1, entao f € estritamente

convexa.

Proposicao 1.0.10 O espaco dos objetivos Y = {y € R? | y = Cx, v € X} é um

conjunto convezo.

Demonstracao. Sejam yp,ys € Y. Assim, tem-se y; = Cxq e yo = Crg com x1, 79 € X.
Logo, V a € [0,1], ay; + (1 — a)ys = Claxy + (1 — a)xs) e, como ax + (1 —a)xs € X

por X ser convexo, segue que C(axy + (1 — a)xs) €Y. O

Defini¢ao 1.0.11 (Cone e Cone convexo) Um subconjunto C C R™ é um cone se
Ve elCel>0, \x € C. Un coneC é convexo se C é um conjunto convexo. A

Figura 3 e Figura 4 ilustram alguns exemplos.
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Figura 3: Cone convexo (a) e cone nao convexo (b).

(a) (b)

Fonte: Elaboragéo prépria (2022).
Exemplo 1.0.12 R} = {x €¢ R" | 2; > 0,7 = 1, ..., n} € um cone convero. Em

particular, para n = 2,

Figura 4: Cone convexo ]Ri.

Y

Fonte: Elaboragdo prépria (2022).



Capitulo 2

Elementos de Programacao Linear

Este capitulo abordara fundamentos essenciais da Programacao Linear (PL) com

o tratamento de problemas mono e multiobjetivo.

2.1 Problemas de Programacao Linear

Para Climaco, Antunes e Alves (2003) um Problema de Programagao Linear
(PPL) consiste em otimizar (maximizar ou minimizar) um funcional linear denominado
funcao objetivo em que as variaveis, chamadas varidveis de decisdo, estao sujeitas a
um sistema linear de igualdades ou desigualdades que recebem o nome de restrigoes.

Segundo Bazaraa, Jarvis e Sherali (2008) o PPL é definido, de forma genérica, como

min C1T1 + CoTo + -+ -+ Ty
sujeito a ay1x7 + a1oxs + -+ - + a1, > by
a1 + A2%2 + - -+ + A2p Ty > by
(2.1)
Am1T1 + Am2T2 + -+ ApnTn 2 bm
T1, To, ..., Ty > 0,
onde ¢1x1 + Coxo + - - - + ¢, € a funcgdo objetivo a ser otimizada, denotada por z. Os

coeficientes ¢y, co, ..., ¢, sao os coeficientes de custo e x1, Ta, ..., T, SA0 as varidveis



2.1. PROBLEMAS DE PROGRAMACAO LINEAR 19

n

de decisao a serem determinadas. As inequagoes E a;jxj > b, parai =1, ..., m, sao
=1

as i-ésimas restri¢oes do PPL. Os coeficientes a;; para i = 1, ..

,m, 3=1 ..., n

sao chamados de coeficientes tecnologicos que constituem a matriz restricao A.

ai; a2 A1n
ag1  A22 A2n
Am1  Am2 Amn

Os termos b; para ¢ = 1, ..., m sao os termos independentes e representam

os requisitos minimos a serem satisfeitos. Tais requisitos, normalmente, representam

T1, T, ..

Seja ¢ = (¢q, ¢, ...

., Tp > 0 sao as restricoes de nao-negatividade.

limitacoes de recursos ou exigéncias e condigoes exigidas pelo problema.

x by a1 A12 Q1n
X2 by Q21 A22 Q2n
Tp bm Am1  Am2 Amn

A forma apresentada em (2.1) pode ser representada também pela nota¢do matricial

min  z(x) =c'z
sa.. Az >0, (2.2)
xz > 0.
O  conjunto wvidvel X & o conjunto de todos os  pontos

r = (x1, Tg, ..., T,) que satisfazem as restrigdes do modelo, ou seja,

X={zeR"| Az >b, z > 0}.

Para solucionar o modelo, devemos encontrar a solucao dtima, ou seja, o ponto
x* € X que proporcione o menor valor para a fungao objetivo no conjunto z(X). Para
isso, um dos métodos mais utilizados para solucionar um PPL é o Método Simplex

que serda abordado com mais detalhes no Capitulo 3. No entanto, para o seu uso, é
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fundamental que o PPL seja reduzido a forma-padrao.

Bazaraa, Jarvis e Sherali (2008) definem o PPL em forma-padrao da seguinte

forma:
min  z(z) =c'w
sa.:. Az =b, b>0 (2.3)
z > 0.

Percebe-se que, a diferen¢a do modelo (2.3) para o modelo em (2.2), é simples-
mente a transformacao das desigualdades em igualdades e b > 0. Além disso, como
ja mencionado, um PPL também pode ser caracterizado por maximizar uma func¢ao
objetivo, diferenciando também da forma-padrao apresentada em (2.3).

Diante dessas possiveis diferencas, faz-se necessério apresentar alguns casos par-

ticulares para transformar (ou reduzir) um PPL qualquer a sua forma-padrao (BRE-

GALDA; OLIVEIRA; BORNSTEIN, 1981). Sao eles:

i) Com desigualdades

Neste caso, podemos transformar uma desigualdade simplesmente subtraindo ou

adicionando variaveis positivas denominadas varidveis de folga.

n
(a) Uma inequagao Z AmjT; > by, pode ser escrita, de forma equivalente, intro-

j=1
n

duzindo uma variavel de folga, da seguinte forma forma: E pjTj — Tyl =
=1
bin-

n n
(b) Uma inequagao Z am;T; < by, € equivalente a: Z Am;Tj + Tpp1 = bpy.
j=1 Jj=1

ii) Com b; <0
Basta multiplicar a restri¢do desejada por (—1) visto que os coeficientes a;; podem

ter qualquer sinal.

iii) Com variaveis livres
Sao variaveis que nao assumem restrigoes de sinal, isto é, as varidveis podem
assumir valores positivos, negativos ou valor nulo. Seja x,, uma variavel livre no

problema. Entdo, podemos substitui-la por duas variaveis positivas 2/, e i de

maneira que z,, = z,, — 2. Evidentemente:
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(a) xp >0 <= z, >z

"

(b) z, =0 < 2}, =1

(€) 2, <0 <= 2|, < al.

iv) Com variavel nao positiva

Seja z, < 0 presente no problema. Entao, basta substitui-la por sua simétrica,
isto é, !, = —x, e substituir x, por z,, no problema. Assim, teremos z, > 0

satisfazendo o PPL em formato padrao.

v) Com funcgao objetivo de maximizacao

Neste caso, basta minimizar a sua simétrica. Isto é, uma funcao objetivo
MAX Z c;x; serd tratada como MIN Z — CjT;.
j=1 j=1
O exemplo a seguir foi retirado de (BREGALDA; OLIVEIRA; BORNSTEIN,
1981):

Exemplo 2.1.1 (PROBLEMA DA DIETA) Um nutricionista precisa estabelecer uma
dieta contendo, pelo menos, 10 unidades de vitamina A, 30 unidades de vitamina B e
18 unidades de vitamina C. Essas vitaminas estao contidas em quantidades variadas
em cinco alimentos que vamos chamar de sy, So, S3, sS4 € S5. O quadro sequinte dd o
ndmero de unidades das vitaminas A, B e C em cada unidade desses cinco alimentos

bem como o seu custo, em reais, por unidade.

Quadro 1: Representacao do problema da dieta.
S1 S2  S3 Sq Sy

A 0 1 5 4 3

B 2 1 0 3 2

C 31 0 9 0

CusTo |4 2 1 10 5

Fonte: Bregalda, Oliveira e Bornstein (1981).

O objetivo, entao, € calcular as quantidades dos cinco alimentos que devem ser
incluidas na dieta didria, a fim de encontrarmos esses teores de vitamina com o menor
custo. Para isso, vamos modelar o problema da sequinte maneira:

Sejam 1, X2, T3, T4 € X5 as nossas varidveis de decisdo como sendo a quantidade
de unidades dos alimentos s1, So, S3, S4 € Sy, respectivamente, utilizados na dieta. O

teor de, pelo menos, 10 unidades de vitamina A pode ser expresso da sequinte forma:

T2 + 5]73 + 41’4 + 3135 > 10. (24)
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Analogamente, indicamos os outros teores minimos para B e C, respectivamente, da
sequinte forma:

2513'1 + To + 31’4 + 21’5 > 30 (25)
311 + 29 + 924 > 18. (26)

Como nao podemos consumir uma quantidade negativa de unidades dos alimentos,
temos também as nossas restricoes de nao-negatividade:

1 > 0; 29 > 0; 23 > 0; 24 > 0; 25 > 0. (2.7)
O custo por dia desta dieta, em reais, serd expresso pelo funcional linear:
z =4x1 4 229 + x3 + 1024 + 5. (2.8)

Nosso problema, portanto, € determinar o ponto dtimo x* = (x1, T3, T3, T4, T5)
tal que satisfaca a todas as restricoes e minimize, ao mesmo tempo, o valor da fung¢ao
objetivo z.

Por fim, o modelo de PL a ser resolvido € o que seque:

min  z(x) = 4z + 2x9 + x3 + 1024 + S5

s.a.: To + Dxs+ 4xs + 35 > 10
2.7}1 + o + 3LL’4 + 2.7}5 Z 30 (29)
3$1 + o + 9334 > 18

X1, T, xs, Xy, X5 Z 0.
2.1.1 Solucao Grafica do PPL

Nesta Secao é apresentado um procedimento para a resolucao grafica de mo-
delos mono-objetivo permitindo a vizualizacao do método algébrico apresentado no
Capitulo 3 — o Método Simplex. Para isso, sao necessarios os seguintes conceitos

apresentados a seguir.

Defini¢ao 2.1.2 (Hiperplanos e semi-espagos) Denomina-se hiperplano em X,

digamos X = R", um conjunto de pontos tais que
H={x eR" | a1z + aswy + -+ + apz, = ap},

com ag, Ay, as, ..., 0, € R.
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O hiperplano divide o R™ em dois semi-espagos representados por:

aixr] + agxe + -+ -+ anTy, > ag

a171 + @y + -+ apTy, < Qo

Se X = R?, entdo o hiperplano € representado por uma reta. No R, um plano.

Vale ressaltar que este procedimento é adequado apenas para PPLs nas dimensoes
R? e R3, isto é, PPLs com no méaximo trés variaveis de decisdo. Para dimensoes maiores
a visualizacao grafica torna-se intratéavel.

Counsidere o PPL

min  z(z) =c'w
(2.10)
reX CR.

A regiao viavel (X) é representada na Figura 5 pelo conjunto de hiplerplanos e
semi-espagos (retas e semi-planos) ou, em outras palavras, os pontos x = (1, x2) que
satisfazem as restricoes do modelo. Estamos interessados, portanto, na solucao 6tima

z* € X que minimiza z(z).

Figura 5: Solugao gréfica.

[ N

~o Solugéo 6tima
T e

iy + cmy = 2

Fonte: Adaptada de Bazaraa, Jarvis e Sherali (2008).

0z(x) 0z(x)
oxry ' Oz,

por ¢ = (1, ¢3) que indica a dire¢ao de maior crescimento da fungao e que — de acordo

O gradiente Vz(x) = ( ) da funcao objetivo z é representado
com Bregalda, Oliveira e Bornstein (1981) — qualquer dire¢ao que faz um angulo menor
que 90° com o gradiente implica nesse crescimento. Uma vez que a fungao objetivo

representa uma familia de hiperplanos paralelos entre si, como ilustra a Figura 5, a
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dire¢do —c = (—¢;, —cz) indica pontos associados a hiperplanos que proporcionam

valores cada vez menores para z(x).

Logo, ¥ € X é o ponto que por ele passa um

hiperplano que minimiza z(x), isto é, cix; + coxsy = z*. Note que z* é, de fato, solucao
) ’ 1 2 ’ ’

6tima do problema genérico de minimizacao (2.10), pois outros pontos associados a

hiperplanos paralelos e além de ¢y} + coxl, = 2™ estarao fora da regiao viavel X.

Na Figura 5 é representado um problema genérico onde hé apenas uma solucao

6tima z*. No entando, “[...] outros casos podem ocorrer dependendo da estrutura do

problema. Todos os casos possiveis que podem surgir estao resumidos abaixo (para um

problema de minimizagao)” (BAZARAA; JARVIS; SHERALI, 2008, p. 20).

i) Unica solucao 6tima. No Capitulo 3 sera apresentado o Teorema Fundamental

da Programagao Linear (TFPL) que garante que se o PPL tem solucao, entao é

encontrada em ao menos um vértice. Além disso, se a solugao 6tima for tnica,

ela encontra-se em um tnico vértice. A Figura 6 ((a) e (b)) representa a tnica

solucao 6tima nos casos da regiao viavel for limitada ou ilimitada.

Figura 6: Unica solucdo 6tima. (a) Regido limitada. (b) Regido ilimitada.

.

Unica ’
solugao -,

otima ’
-

Fonte: Adaptada de Bazaraa, Jarvis e Sherali (2008).

Unica ’

solugéo -,
otima
-

ii) Solugoes 6timas alternativas. Observe na Figura 7 (a) que tanto z] e 3

quanto qualquer ponto no segmento que os une sao solucoes 6timas. Na Figura 7

(b) a regiao viavel é ilimitada, mas, qualquer ponto no raio 6timo também é

solugao 6tima.
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Figura 7: Solugbes otimas alternativas. (a) Regiao limitada. (b) Regido ilimitada.

SO Solugdes 6timas
alternativas

Fonte: Adaptada de Bazaraa, Jarvis e Sherali (2008).

iii) Valor 6timo da fungao objetivo ilimitado. Este caso ¢ ilustrado na Figura 8
onde a regiao viavel e o valor da funcao objetivo sao ilimitados. Para o problema
de minimizagao, o hiperplano correspondente a fungao objetivo cx = z(z) pode
ser movido indefinidamente na direcao —c, interceptando sempre a regiao viavel
X, enquanto ndo é possivel encontrar x* que minimize z(z). Assim, a solugao

Otima ndo existe e a fungao objetivo tem valor —oo.

Figura 8: Valor 6timo da fungao objetivo ilimitado.

Fonte: Adaptada de Bazaraa, Jarvis e Sherali (2008).

iv) Regiao viavel vazia. Neste caso, o sistema de equagdes e/ou inequagoes que
definem a regido viavel X é incompativel (ou inconsistente), isto ¢, ndo admite

solugao.
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2.2 Problemas de Programacao Linear Multiobjetivo

Como ja apresentados, os PPLs tem como objetivo a otimizagao de uma tnica
fungao objetivo sujeito a um determinado conjunto. No entanto, em situagoes reais,
muitos problemas podem necessitar de uma modelagem com varias fungoes de mérito,
ou seja, um PPL pode ser composto por mais de uma fungao objetivo. Problemas dessa
natureza sdo denomidados Problemas de Programacao Linear Multiobjetivo (PPLM).

Um PPLM pode ser formulado da seguinte maneira:

min  Z(z) = (z1(x), ..., %(x))
(2.11)
s.a.: re X CR"

Onde Z : R" — RP é a funcao vetorial composta por p fungdes objetivo, X
¢ o espago das varidveis de decisio e os vetores y = Z(x) € R? encontram-se num
espaco vetorial denotado por Y chamado espaco dos objetivos. Note que, para p = 1,
em (2.11), tem-se o modelo mono-objetivo apresentado na Segao 2.1. Assim como o
modelo mono-objetivo, o modelo (2.11) pode ser representado também pela notagao

matricial

min Cx
(2.12)

sa.:. x¢€ X.

Onde C' € RP*™ ¢ a matriz dos coeficientes para os p funcionais lineares e é constituida

pelas linhas ¢t , k=1, ..., p.

2.2.1 Pareto Otimalidade

Segundo Climaco, Antunes e Alves (2003), as p-ésimas fungoes objetivo podem ser
conflituosas entre si — minimizar o custo de uma dieta nao implica minimizar a ingestao
de colesterol, por exemplo — fazendo com que a solucao 6tima, antes apresentada na
Secao 2.1, perca o sentido no ambiente multiobjetivo. Isso deve-se ao fato de nem
sempre ser possivel encontrar uma solugao que otimize, simultaneamente, todas as
fungoes objetivo. Sera necessario entao, substituir esse conceito de solugao 6tima pelo
conceito de solugoes Pareto-dtimo, ou ainda, solugoes nao dominadas.

Na otimizacao mono-objetivo é possivel determinar facilmente a preferéncia de

pontos sobre o conjunto vidvel X utilizando como funcao de utilidade a tnica funcao
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objetivo em razao do espaco dos objetivos R ser completamente ordenado, isto é, um
funcional z : R® — R com z,y € X temos sempre que z(z) > z(y) ou z(x) < z(y).
Na otimizacao multiobjetivo, por sua vez, tem-se Z : R" — R? onde R” segue a ordem
parcial do cone que sera definida a seguir.

Definicao 2.2.1 (Cone convexro de domindncia) Seja um cone convexo C
ex,y € X. Dizse que x =y (xr é dominado por y) se, e somente se, x —y € C.

Nesse caso, admitimos que C estd imerso em um espacgo vetorial e, portanto, estd mu-

nido da operac¢ao x — .

Para este trabalho adotaremos o cone convexo C = R! C R" (ver a Definicao
1.0.11). Portanto, seja © = (x1, T2, ..., T,) € y = (Y1, Yo, - - -, Ypn). Dizer que = = y
implica v —y € R} ,istoé, x —y >0 <= z; >y, Vi=1,..., n

No entanto, ao considerar a Pareto Dominancia, serd necessario utilizar a domi-
nacao estrita definida como:

Sejam dois vetores x,y € R".
T>Y = T2y e TFY.
A relagao “<” e “ <" sao definidas de forma andloga. Para a relacao “#” tem-se:
r#y <= Jie{l,...,n};z #y.

Contudo, através da fixacao do cone de dominancia C = R! surgem, natural-
mente, as seguintes correlagoes entre o conceito de dominancia e o conceito de solugoes

Pareto-6timo.

Definigao 2.2.2 (Pareto Domindncia no espago dos objetivos) Sejam yi,ys €
Y, dois vetores no espaco dos objetivos. Dizemos que y; € dominado por ys se y; > ys.
Caso nao for possivel relacionar y; e yo através de “ >7, entao y, e ys sao chamados

incompardveis. A Figura 9 ilustra esta situacao.
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Figura 9: Pareto Dominancia no espago dos objetivos.

Espago vidvel dos objetivos Y = Z(X)

Z2

dominados por C
G G
L] £ L]
E
L] . . .
\ ) P y
‘\ F meomparavers com C F
i\ L4 Y .
.
\
\
\\
\ G C
S L]
A 5 A
D
\\ ° . °
.
.
SN B B
.. o | . A
~~\ meomparavers com C
~~N ~ .
Fronteira Pareto—détima ~— nao dominados por C .
TTrel .

21 Z]

(a) (b)

Fonte: Adaptada de Arroyo et al. (2002).

Na Figura 9(b), o ponto C domina os pontos E e F, pertencentes ao retangulo
superior direito, e é dominado pelos pontos A e B pertencentes ao retangulo inferior
esquerdo. Além disso, os pontos G, C e D sao incomparaveis.

Definigao 2.2.3 (Pareto Domindncia no espaco de decisao) Sejam x1,x5 € X.

Dizemos que x1 € dominado por xo se Z(x1) € dominado por Z(xs), ou seja, z(xy) >

z(xg). Caso nao seja possivel relaciond-los, entao x1 e To sao incompardveis.

Defini¢ao 2.2.4 (Conjunto Pareto-6timo e Fronteira Pareto-otimo) Um vetor
de decisao ©* € X € uma solugao pareto-dtimo para o problema (2.11) se nao existe
outro vetor de decisio v € X \ {z*} tal que Z(x) < Z(x¥).

por todas as solugoes pareto-dtimo € chamado Conjunto Pareto-dtimo (ou conjunto de

O conjunto formado

pontos nao dominados denotado por N ); caso contrdrio x* € D, onde D é o conjunto

-

de pontos dominados. A imagem do conjunto Pareto-étimo N, pela aplicagao Z(X), é

chamada fronteira Pareto-otimo.

Portanto, um vetor y = Z(x) € Y é pareto-6timo se seu vetor correspondente z
também é pareto-6timo.

Na Figura 9(a) é representado um exemplo de fronteira Pareto-6tima. Note que
essa fronteira é formada por pontos incomparéveis dois a dois.

A definigao de solugao Pareto-6timo segue com base na ideia de Vilfredo Pareto

na qual destaca que

O bem-estar de uma sociedade ¢ maximo se nao existe outro estado tal que

seja possivel aumentar o bem-estar de um individuo sem diminuir o bem-
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estar dos demais; isto é, nao ha forma de melhorar a situagao de um, sem
prejudicar a situagao dos outros. (PARETO, 1984).

O exemplo genérico, a seguir, servira como modelo de estudo para este trabalho
e foi retirado de (COHON, 1978).

Exemplo 2.2.5
maxr  z1(x) = bry — 2w

maz  z(x) = —x1 + 4a9
s.a.: —x1+x2 <3
ry + 19 <8 (2.13)
Ty <6
To < 4
r1, X9 > 0.

A regiao vidvel X € representada pela Figura 10 a sequir.

Figura 10: Regiao viavel X do Exemplo 2.2.5.

T2
6

5 / -
; /C D kzé“l
3
B
2
—x1+ e <3 X E

1

0 1 2 3 4 5 7 8 9 10
@+ <8
Fonte: Adaptada de Cohon (1978)




Capitulo 3

Método Simplex

Para o desenvolvimento do Método Simplex Multiobjetivo é necessério, antes,
conhecer o Método Simplex Classico que é um dos varios métodos para resolucao de
um PPL. A esséncia deste método trata-se da busca pela solugao 6tima partindo de
uma solucao basica viavel inicial até chegar a uma solugao basica vidvel que otimize
a fungdo objetivo, ou seja, “[...] um algoritmo capaz de gerar solugoes bésicas viaveis
cada vez melhores até chegar a uma que ndo pode mais ser melhorada” (BREGALDA,;

OLIVEIRA; BORNSTEIN, 1981, p. 120).

3.1 Fundamentacao do Simplex

Seja o PPL
min  z(z) =c'w
sa.: Ar=b, b>0 (3.1)
x>0,

dispondo de x € R™™ ¢ € R" e b € R™. Sera assumido que posto(A4) = m e que
posto(A) =m < n.

Uma submatriz nao-singular B € R™*™ de A é denominada matriz base e esta
associada ao conjunto de indices J = {ji1, Jjo, ---,Jm} das colunas de B. A submatriz e
o conjunto de indices das colunas restantes sdo denotadas por N e J, respectivamente.

Consequentemente, Z := J U J = {j1, j2, - - -, jmin} € 0 conjunto de indices de todas
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as variaveis do problema.

T nas partes basica e ndo basica temos

Escrevendo, portanto, a matriz A, 27 e ¢
A= (B, N), 2" = (2, 25) e ¢’ = (ck, ck). Dessa forma, é possivel reescrever Az = b

e a funcao objetivo z = ¢’z como:

BZEB+NJZN:b

(3.2)
z=(cg)lop+ (en) 2.
Pela singularidade de B, existe B~! tal que
v+ B 'Nzy =B (3.3)
z=(cp)"'B'b+ (cy — cEB~'N)xy. (3.4)

Fazendo zy = 0, ou seja, 2(J) = (r3, 0), em (3.3), temos x5 = B~'b com b > 0.
(zp, 0) é chamada solugdo basica. Além disso, se g = B~'b > 0, entdo a solucdo

bésica ¢ viavel. Em (3.4), por sua vez, obtemos
z=(cg)'B™ . (3.5)

Sendo assim, o PPL pode ser representado em sua forma candnica sempre que
uma nova solucao bésica viavel for obtida.
Uma representacao interessante e simplicada de (3.3), (3.4) e (3.5) ¢ através do

Tableau Simplex visto a seguir.

Tabela 3.1: Tableau Simplex.

|
TB : TN
|
l
5 I i BN B~
l
|
0 | cn — cEBT'N (cg)' B~
|
(

Fonte: Elaboragao propria (2022).

Ou ainda, com mais detalhes:
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Quadro 2: Tableau Simplex.

S VB 11 e T, Tont1 N Ij e Tontn I(j)

1 T 1 te 0 Ylmsa e ylj U Ymin :%1

m Tm 0 e 1 Ymmer "7 ymj U Ymmin Tm
0 ... 0 /r"m+1 ... /r'] . rm+n z

Fonte: Adaptado de Yu e Zeleny (1974).

Onde
Y ={yij}ti=1,..m = (I, B'N) (3.6)
]:

s ey, MAT

sdo os novos coeficientes tecnologicos apos manipulagoes no Tableau (pivoteamento),
r= (rla SRR rern) = CT - (CB)TY (37)

chamados custos reduzidos em que ¢ = (¢g, cy),

os valores correspondentes as variaveis basicas e
z=cgB b (3.9)

o valor da fungao objetivo associado a solugao bésica viavel atual.
Na busca de estabelecer um critério para determinar a possibilidade de melhorar a
atual base, Yu e Zeleny (1974) discutem a ocorréncia de dois casos possiveis no método

Simplex.

Lema 3.1.1 (YU; ZELENY, 1974) Dado uma base vidvel J tal que & = B~'b > 0,
existem dois possiveis casos no Tableau do Simplex:

Caso 1. Ocorréncia der; > 0V j € J. Entao, #(J) = B7'b e xy =0 € solucdo
dtima minima, isto é, nao € possivel melhorar (reduzir) ainda mais o valor da fung¢do
objetivo. E mais, caso também ocorra r; = 0 para algum j € J . entdo, teremos uma
infinidade de solugoes dtimas. Por outro lado, caso r; > 0V j € J, entdo a solucdo

otima € unica.
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Caso 2. Ocorréncia de pelo menos um j € J tal que r; < 0. Assim, a varidvel

associada a j-ésima coluna entrard na base com valor

ej:&:mm{x_i;ysj >0}. (3.10)

Ypj s sj

Onde y,; € chamado elemento pivo.

Ao introduzir a j-ésima coluna na base, portanto, é possivel obter — por elimina-
¢ao Gaussiana (BREGALDA; OLIVEIRA; BORNSTEIN, 1981) — a p-ésima coluna
da matriz identidade no proximo Tableau. Dessa forma, pelo Caso 2, é gerada uma
nova solugao bésica viavel com o decrécimo de 6;r; na funcao objetivo ja que queremos
minimizar z = ¢’ x (YU; ZELENY, 1974). Além disso, note que, em (3.10), a forma
com que 0; foi definido garante a anulacao de uma das variaveis que se encontram na

base atual, bem como satisfaz 6; > 0.

Observagao 3.1.2 (YU; ZELENY, 197}) Dado o Tableau do Simplex correspon-
dente a uma base J, e supondo que serd introduzido na base a j-ésima coluna, j € J1,
satisfazendo a condi¢ao descrita no Caso 2 do Lema (3.1.1). E gerada uwma nova base
To tal que Jo = J1 U{j} \ {Jp} onde j, € Ji € a coluna associada a I, no Tableau
correspondente a base Ji. Observe que hd eratamente um elemento em Jo que nao
estd em J; e vice-versa. Duas bases que gozam dessa propriedade, como Ji e Ja, sao
chamadas adjacentes uma a outra. Os correspondentes pontos extremos a essas bases
sao denominados pontos extremos adjacentes de X .

Contudo, em cada iteracao do Simplex, é possivel alterar uma coluna de 7, isto
é, determinar qual variavel deve entrar e qual deve sair da base de tal forma que se
mantenha #(J) = B~'b > 0 e o valor da fungdo objetivo seja melhorado. Repetimos,

assim, esses passos, até que uma solucao 6tima seja obtida.
Em busca de justificar essa esséncia do Método Simplex. Sao apresentados os

seguintes conceitos.

Teorema 3.1.3 O conjunto X das solugdes vidveis de (3.1) é convezo.

Demonstracao. Seja x1, 1o € X. Entao x1,29 = 0, Az = b e Axy = b. Assim, seja

a € [0,1] temos que A(azy + (1 —a)zs) = aAr1+ (1 —a)Azes = ab+ (1 —a)b=0. O

Com este teorema “|...] é possivel obter resultados importantes que dizem respeito

a otimizagao de fungoes concavas (das quais as fungoes lineares sao um caso particular)
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e convexas sobre conjuntos convexos” (BREGALDA; OLIVEIRA; BORNSTEIN, 1981).
Desses resultados, um é extremamente necessario para o desenvolvimento do Método
Simplex e sera anunciado a seguir.

Teorema 3.1.4 Seja z : R" — R wma fungdo convexa e seja X um politopo convexo

em R™. Considerando o problema de minimizar z(x) sujeita a x € X, uma solu¢do

otima =¥ para o problema existe e se encontra em um ponto extremo de X.

Demonstragao. ver em (BAZARAA; SHERALI; SHETTY, 2013). O

Sendo assim o teorema garante que, na busca da solugao 6tima de um PPL, basta
nos restringirmos aos pontos extremos do conjunto viavel.

Definicao 3.1.5 Um ponto x € X € dito vértice de X quando nao € possivel gerd-lo

a partir de dois pontos distintos de X através de uma combinagao conveza legitima.

Definido o conceito de vértice, sera possivel caracteriza-lo a partir de um PPL e
ainda gera-lo. O resultado a seguir garante a equivaléncia entre o conceito de solugao
bésica viavel e o conceito de vértice.

Teorema 3.1.6 z ¢ vértice do conjunto X de solucoes vidveis do PPL se, e somente

se, for solucao bdsica vidvel.

Demonstrag¢ao. Ver em (BREGALDA; OLIVEIRA; BORNSTEIN, 1981). O

Teorema 3.1.7 (Teorema fundamental da programacao linear) Considere o
PPL dado por (5.1).

(i) Se eziste solugdo vidvel, existe uma solugdo bdsica vidvel;

(11) Se existe solugao dtima vidvel, existe uma solug¢do dtima bdsica vidvel.

Com esse teorema conclui-se que resolver um PPL é simplesmente trata-lo como
um problema de busca sobre o conjunto das solucoes bésicas viaveis.

E importante salientar que, para problemas da forma (3.1), uma solucdo basica
viavel inicial pode ser facilmente encontrada escolhendo como variaveis basicas as va-
ridveis de folga do problema e anulando as demais variaveis. Dessa forma, é obtida
uma base canonica (B = I). Sendo assim, para manter a forma canoénica do PPL em

cada passo do algoritmo, sao necessarios os passos de pivoteamento ja mencionados.
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No entanto, pode ocorrer casos de igualdades e desigualdades do tipo “>" com
b >0, em (3.1), que dificultaria gerar uma solugao basica viavel inicial. Para contornar
esses possiveis casos o seguinte PPL auxiliar, também designado por método de duas

fases, deve ser resolvido:

min  (c*)’2®

sa.: Ar+2°=b, b>0 (3.11)
x, x% > 0.
Onde (¢*)" = (1, ..., 1) € R™ sio os coeficientes de custo das varidveis artificiais 2

adicionadas ao problema. Uma solugao bésica é dada por #(J) = (z, %) = (0, b) e &
viavel ja que b > 0.

Para mais detalhes do método de duas fases, consultar (BAZARAA; JARVIS;
SHERALI, 2008).

No algoritmo 1, a seguir, estao os passos principais do Método Simplex para

resolver um PPL.

Tabela 3.2: Algoritmo Simplex para PPL.

Algoritmo 1:

Entrada: Base J e solucao bésica viavel inicial (xp, 0).
(Utiliza-se o problema (3.11) para obter (zp, 0), caso necessario).
Enquanto {j € J | r; < 0} # 0 faga
escolher j € {j € J | r; < 0}.
Se ys; < 0 para algum s € J entao
PARE, solu¢do impossivel (¢'z — — 00).
Senao

s
escolher s € min{— | ysj > 0}.

Seja J =J U{j}\ ]{s} Reduzir a nova base a forma
canonica realizando o pivoteamento.
FimSe
FimEnquanto
Saida: Base 6tima J e solugao basica otima (xp, 0).




Capitulo 4

Simplex multiobjetivo

4.1 Adaptacoes ao Simplex para PPLM

Dado uma base J, o Tableau Simplex multiobjetivo pode ser construido seme-

lhante ao Tableau representado pela Tabela 3.1 no Capitulo 3:

Tabela 4.1: Tableau Simplex multiobjetivo.

|
B : TN
|
i
T5 I BN B~

|
1
|

U cy —cpBT'N 2!

. I .

0 ' &K—-&B'N 2P

|

Fonte: Elaboracao prépria t2022).

Percebe-se que a diferenga entre os dois Tableaus é simplesmente a extensao
natural relacionada as p funcoes objetivo. Por conseguinte, as tltimas linhas do Tableau

multiobjetivo sao compostas, para k =1, ..., p, por
[0 | & —c&EBIN J=1"

Além disso, Z = (2, ..., 2P) = CgB~'b. Onde 2", para k = 1, ..., p, denota o valor
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da k-ésima funcao objetivo na base vigente.

Com o uso da Tabela 4.1 pode-se considerar, por conveniéncia

Y B~'b
= . (4.1)
R 7

Para cada j € J escolhida a entrar na base, é definido o novo valor da variavel
(6;) associada a j — como em (3.10).

Os conceitos e resultados a seguir serao analogos aqueles utilizados no Método
Simplex e servirao para estender a teoria desenvolvida no tratamento do PPLM.

Seja o PPLM

min Cx
(4.2)
sa.: x¢€ X.

Observacao 4.1.1 Considerando o Lema 3.1.1, isto €, dada uma base J tal que
#(J) > 0. Ser® >0, entio 2(J) ¢ uma solugdo dtima para (4.2). Se r;-“ >0,VjeJ,
entao ©(J) € a unica solugao dtima para (4.2) e, sendo assim, Z(J) € Nep. Em que
New = NN X, € 0 conjunto de pontos extremos nao dominados de X, isto €, as solugoes

pareto-ctimas que $ao pontos extremos.

Observacao 4.1.2 Seja uma base J e j € J. Introduzindo a j-ésima coluna na
base obtém-se uma base adjacente J, (ver Observagao 3.1.2). Consequentemente é
decrementado 6;R; nas fungoes objetivo. Isto €, Z(J1) — Z(J) = 0;R;, onde Z(J) =

(24, ..., ") na base J.

Da observacao anterior, temos o seguinte resultado:

Teorema 4.1.3 (YU; ZELENY, 1974) Dada uma base Jy
(i) Se existir j € Jo tal que 0;R; < 0, entdo #(Jp) € D;

(i) Se existir j € Jo tal que 0;R; > 0, entdo 2(J,) € D, onde J, € a nova base

obtida ao introduzir a j-ésima coluna na base;

(111) Se existirem j, k € Jq e J; e Ji como sendo as novas bases obtidas ao introduzir,

respectivamente, a j-ésima e a k-ésima colunas na base. Supondo, portanto, que

HjRj < 0, Ry,. Entao i‘(jk) eD.

Observacao 4.1.4 (YU; ZELENY, 1974) Dada uma solucao bdsica vidvel &(J)
¢ possivel verificar se T(J) € Nex ou &(J) ¢ Ne, considerando a Observagao 4.1.1 e
pelo item (i) do Teorema 4.1.3. No entanto, esses resultados, apesar de bastante teis,

nao cobrem todos os casos.
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Os resultados apresentados acima indicam que determinadas mudancas de base
levam a solugoes basicas viaveis dominadas. Porém, a pergunta a se fazer é: E quanto
a nao dominancia da base atual? O tnico resultado, segundo Cohon (1978), que
estabelece imediatamente a nao dominancia da base atual faz uso da Observacao 4.1.1
a qual destaca a unicidade da solucao béasica atual para uma das funcoes objetivo;
que ocorre quando todas as colunas nao béasicas para uma fungao objetivo (ou uma
linha de custos reduzidos) tenham seus valores estritamente positivos. Entretanto, a
possibilidade da ocorréncia de Tf = 0 para algum j € J implica em uma infinidade de
solugoes (item (i) do Lema 3.1.1) fazendo com que haja a possibilidade da base atual
ser dominada.

E proposto, entdo, por Yu e Zeleny (1974), um método algébrico denominado
sub-rotina de ndo dominancia capaz de verificar se (J) € N. O método

Tenta encontrar uma solugao basica viavel que produza mais para pelo me-
nos um objetivo, mas nao menos para qualquer outro objetivo, do que ja é

fornecido pela atual base. Se tal solugao pode ser encontrada, entao a base

atual é dominada; se ndo, entdo é ndo dominada. (COHON, 1978).

4.1.1 Sub-rotina de nao dominancia

Considerando o problema (4.2), a sub-rotina de ndo dominéncia atuard para
reduzir o méximo possivel o valor de pelo menos uma das k-ésimas fungoes objetivo
além do que ja é obtido na base atual sem comprometer as demais, ou seja, sem que
as demais aumentem os seus valores.

Portanto, seja 2° = #(J) associada a base atual J. A sub-rotina tentara encon-

trar uma solugao basica viavel de tal forma que

Cr < Ca°. (4.3)
Sendo assim, considera-se as novas variaveis e = (eq, ..., e,) que indicardo o quanto
sera reduzido de 2", para k=1, ..., p e (4.3) ficara na forma
Cx+e=Ca"
A sub-rotina ¢, entdo, um problema de maximizar e = (ey, ..., e,) uma vez que

o problema tenta reduzir ao maximo os valores das fung¢oes objetivo.
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Dessa forma, a sub-rotina é definida como (YU; ZELENY, 1974):

p
w = max E e;
i=1

sa.: X={(z,e)|zeX,Cor+e=0Cz" e>0}.

(4.4)

Teorema 4.1.5 (YU; ZELENY, 197/4)
(i) 2" € N se, e somente se, w = 0;

(ii) 2° € D se, e somente se, w > 0.

Demonstragao. Seja (z*, €*) > 0 uma solugao 6tima de (4.4) e suponhamos que w > 0.
Logo, existe um subconjunto em e* = (ey, ..., €,) com ao menos um k tal que e; > 0
e

vt < Fal

e, portanto, 2° € D e (ii) estd demonstrado.
Se, por outro lado, w = 0, entao e* = 0 e nao existe z € X tal que
Cx < Cx°
ou seja, 2° € N. [

Corolario 4.1.6 (YU; ZELENY, 197}) Se w > 0, entao a solugao correspondente
' e X, Ozt < C2°, é um ponto nao dominado, isto €, x € N. Em outras palavras, a

solugio x* € pareto-dtimo.

O problema (4.4) pode ser resolvido a partir do Tableau que corresponde a solugao

basica vidvel a ser testada. Dessa maneira, temos o seguinte Tableau:

Tabela 4.2: Tableau da sub-rotina de dominancia.

Amxn Im><m 0m><p bm><1
Cpxn Opxm Ipxp CIO
len lem 11><p 0

Fonte: Adaptada de Yu e Zeleny (1974).
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Onde 114, = (1, ..., 1). A primeira e a segunda coluna do Tableau sdo compostas
pelos coeficientes associados, respectivamente, as variaveis originais e as variaveis de
folga adicionadas ao problema. Na terceira coluna tem-se os coeficientes associados a
nova variavel e. Note que a dtima linha é representada pelos coeficientes da fungao
objetivo do problema (4.4).

O Tableau da sub-rotina em termos da base B é representado a seguir.

Tabela 4.3: Tableau da sub-rotina de dominancia correspondente & base.

B7'A B! O B~
C - CgBilA — CgBil Ip><p Om><1
Lixp[CEB'A—=C] | 114, [CEB™] 01xp 0

Fonte: Adaptada de Yu e Zeleny (1974).

E fornece, para o problema (4.4), a solucdo basica viavel (z, e) = (2, 0).

Em geral, o Tableau para a sub-rotina possui uma estrutura especial que eventu-
almente torna suficiente investigar apenas a linha de custos reduzidos do Tableau (YU,
ZELENY, 1974).

Portanto, tem-se a seguinte condicao de suficiéncia:

Teorema 4.1.7 (YU; ZELENY, 197}) Dada uwma base J, suponha que
Lixp[CEB'A—C | CEB™ <0. Entdo, 3(J) € Ne,.

Note que o resultado anterior remete a uma das condi¢oes de parada do Algoritmo 1

do Simplex apresentado na Tabela 3.2 do Capitulo 3.
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Os passos principais para resolver um PPLM a partir do algoritmo de Yu e Zeleny

(1974) sao apresentados como segue:
Algoritmo 2: Simplex Multiobjetivo (YU; ZELENY, 1974)

1: Determine uma solugdo basica viavel inicial 2°(); considere k = 0 (n° de solu-

¢oes basicas viaveis) e [ = 0 (n? de solugoes basicas vidveis que sao pareto-6timo).

2: Se z¥ minimiza alguma funcio objetivo, entdao z* (ou alguma solucio alternativa)
é pareto-6timo (solu¢ado nao dominada); registre z¥ faca | = 1+ 1 e va para 5.

Senao, va para 3.

3: Se R; < 0, para algum j € J, entdo z* € D. Se a introducio de j leva a uma
base nao explorada, faca a atualizacao, k = k + 1 e volte para 2; senao, va para

8. Se nao existe j € J tal que R; <0, va para 4.

4: Formule e resolva a sub-rotina de dominancia. Se z* é pareto-6timo, registre z*

e faca [ =1+ 1; va para 5.

5: Verifique se ha coluna dominante. Se existe e a base resultante (ao introduzir
a coluna dominante na base atual) ainda nao foi explorada, faga a atualizagao.
k =k +1 e va para 2; se a base ja foi explorada, va para 8. Se nao existe coluna

dominante, va para 8 se ¥ € D ou para 6 se z° € N e/oul = 0.

6: Verifique se existem colunas R, j € J nao comparaveis com o vetor 0. Se existem

colunas deste tipo, va para 7; se nao existem, va para 8.

7: Armazene todas as colunas (bases) nao exploradas que nao levariam a solugoes

dominadas; va para 8.

8: Se existirem bases armazenadas a explorar, selecione uma delas, faca a atualiza-

¢ao. k =k + 1 e va para 2; senao, fim.
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4.2 Aplicacao a um exemplo
Recorde o problema multiobjetivo (2.13) apresentado no Capitulo 2:

max  2(x) = bxry — 229

max z(x) = —x1 + 4ay
s.a.: -1+ a9 <3
Ty + 23 <8 (4.5)
Ty <6
Ty < 4

x1, w2 = 0.

Primeiramente o representamos na forma padrao (2.3) e considerando a formula-

¢ao do PPLM (2.11):

min Z(x) = (z1(x), z2(x))
s.a.: —x1+ 9 +23=3
1+ a9 +2x4 =28 (4.6)
T1+ 25 =0
To+ x5 =4

T1,X2,T3,T4,Ts5, T 2 0.

Para inicializar o método simplex multiobjetivo, antes, é necessario ter uma so-
lugao basica viavel inicial. Essa solucao bésica inicial pode ser tomada considerando
como variaveis bésicas as varidveis de folga, isto ¢, 2°(J) = (0,0,3,8,6,4). A Ta-
bela 4.4, a seguir, representa o Tableau Simplex Multiobjetivo para a solu¢ao bésica

viavel atual z°.
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Tabela 4.4: Tableau 1.

r1 X9 X3 T4 Ty Tg
T3 -1 1 1 0 0 O 3
T4 11 0 1 0 O 8
Ts 1 0 0 0 1 O 6
T 0O 1 0 0 0 1 4
-5 2 0 0 0 O 0
1 4 0 0 0 O 0

Iniciando o Simplex multiobjetivo de acordo com os passos do Algoritmo 2,

verifica-se, primeiramente, se z° minimiza alguma funcdo objetivo.

Note que, nao

ha ¥ > 0 para k = 1, 2 e, portanto, nenhuma das duas funces objetivo esté em seu

valor 6timo. Por conseguinte, nao é possivel utilizar a Observagao 4.1.1 para verificar

de imediato se 2° é pareto-6timo, ou seja, 2° € N. Sendo assim, o proximo passo é

verificar se z° € D usando o item (i) do Teorema 4.1.3. No entanto, niio existe R; < 0

para j € J. O passo seguinte é resolver, entao, a sub-rotina de nao dominancia e tem

por representacao a Tabela 4.5 seguinte.

Tabela 4.5: Tableau 2.

4
1 X2 T3 Ty X5 Tg €1 €9
T3 -1 1.1 0 0 0 0 0 3
Ty 11 0 1 O 0 0 O 8
T5 10 0 0 1 0 0 O 6
Tg o 1 0 o0 0 1 0 0 4
ey -5 2 0 0 0 0 1 0 0
— ey 4 0 0 0 0 0 1 0
w 4 2 0 0 0 0 0 0 0
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Note que a sub-rotina é um problema de maximo e, com isso, a coluna referente
a variavel x; deve ser introduzida na base. Pivoteando, temos o Tableau 3 final para a

sub-rotina representado pela Tabela 4.6.

Tabela 4.6: Tableau 3.

r1 X9 X3 Ty Ty Tg €1 €9
T3 o o0 1 -1 2 0 0 0 7
€2 o 0 0 4 -5 0 0 1 2
€1 o 0 o0 -2 7 0 1 0 26
T o 0o o0 -1 1 1 0 O 2
T 1 0 0 0 1 0 0 O 6
T o 1 0 1 -1 0 0 O 2
w o 0 0 2 2 0 0 0 28

A sub-rotina termina com valor 6timo w = 28 > 0 correspondente a solugao
bésica viavel (z, e) = (6,2,7,0,0,2,26,2). Como w > 0, pelo Teorema 4.1.5, z €
D. Prosseguindo o algoritmo analisando novamente o Tableau 1, nota-se que nao ha
colunas dominantes e nem colunas comparaveis com o vetor 0. Portanto, escolhe-se a

Zo a entrar na base e o Tableau, apds o pivoteamento, é apresentado a seguir.

Eabela 4.7: Tableau 4.

Ty T2 T3 Tga Ts Tg

T 11 1 0 0 0 3
4 2 0 -1 1 0 0 5
5 1 0 0 0 1 0 6

— 0 -1 0 0 1 1

3 0 2 0 0 0 -6
3 0 4 0 0 0 12

A solucdo bésica vidvel para o Tableau 4 é dada por z'(7;) = (0,3,0,5,6,1).

Por simplicidade, os passos do Algoritmo 2 serao descritos como segue.
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2: Nenhuma func¢ao objetivo no valor 6timo.
3: r' < 0. Pelo item (i) do Teorema 4.1.3, ' € D e x; deve entrar na base

levando a uma base J5 nao explorada. Pivoteando, temos o seguinte Tableau.

Tabela 4.8: Tableau 5.
1

r1T X9 T3 T4 Xy Tg

T o 1 0 0 0 -1 4
T 0 0 1 0 -2 3
T O 0 1 0 1 -1 5
2 1 0 -1 0 0 1 1
0 0 -5 0 0 3 -3

0 0 1 0 0 3 15

Com solucdo bésica viavel corresponte a 2?(J;) = (1,4,0,3,5,0).

2: A funcao objetivo 2 esté no valor 6timo e a solucdo é tnica visto que 72 > 0.
Portanto, 2> € N e é pareto-6timo.

5: Note que R3 domina Rg. Pelo item (iii) do Teorema 4.1.3 a introdugao de zg
levaria a uma solucao dominada em relacao a introducao de x3. Logo, x3 deve entrar

na base e obtem-se o seguinte Tableau apo6s o pivoteamento.

Tabela 4.9: Tableau 6.
+

Ty T X3 T4 Ty g

5 0O 1 0 0 0 -1 4
3 0o 0 1 1 0 -2 3
— a5 0 0 0 -1 1 2
) 1 0 0 1 0 1 4
o 0 0 5 0 -7 12

0 0 0 -1 0 5 12

Correspondente a solucdo bésica viavel °(73) = (4,4,3,0,2,0).
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2: Nenhuma func¢ao objetivo no valor 6timo.
3: Nao existe coluna [?; < 0 para algum j € J.
4: Formular e resolver a sub-rotina.

O Tableau da sub-rotina é retratado na Tabela 4.10.

Tabela 4.10: Tableau 7.

)
1 T2 T3 T4 Xy Xg €1 €2
T o 1 0 O O -1 0 O 4
T3 o 0 1 1 0 -2 0 O 3
Ts o 0 0 -1 1 1 0 O 2
T 10 0 1 0 1 0 0 4
ey o 0 o0 5 0 -7 1 O 0
— ey 0 0 0 -1 0 0 1 0
w o o o0 -4 0 2 0 O 0

4: A variavel zg deve entrar na base. Assim, a sub-rotina tem seu valor 6timo
atingido com w = 0; pelo Teorema 4.1.5, 2° € N e é pareto-6timo.

Continuando o algoritmo analisando o Tableau 6,

5: Nao ha coluna dominante.

6: As colunas R4 e Rg s@o nao comparaveis com o vetor 0.

7: Bases a explorar: A introducdo da variavel x4 na base levara a J3 = {1,2,4,5}
na qual ja foi explorada; x¢ levara a base nao explorada J, = {1, 2, 3,6}.

8: As bases restantes para explorar sao J; = {1,3,4,6} e J; = {1,2,3,6};
escolhe-se, portanto, xg para entrar na base. Pivoteando, resulta-se no Tableau 9 a

seguir.
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Tabela 4.11: Tableau 9.
4

1 T2 T3 Tg4 X5 Tg

— x4 0 1 0 10 2
3 0 0 1 -1 2 0 7
6 0O 0 0 -1 1 1 2
) 1 0 0 0 1 0 6

0O 0 0 -2 7 0 26
0 0 0 4 -5 0 2

Tendo como solucio bésica viavel z*(7,) = (6,2,7,0,0,2).
2: Nenhuma func¢ao objetivo no valor 6timo.
3: Nao ha R; < 0 para algum j € J.

4: Formular e resolver a sub-rotina representada no Tableau 10 seguinte.

Tabela 4.12: Tableau 10.

r1 X9 T3 T4 Xy Tg €1 €9
T o 1 0 1 -1 0 0 O 2
T3 o o0 1 -1 2 0 0 0 7
T o 0 o0 -1 1 1 0 O 2
1 1 0 0 o0 1 0 0 0 6
e o o o0 -2 7 0 1 O 0
€2 o 0 0 4 -5 0 0 1 0
w o 0 o0 -2 -2 0 0 O 0

z* resolve a sub-rotina e w = 0; considerando o Teorema 4.1.7 e o Teorema 4.1.5,
z* € N. Analisando, pois, o Tableau 9 para continuar o algoritmo, tem-se que

5: Nao ha coluna dominante.

6: Nenhuma coluna de custos reduzidos é comparavel com o vetor 0.

8: Base restante a explorar: J; = {1, 3,4,6}; J; é encontrada fazendo x, entrar

na base. Pivoteando, chega-se no Tableau 11 representado na Tabela 4.13.
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Tabela 4.13: Tableau 11.

1 X2 X3 T4 Ty Te

Ty
T3
Te
I

_ o O O
O~ =
O O = O
OO O =
S e B SR
o = O O

D = O DN

30

2°(J5) = (6,0,9,2,0,4) é a solucdo bésica vidvel encontrada.

2: A funcdo objetivo z; esta no seu valor 6timo e z° é solucdo 6tima tnica; pela

Observacao 4.1.1, 2° € N.

5: A coluna R, domina Ry, porém, a base J = (1,2,3,6) ja foi explorada e

corresponde a solucio basica viavel z*(74).

8: Nao existem bases a explorar; fim.

Contudo, o algoritmo gerou o conjunto de todas solugoes que sao pontos extremos

do conjunto viavel (os vértices) e podem ser analisados na Tabela 4.14.

Tabela 4.14: Bases adjacentes exploradas.

r1 T T3 T4 Tz Tg 21
Ao 0 3 8 6 4
B|{o 3 0 5 6 1 -12
ci1 4 0 3 5 0 -15
D4 4 3 0 2 0 ]-12 -12
El6 2 7 0 0 2|-26
F{6 0 9 2 0 4/-30

Tendo em vista as bases exploradas, percebe-se que A é dominada por D e E; B

é dominada por C; E e F sao solugoes pareto-6timo pois nao é possivel encontrar outra

solugao melhor, isto é, ndo existe 7* tal que Z(z*) < Z(2*) ou Z(2*) < Z(2°). Ressalta-

se também os valores utopicos y; = —30 e yo = —15 para 21 e 2o, respectivamente.

A ilustragao por meio da Figura 11 retrata a progressao do Simplex Multiobjetivo

em torno dos pontos extremos do conjunto vidvel X do problema (4.5).
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Figura 11: Progressao Simplex Multiobjetivo.

€2

Fonte: Elaboragao propria (2022).

Pode-se notar que o Simplex Multiobjetivo foi capaz de gerar o conjunto N, do
PPLM (2.13) e, consequentemente, as solugoes que sao dominadas — o conjunto D.
Percebe-se que N., é o cojunto Pareto-6timo que sao pontos extremos no espago de
decisao X.

Além disso, é possivel representar o espago dos objetivos para o problema. O

espago pela aplicagdo Z(x) é ilustrado na Figura 12.

Figura 12: Espaco dos objetivos.

1012

1
80 -28 \-26 -24 22 -20 -18 -16 -14 -12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10

Solugéo utdpica

Fonte: Elaborago propria (2022).

Na Figura 12 destacam-se a fronteira Pareto-6timo bem como a solucao utdpica
do problema.

Vale lembrar que o problema iniciou com uma solucdo basica viavel z° € D
e que, para contornar este problema, “[...| na pratica, ¢ melhor iniciar o algoritmo

com uma solugao que minimize um dos objetivos indivudualmente” (COHON, 1978, p.
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150). Neste caso, varios métodos podem ser utilizados para obter uma solu¢ao basica
viavel inicial que seja pareto-6timo; um exemplo é o Método escalar (ou Método das

ponderagoes).
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Conclusao

O estudo de problemas provenientes da otimizagao multiobjetivo tem evoluido
bastante em varias areas de conhecimento e contribui bastante no ramo da Teoria da
Decisao. A PLMO, por mais que a teoria da otimizacao multiobjetivo tenha mais
pesquisas voltadas para problemas nao lineares, nao deixa de ser importante. Ha
diversos problemas cotidianos e praticos que podem ser modelados a partir da 6tica da
PLMO de maneira eficaz e que representam uma boa aproximagao do problema real.

Neste trabalho, objetivou-se contribuir & PLMO apresentando um estudo a res-
peito do Simplex Multiobjetivo destacando as adaptacOes necesséarias ao classico Mé-
todo Simplex para resolucao de um PPLM. O Simplex multiobjetivo é mais uma alter-
nativa de algoritmo capaz de gerar o conjunto de todas as solugoes nao dominadas do
problema de maneira pratica, intuitiva e eficaz; por ser baseado no Método Simplex.
Em sua metodologia, portanto, foi necessario o apoio das teorias da Anélise Convexa
e Pareto-otimalidade (onde destacam-se os conceitos de dominéancia) visto que em um
PPLM sao considerados, para os processos de decisao, um determinado nimero de ob-
jetivos conflitantes entre si. Os conflitos passam pela ideia de Vilfredo Pareto em que,
resumindo, nao ha possibilidade de melhorar a situagao para uma fungao de mérito sem
piorar a situagao das outras. Houve, assim, a necessidade dos estudos a respeito da
ordem parcial advinda da teoria dos cones para a caracterizacao das solugoes pareto-
6timo bem como o uso de uma sub-rotina de nao dominéancia desenvolvida por Yu e
Zeleny (1974) capaz de testar a ndo dominancia de uma solugao basica viavel, isto ¢,
testa se a solugao atual é pareto-6timo ou nao, caso os principais teoremas e resultados

descritos por Yu e Zeleny (1974) nao puderem ser aplicados.
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Sugestoes para trabalhos futuros

No intuito de avancar na pesquisa, considerando aspectos nao estudados no pre-
sente trabalho, faz-se, em seguida, algumas sugestoes e consideragoes para trabalhos

futuros.

e A possibilidade de implementacao do algoritmo Simplex Multiobjetivo para ava-
liacao da eficacia e eficiéncia comparando-o com outras propostas existentes na

bibliografia;

e Um estudo alternativo ao Simplex Multiobjetivo baseado em pontos interiores.
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