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RESUMO

O modelo de regressao beta, em muitas situacdes, € utilizado para modelar dados que apresentam
o suporte definido no intervalo (0,1). Este modelo ganhou bastante destaque desde a sua
apresentagdo por Ferrari e Cribari-Neto (2004). Geralmente, € utilizado o método da maxima
verossimilhanca (MV) para estimar os parametros do modelo beta, entretanto, quando o tamanho
da amostra € pequeno, os vieses dos estimadores nao podem ser desprezados, sendo necessaria
a correcdo dos vieses. Dentre as correcOes existentes para os vieses dos estimadores de MV,
pode-se citar a correcdo via bootstrap. Neste trabalho, um estudo de simulacao foi realizado para
verificar o desempenho dos estimadores de MV e de MV corrigidos via bootstrap dos parametros
do modelo de regressao beta. Além disso, foi realizado uma aplicacao do modelo de regressao
beta aos dados de COVID-19 dos 26 estados brasileiros, incluindo o Distrito Federal, no ano de
2020.

Palavras-chave: Bootstrap. Logito. Maxima Verossimilhanga. Probito.



ABSTRACT

The beta regression model is often used to model data that has support defined on the interval
(0,1). This model gained significant attention since its presentation by Ferrari e Cribari-Neto
(2004). Maximum likelihood (ML) method is generally used to estimate the parameters of the
beta regression model, however, when the sample size is small, the biases of the estimators
cannot be neglected. Therefore, it is necessary to correct these biases. Among the existing
corrections for ML estimators, the bootstrap correction can be cited. In this text, simulation
study was conducted to verify the performance of ML estimators and bootstrap-corrected ML
estimators of the parameters of the beta regression model. Additionally, the beta regression
model was applied to COVID-19 data from the 26 brazilians states, including the Federal District,
in 2020.

Keywords: Bootstrap. Logit. Maximum Likelihood. Probit.
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1 INTRODUCAO

Modelos de regressao sao técnicas estatisticas que investigam e modelam o relacio-
namento entre varidveis. Francis Galton (1822-1911) foi o pioneiro nos estudos dessa técnica ao
analisar a relacdo entre a altura de pais e filhos. Galton descobriu que pais altos, tenderiam a
ter filhos mais baixos e pais mais baixos tenderiam a ter filhos mais altos e essa relacao ficou
conhecida como regressdo a média. Os estudos acerca dessa técnica evoluiram ao longo dos
anos e com isso trouxe diversas aplicagdes nas ciéncias bioldgicas, fisica e quimica, ci€ncias
sociais, engenharias e ciéncias economicas.

No modelo de regressao linear tradicional, que assume-se ter distribuicao normal é
comum realizar transformacdes na varidvel resposta e/ou nas varidveis explicativas, o que pode
acarretar em uma série de dificuldades para interpretar os parametros do modelo. Houve entao
o surgimento de uma classe de modelos de regressao que podem contornar esse problema de
falta de interpretabilidade. Nesse contexto, o modelo de regressdo beta foi proposto por Ferrari e
Cribari-Neto (2004) em que os autores reparametrizam a distribui¢do beta em termos da média
e de um parametro de precisdo. A aplicacdo desse modelo € a mais indicada para dados que
representam taxas e propor¢des, ou seja, restritos ao intervalo (0,1). Ospina, Cribari-Neto e
Vasconcellos (2006) propuseram corregdes para os estimadores de mdxima verossimilhancga e
aplicaram o modelo em dados de petréleo.

Segundo Ferrari e Cribari-Neto (2004), embora seja possivel transformar uma va-
riavel resposta que pertenca ao intervalo (0,1) utilizando o modelo de regressao linear normal,
essa transformacdo apresenta limitagdes, pois ao realizar a transformacgdo ocorre a dificuldade de
interpretar o modelo em termo da varidvel resposta original.

Uma situacdo muito frequente na pratica € encontrar dados com um tamanho amostral
pequeno. Nesse caso, pode acontecer que o estimador de méxima verossimilhanga seja viesado,
que € a situac@o dos estimadores dos parametros da distribuicdo beta reparametrizada. Para
contornar este problema € indicado o uso de métodos que corrigem o viés e um dos métodos que
podem ser utilizados € o método bootstrap, fazendo com que esse estimador apresente menor
viés em comparagdo com o estimador de maxima verossimilhanca. Além disso, € possivel fazer
uma andlise numérica desses estimadores obtendo resultados importantes, como: coeficiente de
assimetria, curtose, erro-padrdao, média, variancia, erro quadritico médio, dentre outros.

A andlise de diagndstico do modelo de regressdo beta reparametrizada apresentada

posteriormente inclui a anélise gréafica dos residuos, pois através desta andlise € possivel verificar
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se os residuos estao bem ajustados ao modelo. Ademais, uma medida importante que é utilizada
para averiguar a qualidade do ajuste do modelo é o pseudo R?, denotado por R2, proposto
por Ferrari e Cribari-Neto (2004), que verifica o quao proximo estdo os dados da linha de
regressdo ajustada. Além disso, faz-se necessdrio utilizar os critérios de sele¢cdo AIC (Critério
de Informacao de Aike), que foi proposto por Akaike (1973) e o BIC (Critério de Informagao
Bayesiano) proposto inicialmente por Schwarz (1978), ambos os métodos s@o uma alternativa
para escolha de um modelo apropriado que explique melhor os dados.

Dentro deste cendrio um exemplo de aplicacdo € utilizado para verificar a influéncia
de fatores socioecondmicos, demograficos, epidemiolégicos e da estrutura do sistema de saide
na evolucdo da pandemia da COVID-19 no Brasil, tendo como periodo desde o primeiro caso

em 26 de fevereiro de 2020 até o dia 23 de agosto de 2020.

1.1 OBIJETIVOS
1.1.1 Objetivo Geral
Estudar os principais aspectos do modelo de regressdo beta com dispersao variavel.

1.1.2 Objetivos especificos

Apresentar conceitos bdsicos da distribui¢ao beta;

Realizar um estudo de simulagdo para verificar o desempenho dos estimadores para os

parametros do modelo;

Utilizar uma corre¢do de viés para os estimadores de MV;

Avaliar o desempenho dos estimadores com corre¢do de viés aos dados de COVID-19 no

Brasil em 2020.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA
2.1 DISTRIBUICAO BETA

A distribuicdo beta é uma distribuicao de probabilidade continua que possui o suporte
definido no intervalo (0,1). Essa distribuicao é muito utilizada para dados que apresentam taxas
e proporgdes. Junior et al. (1995) utilizaram essa distribui¢ao para analisar o conjunto de dados
de velocidade média dos ventos da regidao de Botucatu em S@o Paulo de uma série de 20 anos,
o objetivo era verificar se a ocorréncia desses eventos meteoroldgicos seriam adequadamente
interpretados pela distribui¢do beta.

A funcdo de densidade de probabilidade de uma varidvel aleatéria Y, com distribuicao

beta e pardmetros de forma a > 0 e 8 > 0, é dada por

fa,B)= 0<y<l, (2.1)

em que B(a,B) =T (a)I'(B)/T'(a+ B) é a fungdo beta e I'(ax) = /wtale’dt ¢ a funcdo
gama. Utilizaremos a seguinte nota¢do Y ~ beta(a, B) para nos referiromos a distribui¢do beta.

Segundo Silva (2020) a distribuicao beta possui algumas caracteristicas importantes,
por exemplo quando « e 3 sdo iguais, a distribui¢do apresenta simetria; quando o é menor que

B, ocorre assimetria a direita; e a assimetria a esquerda acontece quando ¢ é maior que f3.

Densidades
> — B(2,10)
2- B(10,2)
B(5,5)

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
X

Figura 1 — Densidades de probabilidade da distribuicao beta
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A Figura 1, exibe os graficos das densidades da distribuicao beta com diferentes
caracteristicas, como: assimetria a direita, simetria e assimetria a esquerda.

A funcdo de distribui¢do de Y € dada por

F(y;o,B) = %, (2.2)

y
em que B(y;a, ) = / 71— t)ﬁ ~!dr ¢ a funcdo beta incompleta. A esperanca e variancia
0

da distribuicao beta sdo dadas por

a af

E(Y)= atB ¢ Var(Y) = (a+B)*(a+B+1)

2.2 DISTRIBUICAO BETA REPARAMETRIZADA

A reparametrizagdo da distribuicao beta proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004)
tem como objetivo modelar a média da varidvel aleatdria, para isso € preciso fazer manipulacdes
tanto na média quanto na variancia da distribui¢do beta. Sejau = a/(a+ ) e ¢ = o+ 3, segue
que

%:u:a:w

e, de forma semelhante, temos que para o parimetro 3

p=pudp+p=p0=(1-nuo.

Ao substituira e Bfem E(Y) = a/(oc+ ), temos que E(Y) = p. Além disso, para a variancia

temos que

Var(Y) = op _ po(l—u)o

(a+B)P(a+B+1) (uop+(1—u)¢)?(u¢+(1—u)op+1)
Ctu(l—p)  p(l—p)  V(w)

02(p+1) 0+1  1+¢’

em que V(u) é a funcdo de variancia. Ao aplicar os valores de o e 8 na equagéo (2.1), tem-se

que a funcdo densidade reparametrizada € dada por
JLCTTITS R ls e
B(ug,(1-u)9)

no qual B(u¢,(1—pw)¢) =T (ud)T'(1—wn)¢d)/T(ud + (1 —u)o) é a fungdo beta reparametri-
zada, T'(u¢) = / *9~1e"ds é a funcdo gama reparametrizada, 0 < 1 < 1 e ¢ > 0.
0

0<y<l, 2.3)
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2.3 MODELO DE REGRESSAO BETA

Sejam as Yq,...,Y, varidveis aleatdrias independentes, em que cada ¥;, i =1,...,n,
possui a densidade da equacdo (2.3), com a média U; e o parametro de precisao ¢;. Assim, 0

modelo de regressdo beta com dispersao varidvel pode ser escrito como

gw)=x/B=n e h(¢)=2y="1, (2.4)

em que B = (Bi,....8,)" e Y= (1,...,%)" sdo os vetores de coeficientes desconhecidos
da regressdo, no qual B € R? e y € R? com p+gq < n, n; € ¥ sdo os preditores lineares,
X; = (X1, . ,xl-p)T ez = (zi,... ,z,-q)T sdo os vetores de observagdes conhecidos de dimensdes
p e g, respectivamente, para i = 1,...,n. Além disso, as funcdes de ligacdo g; : R — RT e
2> : R — R, na equacdo (2.4), sdo funcdes estritamente mondtonas, positivas e pelo menos
duas vezes diferencidveis. Existem vdrias possibilidades de escolha para g e h, por exemplo, as
funcdes: logito, probito e complemento log-log para g; e as funcdes: logaritmo, raiz quadrada e

inversa para h.
2.3.1 Estimacao dos parametros

Segundo Ospina (2007), utiliza-se a estimag¢do de maxima verossimilhanga para
encontrar os estimadores da regressao beta com dispersdo varidvel. Com isso, segue que o

logaritmo da funcdo de verossimilhanca é dado por

(B,y) = ifz’(ﬂi,@),

com
Gi(pis i) = log'(¢) —logI'(pi¢) —log (1 — i) i) + (i — 1) log y;

+ {(1— )¢ — 1}1og(1 —yi). (2.5)

Logo, parat = 1,...,k, temos que a fun¢do escore, que corresponde a derivada do o logaritmo

da funcéo de verossimilhanca em relaco a f3;, ¢ dada por

oU(B,y) 3 9L, §1) di; I (2.6)

aﬁt B i=1 a‘u’l dTh aﬁt,
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comdy;/dn;=1/g (1) e

i (L, i i
(;/:iq)) =9 [IOg (1 iyl) —{w(wgi) —w((1—w)oi)}| - (2.7
Definindo o termo
nut* = W(ul¢l) - ll/((l - Hi)¢i)7 (2.8)
segue que
al ﬂ Y) &
Top  EMUH (u-)x”’ 9

com y; sendo o logito de y;. O vetor escore € representado por

Up(B.y) =X"@T(y" —p")

em que ® = diag {9, ...,¢,} é uma matriz diagonal com valores de ¢; e p* = (uj,..., ;)"
o vetor de valores (.

Segundo Ospina (2007), ao considerar as derivadas do logaritmo da fun¢do verossi-

milhan¢a em rela¢@o aos pardmetros de y;, j = 1,...,q, obtem-se
a - 9L, §i) doi IV;
ay, ; 06, dv; 97 10
com d¢;/dO; = 1/h'(¢;). Logo,
AL, 9i) ‘ y N N
20, Hi |log - . (w(uig) — w((1— i) ¢i)) | +
log(1 —yi) = w((1— p) i) + w(9i). (2.11)

Com isso, a funcdo escore de cada um dos pardmetros y; € representada por

(B

1 1
i(v; ;) +log(1—y; 1—u;)o; i) ———zij,
ay, i;uy — u) +log(1—yi) — w(( u)¢)+w(¢)1h,(¢i)zj

que pode ser reescrita como
I(B.Y) Z”:
7 i=1

Zz]a
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em que

ai = Wi(yj — 1) +1log(1 —yi) — w((1 — pi)9i) + w(9). (2.12)

Com isso, o vetor escore pode ser escrito da forma

U'Y(ﬁv Y) = ZTHaa

em que Z é uma matriz n X g cuja i-ésima linha apresenta as observagdes ziT, além disso

: 1 1
H:dzag{h/(¢l),...,h,(¢n)} (2.13)

ea=(aj,...,a,) . Segundo Ospina (2007) é possivel encontrar a matriz de informagio de
Fisher conjunta dos vetores de B € ¥ ao calcular a derivada segunda do logaritmo da funcdo de

verossimilhanga, sendo assim parat = 1,..., p, temos que

I*U(B.,y) Z (86 ul,¢,)duz) dp; om;
aﬁtaﬁr i=1 Mi a.uz d dle aﬁj

Unma vez que E (41, 65) /1) =0,

gzﬁ(ﬁ 7 & azf ula(Pl) d.ui 2
E( aﬁ@&) LE ( 2 )(E) Yirkir 19

l:

Com isso, segue que a equagdo (2.14) pode ser escrita como

By _ ¢ _
E (W) = —; 0; WXt Xir, (2.15)

em que m; é o peso associado e definido por
1
o; = ¢ { v (i) + ' (1 — ) i) } ————. (2.16)
{' ()}’

Portanto a equacao (2.15) pode ser escrita na forma matricial

E (W) =X ®WX,
dBop’

em que W = diag{®,,...,®,}. Sendo assim, segue da equacio (2.9) que as derivadas segundas

de {(B,y)emrelagioa ;e yj,comr=1,...,ke j=1,...,q sdo dadas por

0% °U(B.y) Z ( 1) 1 ) d¢i I0;
9Bdy; = ag g (Wi)xip ) d0; 9v;
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logo,
B,y _ v N N |
W - ;{()’ ,LLZ)—(]), [l// (,u,q),)u,—y/((l—u,)d),)(l—u,)}}
g () 1 (¢0) ™"
Uma vez que E(y; — u) = 0, temos que
d%*(B,7y) ) L 1
E XitZij- 2.17
( 9B ; & () 1 (9) " @1

em que ¢; = §; [y’ (i) i — W' ((1 — i) 9) (1 — )]
Além disso, segundo Ospina (2007), a equacdo (2.17) pode ser escrita na forma

matricial, como sendo

E (%) — —X'"CTHZ,

com C =diag{ci,...,cn}.
A partir da equagdo (2.10) é possivel encontrar as derivadas segundas de £(B,Y) em
relacdoa y;e y com j,/ =1,...,¢g, com isso segue que

I’U(B.Y) _ v (32&(%@) dg; fi(ui,q)i)i(d%)) d¢;
= 97  dv; 20; I do;

o LilZij-

Uma vez que E(94;(W;, ¢;)/d ;) = 0, entdo

a%(ﬁy n (P ) (dei\ .
E(%aan ) =L (Tae™) (7)) o

l'_

A partir da equagdo (2.11), encontramos

20011 .
. (%) = — [V (i) i? + v (1 — 1) 6:) (1 — p)* — v/ (90)] .
Com isso, temos que
2
E (,;;y(_g;)) =~ L[V o+ v/ (1= 1) (1= )~ v ()]
1
gy

assim, Ospina (2007) demostra que essa equacdo pode ser escrita na forma matricial, tal que

IUBN\ _ _,p
#(Grort) =70
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em que D* =diag{d;},...,d;}, com
df = [y (i) u? 1— 1)) (1 — w)* — v’ (¢ _ 2.18
D= [ (g + v (1= ) ) (1 - w)” — v'(91)] e (2.18)

Portanto, segue que a matriz informagao de fisher é dada por

K;. K;
K=K By=| PP P
Ky Ky

em que Kpg = X ' ®WX, K, = K;BT =X'CTHZe¢Ky,=Z'DZ.

Sob certas condi¢des de regularidade, para tamanho de amostras grandes, a distribui-

¢do conjunta de B e ¥ é aproximadamente normal (k+q) multivariada, € dada por

B)ne((B))

em que 3 e ¥ sdo os estimadores de médxima verossimilhanca, respectivamente.

De acordo com Pawitan (2001), pode-se utilizar o resultado da equacdo (2.19) para
realizar testes de hipéteses, isto é, seja @ = (B,7) " um vetor de parAmetros, entdo temos que
Hy: 6, = 91-0 versus Hy : 6; # Gio, em que 91-0 € um parametro especificado para o parametro
desconhecido de 6;, parai = 1,2,...,k+g. A estatistica de teste do teste de hipotese é dada por
Z=(6;—6°) /Vki, em que k' é i-ésimo elemento da diagonal principal de K*~'. £ importante
ressaltar que sob H e para n grande, temos que Z possui, aproximadamente uma distribuicao

normal padrao.

Um resultado importante para a equagdo (2.19) € a constru¢io do intervalo de
confianca para o parametro 61-0. Aproximando (1 — a)100% o intervalo de confianga para Gl-o é

definido como sendo (éio —zl_a/z\/ﬁ; éio —i—zl_a/z\/ﬁ) , em que (I)(zl_a/z) =1-a/2.
2.3.2 Correcao de viés pelo método bootstrap

Os métodos bootstrap foram introduzidos por Efron (1979) e sdo considerados uma
classe de métodos de Monte Carlo, cujo objetivo é estimar a distribui¢do de uma populagdo por
reamostragem. Este método € bastante ttil quando se pretende avaliar, por exemplo, para um
estimador, o seu viés, o seu erro padrao, além disso quando se pretende estimar a distribui¢ao de

probabilidade deste estimador.
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2.3.3 Método de Monte Carlo

Antes de aprofundarmos no método bootstrap € preciso primeiro entender como
sdo definidas as simula¢des de Monte Carlo. De acordo com Hammersley e Handscomb (1964)
o nome “Monte Carlo” foi introduzido para indicar um método que foi utilizado no projeto
Manhattan, responsavel por desenvolver as bombas atdmicas na Segunda Guerra Mundial, cujos
pioneiros na utilizagdo desses métodos foram Stanislaw Ulam, von Neumann e Fermi. O método
parte do principio da convergéncia de probabilidade, de acordo com (CASELLA; BERGER,
2021) a covergéncia de probabilidade é definida como: Sejam Y7,Y>,... uma sequéncia de
varidveis aleatdrias, que convergem para uma varidvel aleatéria Y. Dizemos que Y, converge em

probabilidade para Y, se para cada € > 0, tivermos

lim P(|Y,~Y|>€)=0 ou lim P(|Y,—Y|<ée)=1.

n—r—+oo n—r oo

Um resultado importante da convergéncia de probabilidade € a Lei Fraca dos Grandes
Numeros, pois demonstra que a média amostral converge em probabilidade para a média
populacional . (CASELLA; BERGER, 2021) definem que dada a sequéncia de varidveis
aleatérias Y1,Y,, ... independentes e identicamente distribuidas, com E(Y;) = p e Var(Y;) =0 <

o2. Considere ¥, = (1/n) Y*_, Y;. Entdo temos que

lim P(|Y, — g)=1
lim P(F,—p|<e)=1,
para todo € > 0, logo ¥, converge em probabilidade para u. Isso significa que quando n for
grande, ¥, vai convergir para it. Com isso, o método de Monte Carlo consiste em gerar amostras
Y =Y1,Y,,...,Y,, com n grande, a partir dessas amostras, calcula-se a média ¥,, de forma que ¥,

converge para .
2.3.4 Método Bootstrap

Segundo Efron e Tibshirani (1994) o método bootstrap parte do principio de dis-
tribuicdo empirica, em que y;, i = 1,2,...,n sdo os valores observados, com a probabilidade
de 1/n para cada y;, todos obtidos da distribui¢ao empirica F, além disso deseja-se estimar um

pardmetro de interesse 6, com base nos dados de y. Uma estimativa para 6 é 6 = s(y).
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Com isso 0 método bootstrap pode ser definido como sendo uma amostra aleatdria
de tamanho n, extraida de uma populagio com distribui¢do £, em que y* = (y},y5,...,y:) é 0
conjunto de dados bootstrap. Outra maneira de definir o método bootstrap € afirmar que y* é uma
amostra aleatéria de tamanho n, retirada com reposi¢ao de uma subpopulagio (yi,ys,...,y,) de
interesse. O conjunto de dados de y* corresponde as replicacdes de bootstrap que é denominado

6*, dado por

BOpoor = s(y*) (2.20)

Nesse caso uma estimativa importante para a equagdo (2.20) é a média que € obtida por y* =
Y, yi/n. Abaixo encontra-se o algoritmo de bootstrap que é definido como:
1. Seja uma amostra aleatéria observada y = (yi,...,y) calcule a estatistica 6 de interesse.
2. A partir da amostra original extraia, com reposicdo, uma amostra y*” = (yfb, e yj‘lb ).

3. Calcule a mesma estatistica de interesse considerando a amostra bootstrap y” para obter

6.
4. Repita as etapas (2) e (3) um nimero B muito grande de vezes, obtendo 6*! e, 6*B.
5. Use a estimativa da distribui¢do dada por 6", parab =1,...,B, para obter as estatisticas

desejadas, como: média, erro-padrao, intervalo de confianga, etc.
Acontece que muitas vezes podemos obter um estimador assintoticamente nao viesado e isso
ocorre principalmente quando o tamanho da amostra de uma populacdo de interesse € significati-
vamente grande, as vezes quando a amostra é pequena o estimador acaba sendo viesado. Neste
caso o método bootstrap € mais adequado para corrigir o viés, tornando-se uma ferramenta qtil
para a minimizagao desse problema.

(MORETTIN; BUSSAB, 2017) o célculo do viés de um estimador pode ser obtido
como: considere 6 um estimador de 0, entdo o calculo do viés € dado como sendo b(é) =
E(8) — 6, portanto, dizemos que o estimador é viesado quando b(6) # 0 e ndo viesado quando
b(6) =0.

De forma geral para corrigir o b(8) é preciso estimar o viés, pois E(8) e 6 sdo
desconhecidos, com isso, segue que uma estimativa para 6 é o préprio 6. Outro resultado
importante € encontrar a estimativa para E(é) neste caso uma solucao plausivel é gerar B

amostras bootstrap, calcular as estimativas 8, com b = 1,..., B, além disso calcular a média

A 18 ..,
eb()()t =5 Z 0* )
Bbzl
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logo, pela Lei Forte dos Grandes Nimeros temos que a média amostral converge probabilistica-
mente para a média populacional, sendo assim 6j,,, ¢ uma estimativa para E(8), com isso segue

que a estimativa de b(é) ¢ dada por

A

h(6)=E(H) -0,
sendo assim o estimador corrigido via bootstrap pode ser obtido da seguinte forma
éboot = é _V<é) = é - [E(é) — é} = 2@ —E(é)

Os passos para a corre¢do do viés pelo método bootstrap sao definidos da seguinte
forma:
1. Seja uma amostra aleatéria observaday = (yy,...,y,) calcule a estatistica 6 de interesse.
2. A partir da amostra original extraia, com reposicdo, uma amostra y*” = (yTb, cyEby,
3. Calcule a mesma estatistica de interesse considerando a amostra bootstrap y” para obter
6+
4. Repita as etapas (2) e (3) um nimero B muito grande de vezes, obtendo 6*! ey 0*B.
5. Obtenha a estimativa do viés que é dada por b(8) = [ Y5 _ 6] - =E(6) — 6.
6. Com a estimativa do vié€s no passo anterior obtenha o estimador corrigido que € dado por

Bhoor — 6 — V/(8) =20 — £(6).
2.3.5 Analise de diagnéstico

Na subsec¢do 2.3 apresentamos o ajuste do modelo de regressao beta com dispersao
varidvel. Ao ajustar esse modelo € preciso analisar a qualidade do ajuste e esse € objetivo
desta subsec¢do. Inicialmente, abordaremos a andlise de diagndstico investigando os residuos
quantilicos, em seguida, serd utilizado o pseudo R-quadrado ajustado e por ultimo sera verificada
a selecdo do modelo pelo métodos de AIC (Critério de Informacao de Aike) e BIC (Critério de

Informacdo Bayesiano).
2.3.6 Residuos quantilicos

Residuos, e especialmente graficos de residuos, desempenham um papel central na
verificacdo do ajuste de um modelo de regressao. Apds o ajuste do modelo é imprescindivel
a andlise residual, pois com isso podemos verificar se os dados apresentam linearidade, a
normalidade dos erros, heterocedasticidade, a apresentacdo de outliers, entre outros, € isso €

importante para verificar se o modelo estd bem ajustado aos dados. Dentre as diversas anélises
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residuais veremos neste momento os residuos quantilicos que foram proposto por Dunn e Smyth
(1996).

Segundo Dunn e Smyth (1996) os residuos quantilicos sdo definidos como: considere F(x, i, ¢)
uma distribuicdo acumulada de uma varidvel aleatéria X. Se F é continua, entdao F(x;, l;, §)
parai=1,2,...,n, sdo uniformemente distribuidos no intervalo unitdrio. Neste caso os residuos

quantilicos sdo definidos por

ri =@ (F(x; i, 6;))

em que ®() € a fun¢do acumulada da normal padrio, esses residuos possuem, assintoticamente,

distribui¢ao normal padrao.
2.3.7 R-quadrado ajustado

O R-quadrado, ou R?, é uma medida estatistica de qudo préximos os dados estdo da
linha de regressao ajustada. Ele também € conhecido como o coeficiente de determinagdo ou o
coeficiente de determinacao multipla para a regressdo multipla. Segundo Ferrari e Cribari-Neto
(2004) em um modelo de regressdo beta com dispersio varidvel o pseudo R? ou R%, € definido
como o quadrado do coeficiente de correlagdo da amostra entre 1 e g(y) e é utilizado como
sendo uma medida global de variacio explicada, que pode variar entre 0 < Rlz, <1 de forma que
quanto mais préoximo o Rf, estiver de 1, significa que os dados estdo mais proximo da reta de
regressdo e que o modelo se ajusta bem aos dados quanto mais préximo RI% estiver de 0, significa

que existe pouca relacao linear e que o modelo ndo se ajusta bem aos dados.
2.3.8 Critério de selecao de modelos AIC e BIC

A escolha de um modelo apropriado, que explique melhor os dados, € muito im-
portante na andlise dos dados. O objetivo principal da selecio de modelos € encontrar um
modelo que envolva o minimo de parametros possiveis a serem estimados e que explique bem
o comportamento da varidvel resposta. Nesta subsecdo serd abordado os dois métodos mais
utilizados que é o AIC e o BIC.

Proposto por Akaike (1973) o método AIC tem como objetivo estimar a perda de
informacao, segundo este método, o melhor modelo serd aquele com menor valor do AIC, pois
vai maximizar o logaritmo da funcdo de verossimilhan¢a e minimizar a perda de informacgao.

Segundo Bayer e Cribari-Neto (2017) o AIC pode ser definido como:
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AIC = —20(B,¥) + 2k,

em que [Ai e ¥ sdo estimadores de mdxima verossimilhanga de B e 7, respectivamente. O BIC
ou SIC foi introduzido por Schwarz (1978) e é um dos métodos mais populares quando se
pretende fazer a sele¢cdo de modelos, o BIC tem como critério avaliar a estatistica que maximiza
a probabilidade de se identificar o verdadeiro modelo entre os avaliados. Segundo Bayer e

Cribari-Neto (2017) o BIC € definido como:

BIC = —2/(B, %) +klog(n),

com n sendo o numero de observagdes. Segundo esse método € considerado o melhor ajuste o

modelo que apresenta o menor BIC.

2.4 ANALISE NUMERICA

O objetivo desta secdo é abordar a andlise numérica do estimadores, como verificar:
a média, variancia, desvio-padrao, erro quadritico médio, viés relativo, assimetria e curtose dos

estimadores de MV e MV corrigido via bootstrap. O estimador de Monte Carlo € definido como:

. 1 & 4
6mc:E ek
k=1

em que 6 é a estimativa de maxima verossimilhanca da k-ésima réplica de Monte Carlo e 0,
¢ a estimativa de Monte Carlo (média das R estimativas), assim podemos calcular o viés do

estimador 6,,., entdo temos que

em que 0 € o valor do parametro verdadeiro. Uma medida interessante a ser calculada para a
avaliacdo de um estimador pontual € o viés relativo (VR). Ela nos d4 uma mensuragdo percentual

de viés, independendo da magnitude do parametro. Com isso o viés relativo € definido como

A

A b
VR(Oe) = (Onc) *100

D

Além do viés, podemos calcular o desvio-padriao do estimador 6,
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1 & ..
dp( mc) - R——l Z(ek— Omc)
k=1

Outra estatistica importante para a andlise numérica de um estimador é o erro

quadratico médio e nesse caso € definido como

EOM(8c) = [dp(6nc)] + [b(B1c)].

Uma medida muito importante em se obter € a curtose, pois através dessa medida é
possivel verificar o quanto os dados s@o robustos nas extremidades, sendo assim a definicao de

curtose pode ser empregada no estimador 6,,., com isso temos que

(6:—6)

M=
—~
k=)
|
D
N—
M=

R 2 i
——a =, com §" = ——
(§2)2 7 R—-1
com 6; sendo a média do estimador 6,,...
O Coeficiente de Assimetria ou CA € uma medida estatistica essencial, pois através
dessa estatistica € que podemos verificar se os dados estdo simétricos em torno do 0, assim pela

definicao de assimetria temos que

O CA pode ser interpretado como:
1. CA >0, entdo a distribuicdo apresenta assimetria positiva;
2. CA <0, entdo a distribui¢do apresenta assimetria negativa;
3. CA =0, entdo a distribui¢do apresenta simetria perfeita.
E importante salientar que todas essas estatisticas foram calculadas para o estimador

0nc, 0 mesmo vale para o estimador 6p,,;, para isso basta substituir 8,,. por .-
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3 ESTUDO DE SIMULACAO

O estudo de simulagdo € importante para verificar as defini¢des discutidas nas se¢des
anteriores e para isso foram realizadas, no modelo de regressdo beta com dispersdo varidvel
definida na equacao (2.4), simulacdes via Monte Carlo com 5000 réplicas, sendo que cada réplica
apresenta 1000 réplicas de bootstrap, para amostras de tamanho n igual a 20, 27, 30, 40 e 50. Os
parametros f3y, B e B, foram fixados em 1.5, -1 e -1, respectivamente. Os valores de ¢ foram
fixados em 5, 15 e 30.

As Tabelas 1, 2 e 3 apresentam as simulagdes descritas anteriormente, com 0s
valores de émc e ébao, sendo o estimador de Monte Carlo e o estimador corrigido do pardmetro
0, respectivamente, com isso foram calculados as estimativas de viés relativo, coeficientes de
assimetria e curtose e o desvio-padrdo para cada um dos estimadores. Nota-se que em relacao
as estimativas do parametro ¢ € possivel verificar que apresentam uma grande variabilidade e
aproximando-se poucas vezes do valor original. O contrario ocorre com para as estimativas do
parametro B = (Bo,B1,B1) ", neste caso grande parte das estimativas se aproximam de B. Cabe
ressaltar que na maior parte das simulacdes, as estimativas do estimador éboo, do pardmetro de B
sd0 as que mais se aproximam do valor verdadeiro.

Em relagdo aos vieses VR(émc) e VR( éboot) que demonstram o percentual do viés,
verifica-se que para o pardmetro de B o VR(éboot) ¢ menor em comparagdo com o VR(émc),
neste caso Gpypr 6 0 que estd melhor ajustado. Tratando-se do parametro ¢ € possivel notar que o
VR(ébOO,) na maioria dos cendrios apresenta menor viés em relagdo ao VR(émc), a explicacao
para essa grande diferenca deve-se ao fato de éboo, se aproxima mais do parametro verdadeiro.
Outro fator interessante a destacar € que em vérias simula¢des a medida que o tamanho de n
cresce o VR(ébO(,,) diminui.

Um fator interessante a ser verificado sdo os desvios-padrao dp(émc) e dp(éboo,)
para os parAmetros B e ¢, nota-se que em todos os cendrios dp(Bp0;) € 0 que apresenta menor
variabilidade, indicando mais homogeneidade. Em relacao ao CA(émc) e CA(ébw,t) verifica-
se que existe uma variabilidade entre os coeficientes de assimetria dos parAmetros de B e ¢,
embora os valores estejam proximo de 0. Outra observacdo ocorre nas curtoses, que definem o
achatamento da curva de probabilidade, na maioria dos casos, temos que as curtoses K(6,,c) e
K(Bpo0r) para o paridmetro de B estdo proximas do valor de referéncia que é ontimero 3 (curtose

da normal), enquanto que para o pardmetro ¢ a distribui¢io € leptocurtica.
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3.1 APLICACAO

Um exemplo de aplicagdo sdo os dados com 22 varidveis e 27 observacoes sobre a
COVID-19 no Brasil, tendo como periodo desde o primeiro caso em 26 de fevereiro de 2020
até o dia 23 de agosto de 2020. Além disso, as 27 observagdes sdo os 26 Estados brasileiros
mais o Distrito Federal. A varidvel dependente ou varidvel resposta usada para esta andlise
serd a incidéncia, esta variavel diz respeito a frequéncia de casos novos de COVID-19 em um
intervalo de tempo. Os dados obtidos foram extraidos a partir do artigo escrito por Figueiredo et
al. (2020).

Uma primeira abordagem dos dados faz-se necessdrio realizar a andlise descritiva da
varidvel resposta, neste caso a Tabela 4 apresenta as principais estatisticas descritivas da varidvel
incidéncia. Nota-se que a média de incidéncia estd entorno de 0,023963, que equivale a 2.396,3
novos casos por 100 mil habitantes no periodo de referéncia. Além disso a maior incidéncia foi
de 6.888,9 mil casos novos por 100 mil habitantes, enquanto que a menor incidéncia foi de 919,3
casos novos por 100 mil habitantes no periodo de referéncia. Além disso, temos que a mediana

da incidéncia € de 2.200,3 novos casos por 100 mil habitantes.

Tabela 4 — Estatisticas descritivas da variavel incidéncia por 100 mil pessoas

Minimo 1° Quartil Mediana Média 3° Quartil Maximo

0,009193 0,016147 0,022003 0,023963 0,027306 0,068889

A Figura 2 demonstra o histograma da varidvel incidéncia por 100 mil habitantes e a
curva da distribuicdo beta. Pode-se ver que a distribui¢do beta apresentou um bom ajuste para a

variavel resposta.
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Figura 2 — Histograma da variavel incidéncia por 100 mil pessoas e a curva da distribuicio
beta.

Além da analise descritiva da variavel incidéncia, faz-se necessario verificar a
relacdo entre a varidvel incidéncia e as demais covaridveis, como varidveis epidemiolédgicas e
socioecondmicas. Nas Figuras 3 e 4 temos graficos com informacgdes da dispersao e correlacao
para os dados.

Ao analisar a Figura 3 € possivel notar que a relagdo entre a varidvel incidéncia com
o tempo da pandemia atinge uma correlagdo negativa fraca de -0,387, equanto que a varidvel
incidéncia em relagdo a varidvel de pessoas com idade acima de 60 anos (%), apresenta uma
correlagdo negativa forte de -0,755. Em relacio aos gréficos de dispersdo, nota-se que o grafico
da varidvel incidéncia em relacio ao tempo da pandemia, apresenta uma dispersao linear negativa,
indicando que quanto maior o tempo da pandemia, menor € a incidéncia.

Cabe destacar que a relago entre a varidvel incidéncia e a taxa de letalidade em (%)
apresenta uma dispersdo negativa, isso significa que quanto maior a taxa de letalidade, menor € a
incidéncia, pois com a mortalidade alta terd menos pessoas para ser infectadas. Outra observagdo
importante € a relagdo entre a incidéncia por 100 mil habitantes e leitos de UTI adulto por 10
mil habitantes, neste caso ocorre uma tendéncia linear negativa, indicando que a medida que a

incidéncia aumenta os leitos de UTI diminuem.
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Figura 3 — Grafico de dispersao e correlacoes da variavel incidéncia sobre as demais varia-
veis

Em relagdo a Figura 4 € possivel notar que a relacao entre incidéncia e pessoas sem
acesso a rede de esgoto € linear positiva, indicando que pessoas sem acesso a rede de esgoto sdo
mais vulnerdveis, embora a correlagdo seja fraca, o mesmo ocorre para a relagdo entre incidéncia
e pessoas que nao possuem acesso a rede geral de dgua, ambas as relacdes demonstram que
as pessoas sem acesso a dgua e esgoto sdo mais vulnerdveis. Outra observagcdo importante a
destacar € a relacdo entre a incidéncia e pessoas em domicilio com adensamento excessivo, neste

caso existe uma correlacdo linear positiva moderada com tendéncia positiva.
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Figura 4 — Grafico de dispersao e correlacoes da variavel incidéncia sobre as variaveis com
prevaléncia de condic¢ées cronicas, habitos de vida e condi¢coes de moradia

O modelo de regressao beta serd ajustado utilizando trés tipos de funcdes de ligacao:
logito, probito e complemento log-log. Para a estimacdo dos parametros, foi utilizado o pacote
betareg disponivel no software R e com o intuito de encontrar um bom modelo, foi utilizando a
funcdo StepBeta do pacote StepBeta para selecionar modelos.

Com o intuito de encontrar um modelo que melhor se ajuste aos dados, foi util a
Tabela 5 demonstra o melhor modelo selecionado pela fun¢do StepBeta utilizando a fun¢do de
ligagdo logito. Considerando um nivel de significancia de 5%, pode-se ver que todos os valores-p
sao menores que 5%, ou seja, todos os parametros foram significativos.

As varidveis taxa de letalidade e tempo da pandemia apresentam uma estimativa
negativa em relacdo a varidvel incidéncia, com isso duas varidveis diminuem a cada unidade no
logito da média da incidéncia, enquanto que as varidveis médicos por mil habitantes, mortalidade
por 100 mil habitantes e taxa de desocupacao apresentam estimativas positivas, indicando que a
cada aumento na unidade dessas varidveis ocorre um aumento no logito da média da incidéncia.
Neste modelo, o pseudo R? foi igual a 95,13%, indicando a porcentagem que as varidveis

explicativas do modelo refletem sobre a varidvel resposta incidéncia.
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Tabela 5 — Ajuste do modelo de regressao beta com a func¢ao de ligacao logito

Estimativa Erro padrao Valor Z Valor-p

(Intercepto) -2,1555 0,8099 -2,6614  0,0078
Médicos por mil habitantes 0,1584 0,0506 3,1292 0,0018
Mortalidade por 100 mil habitantes 0,0182 0,0011 16,9545 <0,01
Taxa de letalidade -0,3039 0,0211 -14,4060 <0,01
Taxa de desocupacio 0,0235 0,0071 3,3034 0,0010
Temppo da pandemia -0,0153 0,0058 -2,6416 00,0083
[0} 5270 1435 - -
Pseudo R2 0,9513

AIC -245,4366

BIC -236,3657

A Tabela 6 apresenta o melhor modelo selecionado pela fun¢do StepBeta do soft-
ware R, utilizando como func¢do de ligacdo a probito, nota-se que todas as varidveis apresentam
um valor-p com nivel de significancia abaixo de 5%, indicando um melhor ajuste do modelo, em
relacdo aos erros-padrdo do modelo € possivel verificar que o menor erro-padrio € o da varidvel
PIB per capita, isso mostra que esta varidvel estd mais proxima da reta de regressao ajustada,
enquanto que neste modelo o maior erro-padrao encontra-se na varidvel indice de Gini, que
mede o grau de desigualdade social, em relacdo as estimativas do modelo descrito na Tabela 6,
nota-se que sete estimativas sao negativas com exce¢ao do intercepto, isso demonstra que essas
varidveis diminuem a cada unidade no probito da média da varidvel incidéncia, um exemplo ¢ a
varidvel Leitos de UTI adulto por 10 mil habitantes. E importante destacar que neste modelo
o Pseudo R? é igual a 98,33% de explicacio das varidveis explicativas em relagio a varidvel
resposta incidéncia.

A Tabela 7 demonstra os dados ajustados do modelo de regressao beta tendo como
funcdo de ligacdo a complemento log-log, verifica-se que o valor-p de todas as varidveis estao
abaixo ou igual a 5% indicando que as varidveis estdo bem ajustadas a varidvel resposta inci-
déncia, em relagdo ao erro-padrao € possivel verificar que os menores valores sdo das varidveis
Mortalidade por 100 mil habitantes e Tempo da pandemia, essas varidveis demostram que estdao
mais proximas da reta de regressao ajustada.

Em relagdo as estimativas do modelo descrito na Tabela 7 € possivel verificar que
existem trés varidveis com estimativas negativas, indicando que essas varidveis diminuem a cada
unidade do complemento log-log da média da incidéncia, um exemplo desse comportamento € a
varidvel Prevaléncia de diabetes. Outro fator a se notar é o Pseudo R?, que verifica o quanto as

covaridveis explicam a varidvel resposta incidéncia, neste caso o Pseudo R? atinge 95,98%.
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Tabela 6 — Ajuste do modelo de regressao beta com a func¢ao de ligacao probito

Estimativa Erro padrao Valor Z Valor-p

(Intercepto) -2,2476 0,1043 -21,5437 <0,01
Pessoas acima de 60 anos -0,0084 0,0035 -2,3682  0,0179
Mortalidade por 100 mil habitantes 0,0057 0,0005 10,8668 <0,01
Taxa de letalidade -0,0874 0,0088 -9,9527 <0,01
Abaixo da linha da extrema pobreza -0,0361 0,0052 -6,9804 <0,01
Rendimento médio mensal da populagdo 0,0005 0,0001 7,6746 <0,01
Pessoas sem escolaridade 0,0194 0,0028 6,8027 <0,01
PIB per capita <-0,01 <0,01 -4,7513 <0,01
Prevaléncia de tabagismo -0,0225 0,0043 -5,1910 <0,01
Abaixo da linha da pobreza 0,0245 0,0035 6,9574 <0,01
Indice de Gini -0,9959 0,2931 -3,3973  0,0007
Leitos de UTT adulto por 10 mil habitantes -0,0641 0,0232 -2,7651  0,0057
Pessoas sem acesso a rede geral de dgua 0,0017 0,0005 3,2810 0,0010
0] 14373 3913 - -
Pseudo R? 0,9833

AIC -258,5373

BIC -240,3955

Tabela 7 — Ajuste do modelo de regressao beta com a funcio de ligacio complemento

log-log

Estimativas Erro padrao Valor Z Valor-p
(Intercepto) -2,2036 0,7481 -2,9457  0,0032
Médicos por mil habitantes 0,1818 0,0482 3,7715 0,0002
Mortalidade por 100 mil habitantes 0,0181 0,0010 18,1495 <0,01
Taxa de letalidade -0,2860 0,0205 -13,9784  <0,01
Taxa de desocupagdo 0,0234 0,0065 3,6075 0,0003
Tempo da pandemia -0,0140 0,0054 -2,5849  0,0097
Prevaléncia de diabetes -0,0398 0,0201 -1,9771  0,0480
o 6046 1646 - -
Pseudo R? 0,9598
AIC -247,1278
BIC -236,7611

As Tabelas 5, 6 e 7 apresentam os trés modelos ajustados com as trés fungdes de
ligacdo: logit, probit e complementar log-log, aparentemente o melhor modelo a se escolher seja
o que estd descrito na Tabela 5, embora apresente um pseudo R? menor que os demais, apresenta
os menores erros-padrao de cada varidvel e os valores-p menor que 5%, além disso o AIC e BIC

sdo menores em relacdo aos demais modelos.
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A Tabela 8 apresenta as estimativas de MV e as estimativas de MV corrigidas do

modelo utilizando a funcao de ligagao logito, juntamente com as estimativas dos erros-padrao

e as os valores-p do teste de Wald. Nota-se que as estimativas corrigidas para as varidveis

regressoras ndo mudaram muito, porém a estimativa de ¢ corrigida apresentou uma diferenca

consubstancial. Além disso, todos os parametros relacionados as covaridveis foram significativos

ao nivel de significancia de 5%.

Tabela 8 — Teste de Wald do modelo selecionado utilizando a funcao de ligacao logito.

O ébm Erro-padrao  Valorz  Valor-p
(Intercepto) -2,1555 -2,1821 1,0723 -2,0349  0,0419
Médico por mil habitantes 0,1584 0,1564 0,0671 2,3325  0,0197
Mortalidade por 100 mil habitantes 00,0182 0,0182 0,0014 12,7974  <0,01
Taxa de letalidade -0,3039  -0,3041 0,0279 -10,8891 <0,01
Taxa de desocupacdo 0,0235 0,0230 0,0094 2,4405  0,0147
Tempo da pandemia -0,0153 -0,0151 0,0077 -1,9646  0,0495
[0} 5270  2991,3806  815,0927 3,6700  0,0002

A Figura 5 demonstra o gréfico dos residuos quantilicos. Nesse casso € possivel

verificar que os residuos do modelo, utilizando a funcao de ligacao logito, estdo localizados

dentro das bandas de confianca indicando que os residuos ndo apresentam grandes afastamentos

da normalidade.
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Figura 5 — Grafico do envelope simulado dos quantis tedricos em relacao residuos.

A Figura 6 mostra os residuos do modelo ajustado com a fung¢do de ligacao logito
em relacao aos valores das observacdes. Nota-se que os residuos possuem um comportamento
aleatorio, sem nenhum padrao evidente, dessa forma podemos afirmar que aparentemente os

residuos apresentam variancia constante € nao apresentam outliers.
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Figura 6 — Grafico dos Residuos versus Indices das observacoes do modelo ajustado.

Em relacdo a Figura 7 € possivel verificar que o grafico apresenta aleatoriedade dos
residuos do modelo em relacdo ao preditor linear. Neste caso € possivel verificar que a fun¢do de

ligacdo logito é adequada para o ajuste do modelo.
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Figura 7 — Grafico dos Residuos versus Preditor do modelo ajustado.

Portanto, pode-se perceber que os residuos do modelo ndo apresentaram problema,

indicando que o modelo estd bem ajustado aos dados.
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Figura 8 — Grafico da Incidéncia versus [l do modelo ajustado.

A Figura 8 demonstra a relag@o entre a incidéncia e o I, neste caso é possivel

comprovar que [l explica bem a variavel resposta incidéncia, pois os dados estdo proximos da

retay = x.
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4 CONSIDERAC()ES FINAIS

Neste trabalho foi abordado o modelo de regressdo beta com dispersao varidvel,
proposta por Ferrari e Cribari-Neto (2004), com aplicagdo em dados de Covid-19. Tendo como
objetivo estudar os principais aspectos do modelo de regressdo beta, além disso foi definido trés
objetivos especificos.

O primeiro objetivo especifico foi apresentar os conceitos basicos da distribui¢do
beta. Neste caso foi apresentado a distribuicao beta e a distribui¢c@o beta reparametrizada, foi
relatado que a distribui¢do beta reparametrizada tem como objetivo modelar a média da varidvel
resposta. Além disso, fez-se necessario a definicdo do modelo de regressdo beta reparametrizada
em que foi estimado os parametros e a partir disso realizar a andlise numérica para encontrar a
média, desvio-padrdo, curtose, coeficiente de assimetria e viés relativo. Dentro desses aspectos
foi possivel utilizar o critério de selecdo AIC e BIC

O segundo objetivo especifico deu-se na realizagdo de um estudo de simulagdo para
verificar o desempenho dos estimadores de MV para os parametros do modelo. Neste caso, a
partir dos estimadores foi possivel realizar a andlise numérica.

O terceiro objetivo foi utilizar a correcao do viés via bootstrap para os estimadores
de MV, em que foram gerados 5 mil amostras de Monte Carlo e para cada amostra foi realizado
a simulagdo de 1 mil amostras de bootstrap. Com isso, foi verificado que os estimadores de MV
corrigidos, apresentam viéses menores em relagdo ao estimadores de MV.

O modelo de regressdo beta com fung¢ado de ligagdo logito foi o que a presentou o
melhor ajuste, com base no AIC e BIC, em comparacdo com as fun¢des de ligagdo probito e
complemento log-log. Ao realizar o teste de Wald para o modelo escolhido, viu-se que todos os
parametros foram significativos. Além disso, os residuos do modelo nio apresentaram outliers,

afastamentos da normalidade e ndo constancia da variancia.
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