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Resumo

Este trabalho descreve uma sequéncia de passos para a confeccdo de controladores com
a finalidade de contribuir com a implementacdo de uma planta de estudos praticos.
Mostrando essa sequéncia de forma prética no projeto de trés controladores, dois destes
usando a técnica do Lugar Geométrico das Raizes e um utilizando a técnica de Alocagao
de P6los no Espaco de Estados. Para isto foi utilizado o Péndulo-Hélice como sistema a
ser controlado, realizando sua modelagem obtendo-se tanto sua funcdo de transferéncia
e linearizacdo da mesma quanto sua representagdo no Espaco de Estado através da sua
forma canodnica controldvel. Através da resposta a uma entrada do tipo degrau o sistema
e 0 sistema com os controladores sdo avaliados mediante andlise do méximo sobressinal,
tempo de acomodacédo e erro em regime permanente. Os resultados mostram que
utilizando ambas as técnicas é possivel atingir parametros de projeto desejados, onde a

técnica por Alocacdo de Pélos se mostrou mais simples e eficaz.

Palavras-chave: Sistema de Controle, Lugar Geométrico das Raizes, Alocagdo de Pélos,

Espacgo de Estados, Péndulo-Hélice, Modelagem.
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Abstract

This work describes a sequence of steps for making controllers in order to contribute to
the implementation of a practical study plan. Showing this sequence in a practical way
in the design of three controllers, two of them using the Geometric Root Locus technique
and one using the Pole Allocation technique in State Space. For this, the Pendulum-Helix
was used as a system to be controlled, modeling it, obtaining both its download function
and its linearization and its representation in the State Space through its controllable
canonical form. Through the response to a step-type input, the system and the system
with the controllers are powered by analyzing the maximum overshoot, settling time
and steady-state error. The results show that using both techniques it is possible to
achieve the desired design requirements, where the Pole Allocation technique proved

to be simpler and more effective.

Keywords: Control System, Geometric Root Locus, Pole Allocation, State Space, Pendulum-
Helix, Modeling.
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1

INTRODUCAO

O contexto atual no qual vivemos, a formacé&o de pro ssionais, principal-

mente na area das engenharias, esté exigindo uma formacao mais completa.

O pro ssional de engenharia, ao sair da graduacao, tem uma constante
exigéncia de possuir conhecimentos préaticos além dos conhecimentos teéricos. Contudo,
percebe-se que essas habilidades ndo sdo comumente desenvolvidas durante a formacgéo
académica. Nesse sentido, o conhecimento técnico adquirido muitas vezes esta limitado
a uma visdo muito tedrica, ja que em muitas disciplinas nao séo fornecidas chaves de
leitura para a sua aplicacéo préatica (FREITAS; FORTES, 2020). Procurando transpor esse
obstaculo muitos professores de cursos de engenharia optaram por usar metodologias
de aprendizagem ativas .

A aprendizagem € um processo continuo pelo qual a sociedade esta permanente-
mente oferecendo as pessoas possibilidades de desenvolverem ao maximo seu potencial
e habilidades, entrando em contato tanto com o conhecimento ja produzido quanto
com o ainda em producéao e, sobretudo, aprendendo aquilo que lhes possibilita viver
e conviver em melhores condigbes com seus semelhantes (MARTINS, 2002). Sendo
a aprendizagem de nida desta forma podemos ver um claro objetivo em favor de
metodologias ativas, principalmente no ramo das engenharias.

Com o objetivo de atualizar conhecimentos, de quali car pessoas para o traba-
Iho, de facilitar o dominio de algumas habilidades, de ensinar a lidar com as novas
tecnologias, vém se desenvolvendo modelos de educacéo e estratégias metodoldgicas

destinados a facilitar o processo de aprendizagem com 0 maximo de so stica¢do e com
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o minimo de esforco do aprendiz (MARTINS, 2002). Uma das metodologias de aprendi-
zagem ativa utilizada, nas engenharias, € a metodologia de Aprendizagem Baseada em
Problemas

A criacao de protétipos de processos industriais em pequena escala, de acordo
com (MEDEIROS et al., 2018), tem 0 objetivo de unir a teoria com a pratica facilitando a
assimilacdo do conhecimento. Esse tipo de abordagem de ensino e aprendizagem ativa
€ muito semelhante a ABP.

O ABP, segundo RIBEIRO (2008), pode ser explicado da seguinte maneira:
Passo 1: Apresentacédo de uma problema a ser analisado e de nido por um grupo;
Passo 2: Levantamento de hipéteses pelos alunos;

Passo 3: Tentativa de solucionamento por conhecimento prévio dos alunos;

Passo 4: Levantamento de conceitos e teorias com a nalidade de solucionar o

problema,;

Passo 5: Planejamento do trabalho do grupo;

Passo 6: Alunos de forma autbnoma buscam por conceitos e informacgdes;

Passo 7: Alunos compartilham conceitos e informagdes em encontros ndo-tutorados;

Passo 8: Aplicar os conhecimentos tantas vezes quanto necessario para se obter

uma resposta satisfatoria;
Passo 9: Criacao de algo concreto que € apresentado ao tutor para ser examinado;

Passo 10: Os alunos avaliam o processo, seu produto, o trabalho em grupo, seu

desempenho e o dos demais integrantes do grupo.

O objetivo deste trabalho esta direcionado ao passo 9 do processo doABP. No
ensino de Engenharia, o processo de resolucao do problema é mais complexo, frequen-
temente resulta em mais de uma possibilidade e implica a confeccéo de algum artefato
concreto, como magquetes, protétipos, modelos etc. Esse processo requer mais tempo

e conhecimentos conceituais e procedimentais mais dificeis de serem desenvolvidos
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autonomamente em um tempo compativel com o periodo de formacao do estudante
(ARAUJO et al., 2016). Com isso em mente temos a proposta deste trabalho: descrever
uma sequéncia de passos para a confeccdo de controladores com a nalidade de con-
tribuir com a implementacéo de uma planta de estudos préticos, para os alunos que
nao irdo dispor de tempo habil para a construcdo da mesma na disciplina de Sistema de

Controle.

1.1 Contextualizacéo ou de nicao do problema

Devido ao longo tempo necessario para a construcédo de protoétipos de sistemas de
controle, € comum que os alunos concluam o curso sem o devido conhecimento pratico,
uma vez que a disciplina de Sistemas de Controle é essencialmente voltada para a

aplicacao pratica.

1.2 Objetivos

Objetivo Geral - Descrever uma sequéncia de passos para a confeccéo de contro-
ladores com a nalidade de contribuir com a implementacdo de uma planta de

estudos préaticos.

Objetivos especi cos — Determinar o0 modelo nao linearizado do sistema Pendulo-

Hélice.

Objetivos especi cos — Simular o comportamento do modelo néo linearizado
Objetivos especi cos — Realizar a linearizagdo do modelo Pendulo-Hélice.
Objetivos especi cos — Simular o comportamento do modelo linearizado

Objetivos especi cos — Realizar a elaboragéo dos projetos de controle: Utilizando o
Método do Lugar Geométrico das Raizes, tanto para controles ideais (PID) quanto

para controles nao ideais (Avanco e Atraso de Fase) e Alocacao de Pdlos;
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Objetivos especi cos — Simular o comportamento do modelo com os controladores

projetados.

1.3 Organizacéo do Trabalho

A estrutura deste trabalho segue a seguinte organizacao: inicialmente, sera dedicado
um capitulo aos fundamentos nos quais se baseia o presente estudo, abordando os
aspectos de Fisica, Calculo, Sistemas de Controle e Simulacdo. Em seguida, havera um
capitulo dedicado ao desenvolvimento do trabalho, no qual sera realizada a modelagem
do sistema, sua analise e o projeto dos controladores. Por m, o ultimo capitulo sera

destinado a apresentacédo dos resultados obtidos na secéo anterior.
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2

FUNDAMENTOS

2.1 Fisica

2.1.1 Variaveis do Movimento de Rotacdo, Relacdes entre Varia-

veis Lineares e Angulares, Momento de Inércia e o Torque

As grandezas que descrevem o movimento de rotagdo abrangem diversas variaveis,
tais como posicao angular, deslocamento angular, velocidade angular e aceleracao
angular. Seguindo as indicagOes de Halliday, Resnick e Walker (2008), ao tracarmos uma
reta que conecta o ponto de origem dos sistemas de coordenadas de referéncia a um
ponto especi co, o angulo formado entre essa reta e outra reta direcionada de maneira
arbitrariamente escolhida como a posi¢ao angular zero, de ne a posi¢ao angular. Essa
posicdo angular é determinada pelo comprimento do arco, medido a partir da posicéo
angular até o ponto em questao, dividido pelo raio da circunferéncia, e é expressa em

radianos, conforme a equacéo 2.1.

%

(2.1)

A medida do deslocamento angular representa a variacdo da posicéo angular de
um corpo rigido durante uma rotacdo. Matematicamente, é de nido como a diferenca
entre as posi¢des angulares A e B (equacao 2.2), sendo expresso em radianos. Conforme
a convencao estabelecida por Halliday, Resnick e Walker (2008), adotou-se o0 seguinte

critério: um deslocamento no sentido anti-horario é considerado positivo, enquanto um
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deslocamento no sentido horéario é considerado negativo.

= 2 1 (2.2)

A velocidade angular representa a taxa de variacdo do deslocamento angular ao
longo do tempo. Existem dois tipos de velocidade angular: velocidade angular média e
velocidade angular instantanea. Se um corpo em rotagao esté inicialmente na posi¢ao
angular A no tempo t; e, posteriormente, na posi¢cao angular B no tempo t,, a razao
entre a variacao da posicéo angular e a variacao temporal corresponde a velocidade
angular média (equacéao 2.3), conforme mencionado por Halliday, Resnick e Walker
(2008). Quando essa variagao temporal tende a zero, obtemos o limite dessa razao,
gue de ne a velocidade angular instantanea (equacéo 2.4). Ambas as velocidades séao

expressas emrad=s (radianos por segundo).

leg = 2——2 (2.3)

= (2.4)

No caso de um corpo em movimento linear, quando sua velocidade néo é cons-
tante, isso indica a presenca de uma aceleracédo. Podemos estabelecer uma analogia com
0 movimento de rotacdo. Se um corpo esta em rotacao e sua velocidade angular ndo
€ constante, concluimos que esse corpo possui uma aceleracao angular. A aceleracao
angular média € de nida como a raz&o entre a velocidade angular angular e a variacéo
temporal (equagéo 2.5). No limite dessa razdo, quando a variagdo temporal tende a zero,
obtemos a aceleracdo angular instantanea (equacéo 2.6), expressa emd=s’ (radianos

por segundo ao quadrado).

(2.5)

= ||Lno—t:E=W (26)

O momento de inércia € uma medida do grau de resisténcia a alteracdo do

movimento de um corpo rigido que realiza rotagcdo. Matematicamente, 0 momento
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de inércia pode ser de nido como a soma do produto da massa de cada particula
(considerando um numero limitado de particulas) do corpo pela sua distancia ao
guadrado em relacéo ao eixo de rotacao (equacao 2.7). No caso de um corpo composto
por um nimero muito grande de particulas, o qual pode ser tratado como continuo, a
expressao € modi cada para a integral do produto da massa das particulas pela sua
distancia ao quadrado em relacédo ao eixo de rotacédo (equacédo 2.8). O momento de

inércia é expresso emkg m?(quilograma vezes metro quadrado).

| = m;r;2 (27)

| = r%dm (2.8)

O torque (equacao 2.9) é a componente tangencial de uma forca aplicada a
um corpo, responsavel por gerar o movimento de rotacdo. O torque € diretamente
proporcional ao valor absoluto da forga aplicada (quanto maior a forga, maior o torque)

e a distancia do eixo de rotacédo (quanto maior a distancia, maior o torque). A unidade

de medida do torque € N m (Newton vezes metro).

=rF sin = rF; (2.9)

Para derivar a segunda lei de Newton para 0 movimento de rotacdo, é necessario
compreender as relagdes entre as varidveis do movimento linear e as do movimento
angular (rotacdo). Essas relagdes nos permitirdo obter uma equacgéo analoga a equacao
do movimento linear, permitindo-nos utiliza-la de forma semelhante.

De acordo com Halliday, Resnick e Walker (2008), os dois conjuntos de variaveis
estao relacionados por meio da distancia perpendicular do ponto ao eixo de rotacao,
representada por r, que € o raio da circunferéncia descrita pelo ponto em torno do eixo
de rotacdo. Com base nessa variavel, podemos estabelecer as seguintes relacdes:

A primeira relacao: posicéo. Ao reescrever a equacgao 2.1, obtemos uma relagéo

entre a posicao angular e a posicao linear, conforme apresentado a seguir:

s=r (2.10)
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A segunda relacao: velocidade. Ao derivar a equacédo 2.10 em relagdo ao tempo,

com r constante, temos:

ds_d
dt  dt

Alem disso, a partir da equacgéao 2.5, podemos obter a relacéo entre a velocidade

(2.11)

linear e a velocidade angular:

v=Ir (2.12)

A terceira relacdo: aceleracdo. Ao derivar a equacao 2.11 em relacdo ao tempo,
com r constante, obtemos:
dv _ d!

i Er (2.13)

A partir da equacéao 2.6, encontramos a relacédo entre a aceleracao linear e a

aceleracdo angular:

a=r (2.14)

Essas relagdes nos permitem estabelecer conexdes entre as grandezas do movi-

mento linear e as do movimento angular.

2.1.2 Segunda Lei de Newton para o Movimento de Rotacéo
Vamos considerar a seguinte situacdo: temos um corpo rigido de massa m, que esta
xado a um eixo de rotacdo por meio de uma barra de comprimento r, cuja massa
pode ser desprezada. Nessa con guracao, o corpo tem a capacidade de se movimentar
apenas ao longo de uma trajetoria circular com o centro localizado no eixo de rotagao.
Essa representacdo esta ilustrada na gura 1.

Quando uma forca é aplicada a esse corpo, uma vez que a particula s6 pode
executar uma trajetoria circular, apenas a componente tangencial da forca € responséavel

por acelerar a particula. Essa componente tangencial do vetor forca ;) € conhecida
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Figura 1 — Diagrama de Forcas de um corpo rigido simples, livre para girar em torno
do um eixo

como torque (representada por ). Utilizando a segunda lei de Newton, podemos
estabelecer uma relacdo entre o torque e a aceleracdo angular. Onde; é componente

tangencial da aceleracéo linear.

Ft = May (215)

Utilizando a equacédo 2.9, podemos reescrever a equacao 2.15 da seguinte forma:

= Fir = mar (2.16)

Utilizando a equacédo 2.14, obtemos o seguinte resultado:

=m(r)r=(mr? (2.17)

Observando que a grandezamr ? corresponde ao momento de inércia, podemos
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utilizar a equacéo 2.7, resultando em:

= | (2.18)

E, no caso de varias torques atuando sobre a particula, temos um torque resul-

tante e podemos generalizar a equacédo da seguinte forma:

res = | (2.19)

A equacéao 2.18, de acordo com Halliday, Resnick e Walker (2008), € conhecida
como a segunda lei de Newton para o movimento de rotacdo. Essa equacao pode ser
estendida para qualquer corpo rigido que esteja girando em torno de um eixo xo, uma

vez que qualquer corpo pode ser considerado um conjunto de particulas.

2.1.3 Péndulo Simples

Segundo Lavor e Oliveira (2021), o péndulo simples, também conhecido como péndulo
matematico, € composto por um corpo puntiforme de massa m, suspenso por um o
inextensivel e de massa desprezivel. Quando o péndulo é afastado lateralmente de sua
posicao de equilibrio e posteriormente liberado, ele oscila em torno dessa posi¢do, como
ilustrado na gura 2:

Se considerarmos a de nicdo de movimento de rotacdo apresentada no inicio
deste capitulo, podemos aplicar a segunda lei de Newton para movimentos de rotacao,
conforme a equacao 2.19. Ao analisar a gura 2 e tracar o diagrama de forgas, podemos
identi car dois torques atuando. O primeiro é a tracdo no o T, que esta direcionado
para o centro da circunferéncia descrita pelo movimento do péndulo. O segundo é o
produto da forga peso (mg) pela distancia do eixo de rotagdo. Ao decompor a for¢a peso
Nnos eixos X e y, podemos observar que a componente em y da for¢ca peso tem a mesma
magnitude da tracdo mas com dire¢cdes opostas, ambas se cancelando mutuamente.
Assim, a Unica componente da forca peso que in uencia o movimento do péndulo é

aquela ao longo do eixo x. Portanto, podemos escrever a segunda lei de Newton para o
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Figura 2 — Diagrama de Forgas do Péndulo Simples

péndulo simples da seguinte maneira:

| = mgLsin (2.20)

Nota-se que o sinal negativo na equacao € devido a componente x da for¢a peso
estar atuando no sentido horario. Utilizando a equacéo 2.7, considerando que neste
caso a distancia r € a distancia da particula até o eixo de rotagdo, ou seja, L, e utilizando
as equacodes 2.4 e 2.5, podemos reescrever a equacao 2.20 da seguinte forma:

2 d2

mLZZ?z mgL sin )

_ mgsin
a2z~ L

De acordo com Lavor e Oliveira (2021), desenvolvendo a fungdo seno em séries

(2.21)

de Taylor nas vizinhangas do ponto zero, percebe-se que para < 10graus, podemos

escreversin = . Reescrevemos a equacao 2.21 como:

&  mg @ mg _
Freiaii e + - - 0 (2.22)
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Temos entdo uma equacao diferencial que descreve o movimento do péndulo

simples.

2.1.4 Movimento Harmoénico Simples Amortecido
Segundo Halliday, Resnick e Walker (2008), quando o movimento de um oscilador
reduzido por uma forca externa dizemos que o oscilador e seu movimento sdo amorte-

cidos.

Figura 3 — Oscilador Harménico Simples Amortecido Ideal

Analisando o modelo de um oscilador amortecido constituido de um bloco de
massa preso a uma mola e uma palheta submersa em um liquido oscilando vertical-

mente, o liquido exerce uma forga de arrasto sobre o sistema diminuindo o movimento
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com o tempo. Supondo que esse liquido exerce uma forga de arrasto K proporcional a

velocidade do sistema temos:

Fa= v (2.23)

onde é a contante de amortecimento que depende das caracteristicas do sistema, tem
como unidade o quilograma por segundo no Sl. O sinal negativo € para indicar que

essa forca é contraria ao movimento do sistema.

2.2 Calculo

2.2.1 Formula de Taylor - Aproximacao Local de uma funcéo
Segundo Guidorizzi (2013), sef (x) é derivavel em um ponto X, entdo, existe um
polinbmio T(x), que é um reta tangente ao gra co de f em (Xo; f (Xo)) conhecido como

polinbmio de Taylor de ordem 1 em torno de Xo.

T(x) = f(xo0) + f{xo)(X  Xo) (2.24)

Sejaf ( ) =sin , o polinbmio de Taylor de ordem 1 emtornode (=0 é:

Usando a equacéo 2.24, temos:

T()=sin0+cosO( 0) (2.25)

Sendosin(0) = 0 e, cos(0) = 1 entéo,

T()= (2.26)

Assim sin( ) é aproximadamente em torno do ponto = 0.
Ainda de acordo com Guidorizzi (2013) a expressao a seguir nos fornece o erro

desta aproximagao:

00 T00) = S "(0jix ol (2.27)
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Utilizando a equagéo 2.27 o exemplo anterior, 0 erro para esta aproximagao é:

jsin  T()j= %j( sin0)j0 0j2=0 (2.28)

Nesse caso, como o polindmioT( ) é a reta tangente que toca o gra co de sin

em g seria esperado que 0 erro nesse ponto fosse zero.

2.2.2 Transformada de Laplace
De acordo com Alexander e Sadiku (2013) Transformada de Laplace € uma transforma-
cao integral de uma funcéo f (t) do dominio do tempo para o dominio da frequéncia
complexa, fornecendo F (s). Dada uma funcéo f (t), sua transformada de Laplace, repre-
sentada por F (s) ou Lf f (t)g é de nida por:
YA 1
Lff (t)g= F(s) = e S'f (t)dt; (2.29)
0

em que s € uma variavel complexa dada por: s= + j! .

A seguir a tabela 1 com algumas propriedades da transformada de Laplace:

Propriedades da Transformadas de Laplace
Propriedade f(t) F(s)
Diferenciacdo no Tempo % skF(s) f(0)
i $?F(s) sf(0) f90)
AR S"F(s) " M (0) s" %0 )
f D0 )
Integracéo no tempo Rgf (x)dx %F (s)
Convolucéo fa(t) fat) | Fu(s)F2(9)

Tabela 1 — Algumas Propriedades da Transformada de Laplace

E, a tabela 2 com alguns pares de transformadas de Laplace.
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Pares de Transformadas de LaPlace
f (t) F(s)
Impulso (1) 1
Degrau u(t) s

Tabela 2 — Alguns Pares de Transformadas de Laplace

2.3 Sistemas de Controle

2.3.1 Conceitos Sobre Sistemas de Controle

De acordo com Nise (2013), um sistema de controle consiste em subsistemas e processos
(plantas) construidos com o objetivo de se obter uma saida desejada com um desempe-
nho desejado dada uma entrada especi cada. Qualquer sistema que possa ser descrito
dessa maneira pode ser considerado um sistema de controle, por exemplo: um elevador,
um foguete espacial, um 6nibus espacial que decola para orbitar a terra e etc.

Um diagrama de blocos de um sistema € uma representacao gra ca das funcdes
desempenhadas por cada componente e do uxo de sinais entre eles (OGATA, 2010).
Descreve a relacé@o entre os componentes do sistema onde cada bloco é um simbolo
para uma operacdo matematica e, segundo Ogata (2010), tem a vantagem de indicar
mais realisticamente o uxo de sinais de um sistema real. A gura 4 é um exemplo de

diagrama de blocos:

Figura 4 — Diagrama de Blocos

De acordo com Ogata (2010) com a fungao de transferéncia € possivel repre-
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sentar a dindmica de um sistema por meio de uma equacéao algébrica em s, onde a
maior poténcia do denominador determina a ordem do sistema. Ogata (2010) de ne
funcéo de transferéncia como: uma equacao linear invariante no tempo que relaciona a
transformada de Laplace da saida e a transformada de Laplace da entrada do sistema,
admitindo todas as condi¢des iniciais nulas.

Abaixo a equacéao diferencial que representa uma sistema qualquer:
agy™ + agy" T+ i+ @y YO+ agy = bx™ 4+ bx™ T+ i+ by o xO%+ bx  (2.30)

onde y é a saida do sistema ex € a entrada. De acordo com a de ni¢do acima, a funcao

de transferéncia do sistema é:

LEf(y)g _ Y(s) _ bs™+ bis™ T+ i+ by 1S+ by

= = 231
LfFf(x)g X(s) as"+ as" 1+ ::+a, 1S+ a, ( )

G(s) =

Analisando a gura 4, nos baseando nas de ni¢cées de Ogata (2010), temos:

Funcéo de Transferéncia de Malha Aberta: a relagcéo entre o sinal de realimentacao

B (s) e o sinal de erro atuante E(s).

B(s) _
Eg - COHO (2.32)

Funcao de Transferéncia de Ramo Direto: a relacao entre o sinal de saidaC(s) e o
sinal de erro atuante E(s).
C(s) _

£ - O (2.33)

Funcéo de Transferéncia de Malha Fechada: a relacdo entre o sinal de said&(s) e

o sinal de referéncia R(S).

C(s) _ G(s)
R(s) 1+ G(s)H(s)

(2.34)

2.3.2 Sistemas de Segunda Ordem
Um sistema de segunda ordem pode ser caracterizado através de duas grandezas:

frequéncia natural ndo amortecida (! ) e fator de amortecimento ( ). Nise (2013), de ne
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I » como a frequéncia de oscilagdo do sistema sem amortecimento e como a razao do
decaimento exponencial e a frequéncia natural ndo amortecida.

Podemos assim escrever a funcédo de transferéncia de malha fechada de um
sistema de segunda ordem da seguinte maneira:

1 2

' n
ST T (2.35)

G(s) =

A equacdo 2.35 é de nida por Nise (2013) como funcao de transferéncia de
segunda ordem geral e Ogata (2010) de ne como forma-padrao do sistema de segunda
ordem. O termo ! ,, Ogata (2010) de ne como fator de atenuacéo representando com a

letra

=1, (2.36)

Ainda para Ogata (2010),! , e descrevem o comportamento dindmico do
sistema. Se0 < < 1, entdo o sistema é subamortecido, se = 0 a resposta transitoria
nao decai, se = 1 o sistema é criticamente amortecido e para > 1 0 sistema e
superamortecido.

No caso do sistema ser subamortecido, que é a maioria dos sistemas de con-
trole, temos a grandeza! 4. Esta € chamada de por Ogata (2010) de frequéncia natural

amortecida e de nida da seguinte forma:

lg=1, 1 2 (2.37)

Além das grandezas ja citadas, Ogata (2010) cita outros parametros associados

aos sistemas subamortecidos, as especi cacdes da resposta transitéria:

tempo de atraso (tg): trata-se do tempo requerido para que a resposta alcance

metade de seu valor nal pela primeira vez;

tempo de subida (t,): é o tempo requerido para que a resposta passe del0a 90%

ou de 5%a 95% ou de 0% a 100%do valor nal. Para sistemas de segunda ordem
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subamortecidos, o tempo de subida de 0% a 100%¢é o normalmente utilizado.

. :(%)tg 119 (2.38)

tempo de pico (tp): € o tempo para que a resposta atinja o primeiro pico de

sobressinal.

— (2.39)
' d

tp

maximo sobressinal (M;): : € o valor maximo de pico da curva de resposta, medido
a partir da unidade. Se o valor nal da resposta em regime permanente diferir da

unidade, entdo é comum utilizar porcentagem maxima de sobressinal.

Mp=e (= 1 9 (2.40)

tempo de acomodacéo (s): € o tempo necessério para que a curva de resposta
alcance valores em uma faixa (geralmente de2% ou 5%) em torno do valor nal,

ai permanecendo inde nidamente.

4 4
!

(para critério de 2%) (2.41)

| (para critério de 5%) (2.42)

2.3.3 Lugar Geomeétrico das Raizes

O Lugar Geométrico das Raizg$R ) é uma técnica que nos da a descri¢cdo qualitativa
do desempenho de um sistema de controle (NISE, 2013). Descreve o comportamento
dindmico do sistema a medida que um parametro € modi cado, Nise (2013) cita como
exemplos a variagdo do ganho sobre o maximo sobressinal, o tempo de acomodagéo e o
tempo de pico. Além disso, ainda fornece uma representacao gra ca da estabilidade do

sistema, faixas de instabilidades e as condi¢cdes para um sistema entrar em oscilacéo.
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Portanto o Lugar Geométrico das Raizeferece andlise qualitativa mediante a analise
quantitativa.

Esta técnica pode ser utilizada para analisar e projetar o efeito do ganho de
malha aberta sobre a resposta transitdria e a estabilidade (NISE, 2013). Os pdélos de
malha fechada mudam de posicédo sempre o ganho de malha aberta muda, trocando as
posicdes individuais dos polos por linhas continuas temos entdo o Lugar Geométrico das

RaizesA gura 5 representa o LGR do sistema a seguir:

2:7925
2+ 0:717G +9:9849

G(s) = (2.43)

Figura 5 — Lugar Geométrico das Raizes

O eixo j! , 0 eixo imaginario do gra co, € um ponto do Lugar Geométrico das
Raizeqque separa a operacao estavel da operacéo instavel (NISE, 2013). Nesse ponto
temos o valor da frequéncia de oscilagéo e o valor maximo do ganho para a estabilidade
do sistema. A gura 5 permite concluir que este sistema € estavel para qualquer valor

de ganho em malha aberta ja que o LGR deste sistema nunca cruza o eixo imaginario.
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2.3.4 Projeto de Controladores Usando a Técnica do Lugar Geo-

métrico das Raizes
O LGR, no projeto de controladores, é usado para escolha do ganho de malha aberta
para que seja atendida uma determinada especi cacao na resposta transitoria do sistema.
Como s6 é permitido escolher ganhos os quais estédo sobre o LGR logo estamos limitados
as respostas que so existem ao longo dd_ugar Geométrico das Raiz@dSE, 2013).

Dessa maneira, se for desejada uma resposta transitéria a qual o ponto que a
representa no LGR esteja fora do LGR de um determinado sistema n&o sera possivel
atingi-la apenas com um ajuste de ganho. Ao invés de alterar o sistema existente,
aumentamos, ou compensamos o sistema com polos e zeros adicionais, de modo que
o sistema compensado tenha um Lugar Geométrico das Raizgse passe pela posi¢ao
desejada do pélo para algum valor de ganho (NISE, 2013).

Esses compensadores, ou controladores, ndo séo utilizados apenas para melhora
no regime transitério, segundo Nise (2013), também sao usados independentemente
para melhorar as caracteristicas de erro em regime permanente. Dessa maneira podemos
projetar controladores que melhorem tanto a resposta transitoria quanto o erro em
regime permanente.

Nise (2013) aponta que melhorar a resposta transitéria do sistema € inserir um
derivador no caminho a frente, derivando-se o erro produz um grande sinal que faz
com que a planta responda mais rapido. Para melhorar o erro em regime permanente
um polo na origem é incorporado & malha aberta do sistema. Nise (2013) resume desta
maneira: a resposta transitoria € melhorada com o acréscimo de derivagéo, e o erro em
regime permanente € melhorado com o acréscimo de integra¢do no caminho a frente.

Entdo para que seja cumprido uma especi cagao tanto de resposta transitéria
quanto uma especi cagao de erro em regime permanente é necessario combinar ambas
técnicas de projeto. Primeiramente é executado a melhora do erro em regime perma-
nente para em seguida melhorar a resposta transitdria ou entéo o contrario, primeiro a
melhora da resposta transitéria e em seguida a melhora do erro em regime permanente.

Segundo Nise (2013), uma desvantagem de primeiro corrigir a resposta tran-

sitoria e depois o0 erro em regime permanente é que a melhoria no erro em regime
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permanente resulta numa desaceleracdo da resposta do sistema. Ja no caso contrario,
a melhoria na resposta transitoria pode causar uma deterioracdo do erro em regime
permanente. Porém, em outros casos, a melhoria na resposta transitoria pode resultar
em melhoria adicional nos erros em regime permanente (NISE, 2013).

No projeto dos controladores é possivel usar controladores com circuitos ativos
ou circuitos passivos. Se for utilizado circuitos ativos, os controladores sédo chamados
de Controladores PID (Controladores ldeais). Porém, se forem utilizados circuitos
passivos, os controladores sdo chamados de Controladores de avanco e atraso de fase

(Controladores Nao-ideais).

2.3.4.1 Controladores PID

Um controlador PID possui dois zeros mais um polo na origem. Um zero e um polo
na origem podem ser projetados como o compensador integral ideal (Pl); o outro zero
pode ser projetado como o compensador derivativo ideal ( PD) (NISE, 2013). A seguir a
funcdo de transferéncia e o diagrama em blocos de um controlador PID.

2 K K
oS+ G5 i (2.44)

Kz
G(s)= Ki+ —+ Kss=
(8)= Ki+ 2+ Kg :

Figura 6 — Diagrama em blocos de um controlador PID

Em seguida a técnica de controle passo a passo (NISE, 2013):

1. Avalie o desempenho do sistema sem compensacgao para determinar a melhoria

necessaria na resposta transitéria.
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2. Projete o controlador PD para atender as especi cagdes de resposta transitéria. O

projeto inclui a posi¢cao do zero e o ganho de malha.
3. Simule o sistema para ter certeza de que todos os requisitos foram atendidos.
4. Projete novamente se a simulagcdo mostra que os requisitos nao foram atendidos.
5. Projete o controlador PI para resultar no erro em regime permanente desejado.
6. Determine os ganhosK 1, K, eK3.
7. Simule o sistema para ter certeza de que todos os requisitos foram atendidos.

8. Projete novamente se a simulagéo mostrar que os requisitos ndo foram atendidos.

No passo 1 a analise do sistema pode ser realizada através da sua resposta ao
impulso, degrau ou a rampa. E, por meio das equacfes de resposta transitoria da secao
2.3.2 é possivel determinar os polos desejados para o sistema. No passo 2 conhecendo
0s polos desejados, primeiramente é de nido a soma dos angulos do sistema até o polo
desejado ( ). A contribuicdo angular do zero do controlador é calculado da seguinte

forma:

=180 (2.45)

e, assim, o zero do controlador PD é obtido através da equacao 2.46.

M

+
tan( )

Zcpp (2.46)

O ganho da malha é obtido através do LGR do sistema adicionado do controlador
PD no ramo direto sistema. Variando o ganho K cpp do controlador até que o sistema

passe pelo polo desejado. A abaixo a funcéo de transferéncia do controlador PD:

Gepp (S) = Kepp(s+ Zepp) (2.47)

No passo 3, a resposta ao impulso, degrau ou a rampa podem ser usados para

avaliar se os requisitos foram atendidos.
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O passo 5 de acordo com Nise (2013) qualquer zero do controlador Pl escolhido
ird funcionar desde que esteja proximo da origem. O ganho de malha K cp;p € obtido por
meio do LGR, adicionando no ramo direto do sistema o controlador Pl e o controlador
(sem o ganho Kc¢pp, variando o ganho até que o sistema passe pelo pélo desejado. A
seguir a funcéo de transferéncia do controlador PID:

(s+ Zcpi)

Gepip (S) = Kepip (s+ Zcpp) (2.48)

Como a equacéao 2.48 é equivalente a equacao 2.44 € possivel calcular os valores

do ganho K 1, K, e K3 através das equacdes 2.49 e 2.50, ond€cpp = Ks.

Ki= Kz (Zcpp + Zcpi) (2.49)

Ko= K3 Zcpp Zcp (2.50)

2.3.4.2 Controladores de Avanco e Atraso de Fase

A secéo anterior oferece uma sequéncia de etapas para o projeto de um controlador ideal
(PID). Este controlador é construido, como dito anteriormente, por meio de circuitos
ativos, no entanto ele pode pode ser aproximado por controladores que usam elementos
passivos, estes sdo chamados de controladores de Avanco e Atraso de Fase.

A parte integral do controlador PID possui um zero na origem entretanto, caso
utilizemos estruturas passivas, o pélo e o zero sdo movidos para a esquerda nas proxi-
midades da origem (NISE, 2013) e chamado de controlador de atraso de fase. Ainda
que o erro ndo seja zero, hd uma melhoria no erro em regime permanente. Para realizar
esta melhoria sem que haja mudancas signi cativas na resposta transitoria, o poélo e
o zero do controlador devem estar proximos. Nise (2013) demonstra que a melhoria
causada pelo controlador de atraso de fase no erro em regime permanente se da pela
razao zero/polo do controlador.

A parte derivativa, pode ser aproximada por uma estrutura de avanco de fase

passiva (NISE, 2013). Porém nessa aproximacdo ndo € possivel produzir apenas um
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zero, como é o caso do controlador derivativo ideal. Contudo se o pdélo do controlador
estiver mais distante do eixo imaginario que o zero, a contribuicdo do polo € pequena
sendo uma boa aproximacado de um zero Unico. Em outras palavras, a contribuicéo
angular do p6lo do compensador € subtraida da contribuicdo angular do zero, mas nao
impossibilita a utilizacdo do compensador para melhorar a resposta transitoria (NISE,
2013), como se fosse um controlador ideal.

Entdo, o controlador com elementos passivos que melhora tanto a resposta
transitoria quanto o erro em regime permanente é chamado de controlador de Avanco e

atraso de fase. A seguir a técnica de controle passo a passo (NISE, 2013):

1. Avalie o desempenho do sistema sem compensacgao para determinar a melhoria

necessaria na resposta transitoria.

2. Projete o compensador de avanco de fase para atender as especi cacdes de res-
posta transitoria. O projeto inclui a posi¢do do zero, a posi¢ao do polo e o ganho

de malha.
3. Simule o sistema para ter certeza de que todos os requisitos foram atendidos.
4. Projete novamente se a simulagcdo mostra que os requisitos nao foram atendidos.

5. Avalie o desempenho do erro em regime permanente do sistema compensado
com avanco de fase para determinar a melhoria adicional requerida no erro em

regime permanente.

6. Projete um compensador de atraso de fase para resultar no erro em regime perma-

nente requerido.
7. Simule o sistema para ter certeza de que todos os requisitos foram atendidos.

8. Projete novamente se a simulagéo mostrar que os requisitos nao foram atendidos.

O passo 1 do controlador PID e do controlador de Avanco e Atraso de fase sao
similares. O desempenho do sistema pode ser avaliado por meio da sua resposta ao
impulso, degrau ou rampa. O passo 2 tem uma mudancga, primeiramente € escolhido

o0 zero do controlador (Z cay ) de forma arbitraria e em seguida é calculado a soma dos
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angulos ( <) do sistema acrescido do zero do controlador. A diferenca entre ;e180 éa
contribuicdo angular do pdlo do controlador (equacéo 2.45). O polo do controlador de
Avanco de fase é calculado com ajuda da seguinte equacéao:

[

P - - d + 2 1
CAv tan( ) ( S )

E, com o auxilio do LGR o ganho do controlador de avanco de fase (Kcay) €
determinado variando-o até que o sistema passe pelo ponto desejado, a equacgéo 2.52
mostra a funcado de transferéncia do controlador de Avanco de fasee. No passo 3 0

sistema € avaliado e caso seja necessario, no passo 4 é realizado ajustes no controlador.

(s+ Zcav)
(s+ Pcav)

No passo 5 € examinado o erro em regime permanente. Avaliando a resposta ao

Geav (S) = Keav (2.52)

impulso, degrau ou rampa para determinar o quanto de melhoria (m ) sera preciso. No
passo 6, escolhendo um polo (R-a¢) proximo da origem o valor do zero (Z cat) pode ser
determinado dependendo do quanto de melhoria é requerido. Desta maneira, o zero do

controlador de Atraso de fase é calculado da seguinte forma:

Zea = My Pea (2.53)

O ganho do controlador de avanco e atraso de fase (Kcavat ) € de nido usando o
LGR com a parte de avanco de fase (sem o ganho kg, ), a parte de atraso de fase ambos
em série com o sistema, variando o ganho para que o sistema passe pelo pélo desejado.
A funcéao de transferéncia do controlador de Avanco e Atraso de fase é mostrado na

equacéo 2.54.

(s+ Zcav) (s+ Zcar)
(s+ Pcav) (s+ Pcat)

GC(S) = KCAvAt (2-54)
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2.3.5 Sistemas de Controle no Espaco de Estados

2.3.5.1 Representacao de Funcdes de Transferéncia no Espaco de Estado
Considerando um sistema com funcdo de transferéncia a equacéo 2.31, podemos
representa-la no espaco de estado através da forma candnica controlavel (OGATA,
2010). A forma candnica controlavel € importante no projeto de controladores por

alocacao de polos, é representada da seguinte forma:

2 3 2 32 3 23
X1 0 1 0 o0 X1 0
X2 0 0 1 1 X2 0
= : : + R4 U (2.55)
Xn & @1 @2 & Xn 1
2 3
X1
h i By,
Y= by ashjbh 1 an abojiiijn aly & 4+ bou (2.56)
Xn

O numero de variaveis de estado (x,) que de nem completamente a dinamica

de um sistema é igual ao numero de integradores existentes no sistema (OGATA, 2010).

2.3.5.2 Controlabilidade
Segundo Ogata (2010), um sistema sera dito controlavel no instantety se for possivel,
por meio de um vetor de controle ndo limitado, transferir o sistema de qualquer estado
inicial x(to) para qualquer outro estado, em um intervalo de tempo nito.

Considerando um sistema dado pela equacao 2.59, ele sera de estado comple-
tamente controlavel se, e somente se, os vetore®8 ; AB ;::;; A" 1B forem linearmente
independentes ou a matriz 2.60n  m, chamada de matriz de controlabilidade, tiver

posto n.

X = Ax + Bu; (2.57)
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onde x = vetor de estado (vetor n)

u = sinal de controle (escalar)

A =matrizn n

B=matrizn 1

h [
BjABj:::jA" 1B (2.58)

No entanto, para Ogata (2010), num projeto de sistema de controle a controlabi-
lidade completa de estado do sistema nao € condi¢do necessaria nem su ciente para
se controlar a saida do sistema. De maneira geral € a saida do sistema que desejamos
controlar e, por isso, € desejavel de nir a controlabilidade da saida.

Considerando um sistema descrito pelas equacdes 2.59 e 2.60:

X= Ax + Bu (2.59)

y = Cx + Du (2.60)

onde x = vetor de estado (vetor n)

u = vetor de controle (vetor r)
y = vetor de saida (vetor m)
A =matrizn n
B=matrizn r
C=matrizm n

D = matrizm r
Esse sistema sera de saida completamente controlavel se, e somente se, a matriz
2.61,m (n+1)r tiver posto m.

h i
CBjCAB jCA2Bj:::jCA™ !BjD (2.61)
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2.3.6 Projeto de Controladores Usando a Técnica de Alocacao de

Polos
A técnica de controle conhecida como alocacéo de polos € a acéo de escolher pdélos de
malha fechada e, caso o sistema seja de estado completamente controlavel, forcar o
sistema a ter esses polos por meio de matriz de ganhos apropriada. De acordo com
Ogata (2010), esses polos podem ser determinados por meio das especi cacdes da
resposta temporal e/ou resposta em frequéncia, bem como das especi cacdes de regime
permanente.

Se o sistema ndo possuir polos na origem ndo sera possivel obter o erro em regime
permanente zero. Disto isso, um caminho de realimentacdo da saida é acrescentado
para formar o erro, o qual é alimentado a frente para planta controlada através de um
integrador (NISE, 2013). Este integrador tem a func&o de reduzir o erro em regime
permanente.

E adicionado um estado xy , onde o erro é a derivada desta variavel (NISE, 2013).
Se um sistema tem uma representacao no espacgo de estado da forma das matriz 2.55 e

2.56, quando o integrador é adicionado sus representacdo ca da forma como se segue:

2 3 2 32 3 23
4 X5 _ 4R BK) BKeg, x5 40, (2.62)
Xy C 0 X 1
2 3
h I x
y=c o4 3 (2.63)
XN

Com isso, um controlador pode ser projetado determinando a matriz de ganhos
K e o ganhoK para resposta transitéria desejada. Perceba que agora temos um polo
adicional para alocar (NISE, 2013). Este pdlo deve ser alocado distante dos pdlos que
determinam a resposta transitoria do sistema ou, caso haja zeros na planta, pode ser
usado para cancelamentos de pélos e zeros.

Para o projeto do controlador Ogata (2010) cita 3 métodos: Determinacao da
matriz K com a utilizacdo da matriz de transformacéo T, Determinacéo da matriz K
com a utilizacdo do método de substituicdo direta e Determinagédo da matriz K com a

utilizacdo da formula de Ackermann. No passo-a-passo a seguir o segundo método
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listado é usado, no entanto Ogata (2010) reforca que este método € apropriado apenas

para sistemas de ordem 3 ou menor.

1. Avaliacao do sistema para determinar o quanto de melhoria é desejado e dessa

forma os polos de malha fechada do sistema.
2. Determinar a equacao caracteristica desejada.
3. De nir a equacdo caracteristica do sistema.

4. Igualar as duas equac0des caracteristicas e, dessa forma, igualar os coe cientes em

s de mesma poténcia.

5. Simular o sistema e avaliar se os requisitos foram atendidos.

O primeiro passo é padrao para qualquer projeto de sistemas de controle, onde
0s requisitos do sistema podem ser avaliados de diversas formas. No passo 2, a equagao
caracteristica desejada é de nida para que, quando a equacao caracteristica do sistema
for de nida no passo 3, no passo 4 possam ser igualadas. Como € mostrado na equacgao

2.64, supondo que o sistema seja de ordem 2.

detjsl Aj=(s+ )(s+ ») (2.64)

Como o sistema é realimentado a matriz A equivale a A + BK . De forma que os
ganhosk; aparecem na equacao caracteristica do sistema e possam ser determinados
quando os coe cientes em s de mesma poténcia sédo igualados. Por m, uma simulacéo

do sistema € executada para que o seu desempenho seja analisado.

2.4 Simulacao de Sistemas

Simulacéo é o processo de projetar um sistema fisico real ou teorico, executar o modelo
e analisar a saida da execuc¢éao (ZLAJPAH, 2008). A simulacdo é uma grande ferramenta
na area de sistemas de controle, onde o projetista tem a capacidade de avaliar diversas

solucdes e fazer a melhor escolha. Essa capacidade de avaliacdo so fez-se possivel
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com o advento dos computadores. Nise (2013) destaca que antes dos computadores as
simula¢cdes eram feitas de forma manual e no melhor dos casos com ajuda de aparatos
plasticos, onde os resultados eram lentos e nem sempre exatos.

A simulacgdo pode evitar uma série de desconfortos. Zlajpah (2008) aponta que o
uso da simulacao pode-se evitar lesdes e danos, mudancas desnecessarias no projeto
apos o inicio da producédo das pecas, pode-se observar em poucos minutos como uma
producdo planejada seré realizada no préximo més, ou um processo rapido pode ser
desacelerado para observar todos os detalhes em “camera lenta”. Dessa forma gerando
economia em projetos.

Como exposto a simulacdo é uma peca fundamental no projeto de sistemas. Em
sistema de controle a simula¢édo, de modo geral, é utilizada para avaliar o comporta-
mento do sistema para que seja de nido o quanto de melhoria € requerido no sistema.
Apés o projeto de controle o sistema é simulado e avaliado novamente com a nalidade

de saber se o comportamento do sistema € satisfatério.

2.4.1 MATLAB

O MATLAB é parte integrante do projeto de sistemas de controle salienta Nise (2013),
sendo de nido como uma plataforma de programacéo e computagdo numeérica usada
para analisar dados, desenvolver algoritmos e criar modelos (The MathWorks, Inc.,
2023). A seguir temos alguns exemplos de cédigo de simulacéo usados nesse trabalho.

A funcéo tf (arg;; argy) € usada para de nir uma funcéo de transferéncia.

1 %%%Creating a Transfer Function %%%

2 num = [1 2]; %Defining the transfer function numerator

3den = [1 1 5]; % Defining the Transfer Function Denominator
4 sys = tf(num,den)

A funcdo feedbacKsys;; sys,) € utilizada para obter a funcéo de transferéncia
de malha fechada, onde o argumento sys, é o bloco de de funcéo que esta no ramo de
realimentacao.

1 %%%Defining sys_1 %%%
2num_1 = [1 2];
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den_ 1 =11 1 5];

sys_1 = tf(hum_1,den_1);

%%%Defining sys_2 %%%

num_2 = [1 5];

den 2 =1 3 9];

sys 2 = tf(num_2,den_2);

%%%Defining Feedback closed loop %%%
fsys = feedback(sys_1,sys_2)

A funcéo series(sys;; sys;) retorna a fungéo de transferéncia do sistemasys; em
série com o sistemasys, ou vice e versa, ndo depende da ordem dos sistemas.
%%%Defining sys_1 %%%
num_1 = [1 2];
den_ 1 =1[1 1 5];
sys 1 = tf(num_1,den_1);

%%%Defining sys 2 %%%

num_2 = [1 5];

den 2 = [1 3 9];

sys 2 = tf(num_2,den_2);

%%%Defining the serial transfer function %%%
ssys = series(sys_1,sys_2)

O trecho de codigo a seguir é usado por Nise (2013) para calcular o angulo entre
0s polos e zeros de um sistema e um polo desejado.

s = -8 + 1590 *1i %%% Desired pole

G=(s+5/(s+7) *(s+ 8 *(s + 9); %%% System

Theta_s =(180 / pi) * .

angle(G) %%% Angular Distance between the desired pole and the system

Por m os comandos rlocus(sys) e step(sys) respectivamente retornar o Lugar
Geométrico das Raizes resposta ao degrau de um sistema.

Esses sdo apenas alguns dos comandos, presentes no MATLAB, utilizados neste
trabalho para simulacdo com a nalidade de analise e projeto dos controladores. O
MATLAB dispde de um ferramental completo para analise e projeto de sistema em

varias areas do conhecimento.
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3

SISTEMA PENDULO -HELICE

O sistema Péndulo-hélice consiste em um péndulo suspenso o qual possui uma hélice
motorizada na ponta da haste (MOHAMMADBAGHERI; YAGHOOBI, 2011). O controle
deste sistema é feito através de uma tensdo dada no motor da hélice para que este se
posicione num angulo desejado. Este capitulo abordara a modelagem e o projeto dos

controladores.

3.1 Modelagem

3.1.1 Funcéo de Transferéncia

Observando a natureza do sistema como sendo um sistema de rotagdo podemos utilizar
a segunda lei de Newton pra o movimento de rotagcdo, como visto ha secédo 2.1.2.
Analisando a gura 7, o diagrama de forcas do sistema, os torques que atuam sobre
0 sistema sdo: o torque da forga peso (;,) e o torque elétrico ( ¢). Com 0 movimento
do sistema o ar exerce uma forga de arrasto que tende a amortecer este movimento,
produzindo um torque ( ) (secéo 2.1.4).

Aplicando a equacéo 2.19, os torques referidos anteriormente, temos:

O torque produzido pela forga peso nao atua totalmente no movimento, ainda

analisando a gura 7, decompondo a forga peso nos eixos x ey podemos ver somente a
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Figura 7 — Diagrama de forcas do sistema Péndulo-Hélice

componente y sendo atuante no movimento. Logo , equivale a mgLsin . A equacao
2.23 é o torque ,, produzido pelo arrasto do ar e o torque elétrico . ékV, onde k é
uma constante de proporcionalidade e V é a tenséo aplicada no motor. Substituindo na

equacéo 3.1, temos:

mgLsin (t) ! (H)+ kvV(t)=1 (t) (3.2)

Como a posicéo angular é variavel de interesse, podemos colocar tanto a ve-
locidade angular quanto a aceleracéo angular como fun¢des da posicao utilizando as
equacdes 2.4 e 2.6. Rearranjando a equagao 3.2, colocando os termos cortt) do lado
direito e o termo kV (t) do lado esquerdo, substituindo o comprimento L da haste pela
distancia d, que é a distancia até o centro de massa da haste onde a forca peso atua, e
por m dividindo ambos os lados da equacéao por I, temos:

a2 (t) d (t) mgdsin (1) _ k
a2 1 dt | N Tv(t) (3:3)

A equacdo 3.3 descreve a dinamica do sistema péndulo-hélice, devido ao termo

sin (t) esta é uma equacao ndo-linear. Na secdo 2.2.1 temos uma aproximacao linear da
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funcdo seno, a equacéo 2.26. Substituindo na equacao 3.3, temos:

(), d(©, mgd(®) _k
d2z 1 dt | |

Se aplicarmos a transformada de Laplace na equacéo 3.4, com condig¢des iniciais

V(t) (3.4)

nulas e isolando do lado esquerdo a razéo % chegamos a funcéo de transferéncia do

sistema péndulo-hélice:

(9 <
V(e s+ se (35)

onde | € o momento de inércia, m é a massag aceleracédo da gravidade,d € a distancia
do centro de massa, € a constante de amortecimento, ( s) é a transformada de laplace
da saida do sistema, a posi¢do angular,V (s) € a transformada de laplace da entrada do
sistema, a tensdo no motor. A constante k, pode se calculada colocando o sistema em
regime permanente. Em regime permanente ndo ha variacdo angular, logo as derivadas

de daequacao 3.5 sao iguais a zero, sendo assim temos:

mgd p
|

mgd p

T (3.6)

k
:I_Vrp) k =

onde , e V,, séo os valores de eV em regime permanente respectivamente.
Com os parametros do modelo retirados do artigo de Mohammadbagheri e
Yaghoobi (2011) presentes na tabela 3, substituimos na equacao 3.5 temos a funcao de

transferéncia do sistema, como segue abaixo:

2:7925

G =
(8)= &+ 0.7170 + 99849

(3.7)
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Parametros do Sistema Péndulo-Hélice
0:03m

0:36kg

9:8m=¢?

I 0:010&kgm?
0:007&g=s

k 0:0296

Q|3 |a

Tabela 3 — Parametros do Modelo

Tomando a equacéo 3.3 e isolando o termo%, temos:

d? (t) _ k d (t) mdgsin (t)
a2~ 1 I dt |

Com base na equagcéo 3.8, utilizando o simulink obtém-sem o diagrama de blocos

V(1) (3.8)

do sistema néo-linearizado, gura 8.

Figura 8 — Diagrama em blocos do Sistema nédo-linearizado

Da funcao de transferéncia, equacéo 3.7, temos o diagrama em blocos do sistema
linearizado, gura 9.
Por m, utilizando a equacéo 2.34, onde H(S) = 1, temos a funcéo de transferén-

cia em malha fechada, equacéo 3.9. A gura 10 mostra o diagrama de blocos do sistema
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Figura 9 — Diagrama em Blocos do Sistema Linearizado

linearizado e em malha fechada.

2:7925
2+ 0:717G + 12:7774

Figura 10 — Diagrama em blocos do Sistema em malha fechada

3.1.2 Forma Canbnica Controlavel

Na secéo 2.3.5.1 € mostrado que dado a fungéo de transferéncia de um sistema pode-se
obter a representacao no espaco de estados desse sistema. Portanto, nos baseando na
funcdo de transferéncia obtida na secédo anterior, equacao 3.7 e no diagrama de bloco

da gura 8 ou da gura 9, para de nir o numero de variaveis de estado, obtém-se a
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representacao do sistema pendulo-hélice na forma candnica controlavel. Sendo n = 2,

temosa, =9:9849a; =0:717Q b, = 2:2925e b, = by =0, temos:

2 3 2 32 3 23
4%5_4 O b o54%5, 4%, (3.10)
X2 9:9849 0:7170 X, 1
2 3
h X,
y= 27925 04 (3.11)
X2

A controlabilidade da saida é determinada usando a matriz 2.61, que aplicada
ao sistema ca da forma:
h [
0 27925 1:988 ; (3.12)

comom = 1 e a matriz 3.12 ndo possui linha nula, seu posto é1. Logo o sistema é de

saida controlavel.

3.2 Simulacéo

Conforme anteriormente mencionado a simulacao é um parte de grande importancia
para analise de sistemas na area de sistema de controle. Usando o MATLAB e algumas
funcbes presentes na secéo 2.4.1, avaliaremos a resposta do sistema a uma entrada do
tipo degrau.

Iniciando pela equacéo 3.8, a equacao ndo-linear do sistema. Aqui a intencao é
avaliar se existe alguma diferenca entre o sistema real e sua aproximacao linear. A gura
11 mostra a saida obtida e a gura 12 mostra a saida obtida apés a linearizacéo (equacao
3.7) do sistema. A diferenca entre as duas saidas quase nao podem ser diferenciadas.

Apos a linearizagao do sistema, fechamos a malha do sistema com uma reali-
mentacao negativa e unitaria. Com isso algumas caracteristicas do sistema podem ser
obtidas através da sua resposta ao degrau ( gura 13). O sistema tem um maximo so-
bressinal de 728%, um tempo de acomodacédo de 10:7s e o valor em regime permanente

de 0:219ads.
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Figura 11 — Resposta do Sistema nao-linearizado a uma entrada do tipo degrau

Figura 12 — Resposta do Sistema linearizado a uma entrada do tipo degrau

3.3 Projeto de Controladores

Antes de projetar os controladores € necessario de nir os parametros desejados ou
os requisitos do sistema. Para todas as sess0es adiante os requisitos do sistema seréo
0 mesmo: maximo sobressinal de 104, tempo de acomodacéo de0:5s e um erro em
regime permanente zero. Utilizando as equacdes de resposta transitoria da sec¢ao 2.3.2

€ possivel de nir os polos de malha fechada para que o sistema tenha os parametros
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Figura 13 —Resposta do Sistema linearizado e em malha fechada a uma entrada do tipo
degrau

requeridos.
A partir da equacéo 2.40, é possivel reorganiza-la para obter o fator de amorteci-

mento:

p___
010=e (= 1 ) :ql——Z) = 0:5912 (3.13)

1+ In (0:10)2

Ja a equacéo 2.41, quando rearranjada, fornece a de nicdo da frequéncia natural

nao amortecida:

4 4

° = ose1a,’ ‘"~ osoizos) MY 3.14

5% o591, ) """ Gseiz os) n TIPS (3.14)

Dessa forma como os pélos do sistema sao da forma j! 4, utilizando as

equacdes 2.36 e 2.37 € de nido os polos desejados do sistemacomo 8 109137

=0:5912 135318) =8 (3.15)

Ly = 13:531§ 1 05912) !4=10:9137 (3.16)

Por m, é preciso saber se o LGR do sistema passa por esses poélos, em caso

a rmativo € necessario apenas um ajuste de ganho na malha aberta. Se o LGR nao
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passar pelo polo é obrigatério que seja inserido zeros e/ou polos no sistema. A linha
vermelha na gura 14 indica uma faixa que corresponde aproximadamente ao fator de
amortecimento 0:5912e neste caso o LGR né&o passa nessa faixa para nenhum valor de
ganho de malha aberta. Logo é preciso inserir polos ou zeros no sistema, forcando que

0 LGR passe nessa faixa.

Figura 14 — Lugar Geométrico das Raizes do Sistema Péndulo-Hélice

3.3.1 Controladores PID - Proporcional Integrativo e Derivativo

Para o projeto deste controlador sera usado o passo-a-passo da se¢do 2.3.4.1.

1. Passo 1: Avaliacédo do Sistema

Além do que foi exposto na secdo anterior, da necessidade de melhoria da res-
posta transitoria tendo em vista que tanto o maximo sobressinal e o tempo de
acomodacédo passam em muito o desejado, também é necessario uma melhoria no
seu valor em regime permanente. H4 um erro de 79%entre o valor de entrada e o
valor nal do sistema. Sendo assim o sistema necessita de uma melhoria tanto na

resposta transitéria quanto no erro em regime permanente.
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2. Passo 2: Projeto do controlador PD.

A soma dos angulos do sistema até o ponto de projeto € obtido, com ajuda do
coédigo MTALAB apresentado na secéo 2.4.1, como s = 106:9580. A contribuicdo
angular do zero do controlador PD ( ) é calculado utilizando a equagéo 2.45e 0

zero do controlador PD (Zcpp) utilizando a equacéo 2.46.

=180 1069580 = 73:0420 (3.17)
10:9137
CPD = tan (73.0420) +8:0000 = 113279 (3.18)

Prontamente o zero do controlador PD de nido ele é adicionado ao sistema e
tracando o LGR procuramos pelo ganho que faz com que o sistema passe pelo
polo desejado. A equacédo 3.19 é o sistema em série com o controlador PD. A gura

15 indica que o ganho do controlador PD é Kcpp = 5:47.

2:7925
2+0:717G +9:9849

Ge(s) = (s+11:3279) (3.19)

Figura 15 — Lugar Geométrico das Raizes do Sistema + Controlador PD
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3. Passo 3: Simulacao do Sistema

Em seguida é executada outra simulagcdo com o intuito de veri car se 0s requisitos
de resposta transitéria foram atendidos. A gura 16 mostra que somente o tempo
de acomodacéo foi alcangcado de forma satisfatoria, 0 maximo sobressinal excedeu

o valor requisitado de 10% No entanto houve uma melhoria signi cativa no erro

em regime permanente.

Figura 16 — Resposta ao Degrau do Sistema Pendulo-Helice + Controlador PD

4. Passo 4: Ajustes no Projeto

Com nalidade de corrigir a resposta transitoria uma mudanca na posi¢ao do zero
do controlador ou no ganho do mesmo pode ser su ciente, evitando a necessidade
de recalcular os passos anteriores. Com isso em mente o ganho do controlador foi
aumentado de 5:47 para 25e, dessa forma como podemos ver na gura 17 todos
os requisitos foram atendidos. Destacando o tempo de acomodac&do mais rapido e

mais um ganho de melhoria no erro em regime permanente.
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Figura 17 —Resposta ao Degrau do Sistema Péndulo-Hélice + Controlador PD com
ganho ajustado

5. Passo 5: Projeto do Controlador Pl

Seguindo a sugestao de Nise (2013), o zero do controlador PI foi escolhido como
Zcp) = 0:05. Dessa maneira o controlador Pl também é adicionado em série com
o controlador PD e o sistema e com 0 LGR, mostrado na gura 18, € de nido o

ganho como Kcpip =5:49

6. Passo 6: DeterminandoK {, K, e K3

Empregando as equacdes 2.49 e 2.50 para determinar os ganhos paré ; = 5:49,

K1 =5:49(113279 + 0.05) = 62:4648 (3.20)

K,=5:49 11:3279 0:05 = 3:1095 (3.21)

7. Passo 7: Simulagéo do Sistema

Para garantir que todos os requisitos foram atendidos, € preciso avaliar a resposta
do sistema com controlador ao degrau. A analise da gura 19 mostra que o sistema

apresenta erro zero em regime permanente porém, o maximo sobressinal € de
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Figura 18 —Lugar Geométrico das Raizes do Sistema Pendulo-Hélice + Controlador
PID

19% quase o dobro do requisito de maximo sobressinal, e a reducéo do erro
em regime permanente resultou em uma desaceleracao do sistema, aumentando
signi cativamente o tempo de acomodacdo. Como consequéncia, é necessario

realizar ajustes adicionais no controlador para otimizar o desempenho do sistema.

Figura 19 — Resposta ao Degrau do Sistema Pendulo-Hélice + Controlador PID

8. Passo 8: Ajuste e Simulagéo
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Atraves de simulagdes, exploramos uma variedade de valores para o ganhoK 3,
avaliando a resposta ao degrau a cada iteracéo para determinar o ponto ideal que
atendesse aos requisitos do sistema. Apds uma analise minuciosa, de nimos o
novo valor de K3 como sendo 20, enquanto os novos valores paraK; e K, foram

estabelecidos como segue:

K, = 20(11:3279 + 0.05) = 227:5585 (3.22)

K,=20 113279 0:.05=11:3279 (3.23)

Desta maneira a equacao 3.24 € a funcao de transferéncia do sistema em conjunto
com o controlador PID. A gura 20 exibe os parametros do sistema controlado.
O méximo sobressinal com valor de 10:2%, bem proximo do valor pretendido de
10% o tempo de acomodacao seu valor cou muito menor do que o requisitado
em 0:181e o erro regime permanente foi zerado. O script feito em MATLAB para

o projeto do controlador PID est& presente no apéndice A.

2:7925
2+ 0:717G +9:9849

1
Geip (5) = (227:5585 + 113219 + 205) (3.24)

3.3.2 Controladores de Avanco e Atraso de Fase
O projeto do controlador de Avango e Atraso de fase segue a sequéncia exposta na secéo

2.3.4.2:

1. Passo 1: Avaliacao do Sistema
Como mencionado anteriormente, o sistema necessita de melhorias tanto na
resposta transitéria quanto em regime permanente.

2. Passo 2: Projeto do controlador de Avanco de Fase

O zero do controlador é escolhido de forma arbitraria como Zca, = 10 e, com

ajuda do MATLAB, usando o codigo da sec¢éo 2.4.1 a soma dos angulos encontrado
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Figura 20 —Resposta ao Degrau do Sistema Pendulo-Hélice + Controlador PID com
Ajuste do Ganho

€. ¢ = 1734184. Com isso, abaixo temos a contribuicdo angular do p6lo do

controlador, utilizando a equacao 2.45.

=180 1734184 =6:5816 (3.25)

E entdo, por meio da equacao 2.51 o pélo do controlador Pca, € calculado:

10:9137
Pepy = ————=" _ +8=102:6025 3.26
CAY " tan(6:5816) (3.26)

E por m, ao tragar o LGR do sistema com o controlador, determina-se o ganho
Kcav =536, como mostraa gura 21. A equacao 3.29 é funcdo de transferéncia do

sistema e do controlador de avanco de fase seriados.

(s +10) 2:7025

Gear($) = (536 (o3 T02:6025) 2+ 0:717% + 9.9849

(3.27)

3. Passo 3: Simulacao do Sistema

A resposta ao degrau é a forma escolhida pra avaliar o desempenho do controlador.

Como pode ser visto na gura 22 o desempenho foi razoavel, onde o tempo de
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