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podem nos proporcionar espiritos capazes de usufrui-las,

‘E por causa da vida perder as razoes de viver.’

— Henri Poincaré, O Valor da Ciéncia



Resumo

Neste trabalho apresentamos um compéndio sobre o célculo diferencial em espacos norma-
dos e abordamos teoremas classicos e extensoes para espacos de dimensao infinita. Além
disso, também exploramos aplicagdoes em otimizagao continua, incluindo condig¢oes de
otimalidade de primeira e segunda ordem e generalizacoes delas. Nosso objetivo é fornecer
um material acessivel e rigoroso que destaque também a importancia do calculo diferencial

na formulagao e resolugao de problemas de otimizagao.

Palavras-chave: Calculo diferencial. Espagos normados. Otimizagao continua. Dimensao

infinita.



Abstract

In this work, we present a compendium on differential calculus in normed spaces and
address classic theorems and their extensions to infinite-dimensional spaces. Furthermore,
we also explore applications in continuous optimization, including first and second-order
optimality conditions and their generalizations. Our objective is to provide accessible
and rigorous material that also highlights the importance of differential calculus in the

formulation and resolution of optimization problems.

Keywords: Differential calculus. Normed spaces. Continuous optimization. Infinite-

dimensional.
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Introducao

No capitulo 1, introduzimos o conceito que generaliza a nocao de derivada de fungoes
de variavel real, a derivada de Fréchet; apresentamos as regras basicas de diferenciacao,
como a regra da cadeia (ver Teorema 1.3.1), a regra do produto interno (ver Exemplo
1.4.4) e a regra do produto vetorial (ver Exemplo 1.4.5); além de comentarmos também
um pouco sobre o vetor e a aplicacao gradiente, a matriz jacobiana e a matriz hessiana,

topicos padroes dos cursos de Célculo Diferencial de varias varidveis.

No capitulo 2, introduzimos algumas das varias versoes do Teorema do Valor Médio,
como o Teorema do Valor Médio de Lagrange (ver Teorema 2.1.4) e a Desigualdade do
Valor Médio (ver Teorema 2.3.3).

No capitulo 3 introduzimos o célculo de derivadas de ordem superior, construindo
uma maneira elegante e mais simples de trabalhar com tais derivadas utilizando a ajuda
da Algebra Multilinear. Mais detalhadamente, introduzimos uma colecao de isometrias
lineares entre espacos ruins e espagos bons e fazemos todas as defini¢bes importantes sobre

os espagos bons. As féormulas de Taylor encerram esse capitulo.

Em seguida, no capitulo 4, abordamos os teoremas da aplicagdo inversa e implicita,

que constituem ferramentas fundamentais no estudo das variedades diferenciaveis.

Nos capitulos 5, 6, 7 e 8 abordamos um pouco da teoria de otimizagao com

ferramentas de convexidade.

Por fim, os apéndices estao aqui para tornar o texto o mais autocontido possivel.



Parte |

Calculo Diferencial em espacos normados



1 O que é uma aplicacao diferenciavel?

Reservaremos o termo “funcao” para aplica¢des com imagem em R e “aplica¢oes”

para o conceito mais geral. Além disso, lidaremos somente com espagos vetoriais reais.

Sejam E e F espacos normados, X C F, a € E um ponto de acumulagao de X,

f: X — F uma aplicagdo e g : X — R uma funcao.

Dizemos que f(z) é “o pequeno” de g(x) quando = — a e escrevemos
f(x) =o0(g(x)) quando x—a
se existem uma vizinhanca U de a e uma aplicagao € : X N U — F tal que

f(z) =e(x)g(z), paratodo ze€ (XNU)\{a},

li_f}(ll 6(33') = OF.

Em particular, se g(x) # 0 numa vizinhanca de a, isso é equivalente a

1/ (@)l

lim A — .
z=a |g(z)]

Dizemos que f(x) é “o grande” de g(x) quando = — a e escrevemos
f(z) =0(g(x)) quando = —a
se existem C' > 0 e uma vizinhanca U de a tal que

If(@)||lr < Clg(z)|, paratodo ze€ (XNU)\{a}.

Observe que

f(z) = o(g(x)) = f(z) = O(g(x)).

O argumento é simples: como f(z) = €(x)g(z), com lim e(x) = 0, entdo, tomando € := 1

na definigao de limite, existe 0 > 0 tal que ||e(z)|| < 1, para todo = € B(a,d) \ {a}. Isso

nos da
[f (@) = lg(@)[[e(z)]| < |g(z)|, para todo =z € B(a,d)\{a}.

Logo, f(z) = O(g(x)), como querfamos demonstrar.
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1.1 Gateaux vs. Fréchet

Sejam E um espago vetorial, ' um espago normado e f : U C F — F uma
aplicacao.
A defini¢do abaixo é uma extensao da mesma definicdo que pode ser encontrada

em (COLEMAN, 2012, p. 59).

Definicao 1.1.1 (Derivadas direcionais). A derivada direcional de f no ponto a € U

na direcdo do vetor v € E é, se existe, o limite

0F (1 iy Tl 10) = (0
v’ 150 t )

Se —f(a) existe, para todo h € E, definimos a aplicagao

oh

of
3(~)( ): E— F

h — gi(a).

Observacgao 1.1.2. Nos livros de Célculo, como (CIPOLATTI, 2020, p. 65),

é comum denotar a derivada direcional de uma aplicacao f : U C R" — R™

(a), e chamé-los de

na direcao dos vetores da base candnica, (a), por

a@i 8@

derivadas parciais.
As defini¢oes abaixo sdo versdes modificadas, porém equivalentes, de defini¢coes que

se encontram em (COLEMAN, 2012, pp. 38, 59).

Suponhamos agora que F é um espago normado e U C E é um subconjunto aberto.
Definicao 1.1.3 (Gateaux e Fréchet).

0
e Se a(f)(a) é linear e continua, dizemos que f é Gateaux-diferenciavel em a.
e Dizemos que [ é diferenciavel (ou Fréchet-diferencidvel) em a € U se existe

uma aplicacao T': F — F' linear e continua tal que
fla+h)—f(a) —Th=o(||h]|g) quando h — Op. (1.1)

Proposicao 1.1.4 (Defini¢ao alternativa de diferenciabilidade). A aplicacao f é diferen-
ciavel em a € U se, e somente se, existem aplicacoes T',r : E — I tais que T' é linear e

continua; e, para todo h € E tal que a + h € U, temos

_ . r(h)
fla+h)= (@) +Thr(), com  Jim G = 0p
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Demonstragao. Suponhamos f é diferenciavel em a € U e seja H :={h € E:a+h € U}.
Observe que H é aberto, ja que H = g~'(U), onde g(h) := a + h ¢ uma fungio continua.

Por definigao, existe T': E — F’ linear e continua tal que
fla4+h)— f(a) = Th=o(||h||g) quando h — Og.
Por definigao, existem uma vizinhanga V' de O e uma aplicacao e : VN H — F tal que
fla+h)— f(a) = Th=¢€(h)||h||g, paratodo he (VNH)\{0g},

e lim e(h) = Op. Definamos entao
h—)OE

fla+h)— f(a)—Th, se heH,
r(h) =
Op, se heFE\H.
Com essa definicao temos

r(h) = e(h)||h||g, paratodo h eV NH.

Veja que, como H e V sdo vizinhancgas de Og, entao V N H também é uma vizinhanca de
0. Logo, existe 6 > 0 tal que B(0g,d) CV N H, o que nos da

r(h)/||h||e = e(h), paratodo h € B(0g,0)\ {0g}.
Em particular, isso implica que

im ) i ) = o

Para a reciproca, sejam T' e r como no enunciado. Queremos mostrar que
r(h) =o(||h||lg) quando h — Og.

Defina
o [T/l e e (0),
Op, se heE\(H\{0g}).
Entdo lim e(h) =0p e

h—)OE

r(h) = e(h)[[hle,

para todo h € H \ {Og}, o que termina a prova. O

A demonstragao do Teorema abaixo é uma adaptagiao da ideia exposta em (LIMA,
2002, p. 2).

Teorema 1.1.5 (Unicidade do diferencial). Se f é diferencidvel em a € U, entao m(a}

¢ a unica aplicacao linear e continua satisfazendo (1.1).
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Demonstracio. Sejam T, r : E — F como no enunciado da Proposi¢ao 1.1.4. Como U ¢é
aberto e a € U, entédo existe § > 0 tal que B(a,d) C U. Dai, fixado h € E '\ {0}, temos

tTh  T(th)  fla+th)— f(a) r(th)

t t t t
J
para todo t € R tal que 0 < |t| < s Como
E
r(th) r(th) r(th)
= [|hlle = *|hlle :
t t|hlle [th]| e
J
para todo t € R tal que 0 < |t| < ——, e
e
T(th) t—0
£[|All 2 — Or,
[th] =
entao o o 5
Th = lim flatth) = fla) lim r(th) = —f(a).
0 t t=0 ¢ oh
Isto prova que, para todo h € E'\ {0}, temos
af

O fato de que
fla+t0p) — fla)  Of

T0p =0p = %E}% ; = 90 (a)

encerra a demonstracao. O

0
Quando f for diferenciavel em a, a aplicacao linear e continua af(a) sera chamada

de diferencial (ou derivada de Fréchet) de f em a e serd denotada por f'(a). Assim, a

fim de verificar que f ¢ diferenciavel em um ponto a € U ¢é necessario e suficiente verificar

que ——(a) é linear e continua e que

o(-)

f(a + h) - f(a) - gi(a) HhHE—>0\

1 2

Proposicao 1.1.6. Se f é diferenciavel em a € U, entao f é continua em a.

Ofp.

Demonstracao. Como

r(h)

lim f(a + h) = lim[f(a) + f'(a)h +r(h)] = lim | f(a) + f'(a)h + HhHw = f(a),
entao f ¢é continua em a. O]

O exemplo abaixo foi retirado de um dos exercicios de (LIMA, 2002, p. 4).
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Exemplo 1.1.7. A aplicagao

flzy) = (®+y.x+y°)

¢ diferenciavel. Neste exemplo, estamos considerando R? munido da norma euclidiana.

Demonstracao. Note que

OF _(a,b) = 1im L&) +He.d)) = fla,b)
a(C, d) t—0 t
. (2act + 2% + dt, ct + 2bdt + d*t?)
= lim
t—0 t

= lim (2ac + c*t + d, ¢ + 2bd + d*t)
t—0
= (2ac + d, ¢ + 2bd)

ke

0
Como —f(a, b) é linear e continua (ver Coroldrio C.4.12) e

a()

(@) = f((a,b) + (e.d)) — f(a.b) - a{%wx

basta verificar que
(c?,d%)

lim ——2—2 —(0,0).
() 5(00) /2 f &2 (0,0)

Observe que

(2, d?) o d?
ve+a& \Ve+& Ve+rad)

Como
2
o< ——<1
e
L. (c,d)—(0,0) 0
entao

2 A (ed)=(0,0)
- —tc. s 0.
A /02 + d2 02 + d2

Um argumento analogo prova que

d? (cd)—(0.,0),
Ve + d? '

Por conseguinte, f é diferencidvel em (a, b). O

0.
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Rigorosamente falando, se F é um espago vetorial e ||- || e || -||* sdo normas distintas
em E, entdao (E,||-||) e (E,||-|*) sdo espacos normados distintos, mesmo que || - || e || - ||*
sejam equivalentes. Podemos nos perguntar, entao, se a diferenciabilidade de uma aplicagao
¢é afetada quando se mudam as normas dos espacos envolvidos por normas equivalentes. O

teorema abaixo, que pode ser encontrado em (COLEMAN, 2012, p. 39), garante que nao.

Teorema 1.1.8 (Substitui¢do de normas). Se (E, ||-||z) e (F,||-||#) sdo espagos normados,
U C E é um subconjunto aberto e f : U — F é uma aplicagao diferenciavel em a € U,
entdao a diferenciabilidade de f em a nao é afetada quando substituimos as normas de E e

de F' por normas que lhes sdo equivalentes. Mais precisamente, ainda vale

X
o Il

EE
=05 ||hl5 ’

onde

r(h) = fla+h) = fa) = f'(a)h
e|l -z ell |7 sdo, respectivamente, normas equivalentes as normas || - ||z e || - || ».
Demonstragio. Se || - || e || - ||# sdo, respectivamente, equivalentes as normas || - [|5 e

| - |I%, entao existem Cg, Cr > 0 tais que

Cellz||lg < ||z||5, paratodo =z € E,

lyll7 < Crllyllr, paratodo y e F.

Como

0< H?“(h)llﬁ < Crlrlle _ Cr Air(lle no, o
i Celhlle  Cs  |hle

entdo, pelo Teorema do Confronto (ver Teorema B.5.10), temos

X
)

HAVIE _
h=0||R]|5 ’

como queriamos demonstrar. O

Em particular, quando E e F' tém dimensao finita, nenhuma norma que escolhamos
para eles afeta a diferenciabilidade de uma aplicacao em um dado ponto, como consequéncia
do Teorema C.4.9.

Definigao 1.1.9 (Derivada). Se E' é um espaco normado, X CR e a € X N X', dizemos

que uma aplicacao f : X — E é derivavel em a se existe o limite

d fla+h) = f(a)
- :

fla) = —=f@t)| :=lim

dt i—a h—0
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Quando existe, o vetor f (a) é chamado a derivada de f em a. Dizemos que f é

derivavel se f (x) existe, para todo x € X. Nesse caso, a derivada de f ¢ a fungdo

(t):aEXHjtf(t)

t=a

dt
O conceito de diferenciabilidade generaliza o conceito de derivada.

Teorema 1.1.10. Se I C R é um intervalo aberto, entdo uma fungao f : I — R é derivavel

em a € I se, e somente se, f é diferenciavel em a. Nesse caso,

f(a)h = f'(a)h, paratodo heR.

Demonstracao. Suponhamos que f é derivavel em a. Como, para todo h € R,

0 h) — h) — ,
O 0y HOE I =I) g S0t =10, g,
entao %(a) ¢ uma funcgao obviamente linear e continua. Além disso,
h) — fa) — f(a)h h) — :
iy LD I Jh St DSy

entao f é diferenciavel em a e vale

f'(a)h = f(a)h, para todo h e€R.

Reciprocamente, suponhamos que f é diferencidvel em a. Assim,

O AR L (]

t—0

0 que termina a prova. O

Observacao 1.1.11. Note que se F é um espaco vetorial, F' é um espaco

normado, a € X C F e f: X — F é uma aplicacao, entdao, dado h € FE, a

0 .
derivada direcional —f(a) existe se, e somente se, fj,(0) existe, onde

oh
fn(t) := f(a+th), para todo t € R tal que a + th € X.

Nesse caso, temos

of .
(a) = fu0)

Veja que a diferenciabilidade é um conceito pontual: uma aplicagao diferenciavel
em um ponto nao é necessariamente diferenciavel numa vizinhanca desse ponto. Vejamos

alguns exemplos disso.
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Exemplo 1.1.12. A funcao

22, se xz€Q,
flz) =
0, se ze€R\Q.

¢é derivavel apenas em 0.

Demonstragio. Por um célculo direto, f (0) = 0. Argumentaremos agora que 0 é o inico

numero racional onde f é derivavel.

Seja a € Q tal que f é derivavel em a. Por defini¢do, existe o limite

e flath) — fa)
f(a) = lim . ‘
Como
f(a) = lim (a+h)?—a® lim a? + 2ah + h? — a2 _2a
= h—0,heQ h - h—0,heQ n —
e, por outro lado,
; . —a? _ a2
fla)= hoOhER\Q T hooheR\Q B

entao devemos ter a = 0, porque, do contrario, o ultimo limite nao existiria.

Se a € R\ Q, entdao, dado um nimero h € R\ Q, ainda podemos ter a + h € Q.

Nesse caso, temos

fla+h)—fla) _ a®+2ah+ 1 :C:+(2a+h).

h B h

2
.. S1.s ~ . . . a
O limite da tdltima expressao quando h — 0 existe se, e somente se, existe o limite de "

2
a
quando A — 0. Como a é nao nulo, o limite de m quando A — 0 nao existe e, portanto,

f(a) também nao pode existir. O

Exemplo 1.1.13. A funcao

¢é derivavel apenas em 0.

Demonstragio. Por um célculo direto se verifica que f (0) = 0. Como f é continua apenas

em 0, entao, a fortiori, f nao é derivavel em nenhum outro ponto, pelo Teorema 1.1.6. [

H4, no entanto, alguns exemplos simples (e extremamente importantes) de aplica-

¢oes diferenciaveis.
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Exemplo 1.1.14. Toda aplicacao linear continua 7' : E — F' é diferenciavel, com
T'(a) =T, paratodo ac€FE.
Demonstracao. Como
aT . T(a+th)—Ta . )
%(a) = %LH(% ; = %g% Th =Th, para quaisquer a,h € E,
entao
oT
Tla+h)=Ta=2-(a)  T(a+h)—Ta—"Th _
= = 0p, para quaisquer a,h € F,
17l e 1|
donde . B Ta— Th
(a+h)—Ta- HhHE_}O> Op, paratodo a€ F.
12]
Portanto, T' é diferenciavel e
T'(a)h = Th, para quaisquer a,h € F,
o que nos da
T'(a) =T, paratodo a€FE,
como queriamos demonstrar. O

Em particular, se E e F sao espacos normados e F tem dimensao finita, entao

toda aplicagao linear £ — F' ¢é diferenciavel, ja que, pelo Corolario C.4.12, toda aplicacao

linear E — F' é continua.

O exemplo abaixo, retirado de (COLEMAN;, 2012, p. 59), mostra que, embora toda

aplicacao Fréchet-diferencidvel seja Gateaux-diferenciavel, o inverso nao é verdadeiro.

Exemplo 1.1.15. A funcao

8

oy = | B g—p 0 L9 F00)
0, se (z,y)=10,0),

¢ Gateaux-diferenciavel em (0,0), mas nao é Fréchet-diferenciavel em (0, 0).

Demonstragio. Dados a,b € R, temos
t%a®
Ha.b 8,8 — 42.2)2
(0,0) = tim B0y, et + (b — #a?)
J(a,b) 0 t =0 t
t°ab
M S+ (b — P
t5a®
= lim
t—0 t3a® + b2t — 2bt3a? + ttat
t3a®
= 18 o516 — 202t + ai P + 12
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donde
0_
of 0,0 = —b2—0, se b#0,
Aa,b) " t*a® ta® 0 B
}51_{%(18256_’_&4152_tl_{%a8t4_|_a4_a4_07 se b=0.
Logo
of (0,0) =0, para quaisque beR
= ra quaisquer a
a(a’b) Y ) p q q ) )
of

e, portanto, (0,0) é continua e linear. No entanto, f nao é continua em (0, 0), pois,

a()
) t6 1
f(t t ) m = th, para todo ¢ & R\{O},
0 que nos da

1
hmf(t t?) = lim — = +oo0.
t—

0 ¢2

Por conseguinte, f nao pode ser diferenciavel em (0,0), pelo Teorema 1.1.6. O

O exemplo abaixo, retirado de (LIMA, 2002, p. 9), mostra que a mera existéncia
de todas as derivadas direcionais nao é suficiente para garantir que uma aplicacao é

Gateaux-diferencidvel.

Exemplo 1.1.16. A funcao

2

g AT @D # 00,

0, se (z,y)=(0,0),

nao é Gateaux-diferencidvel em (0,0) (e, consequentemente, nao é diferencidavel em (0, 0)).

Demonstracao. Se a,b € R nao sao ambos nulos, entao

o fltath) t*a®y  a®b
J(a,b) (0,0) = g%f l—>0 B L2 a2t f(a,b).

A continuidade de f em (0,0) é assegurada pelo fato de que

‘ 22y . 72
enton’ Y T ey B T eidoo @ age ¥ 0 =100
Logo, a aplicacao
o (0.0)= ¢

()

é continua, mas nao é linear e, portanto, f nao é Gateaux-diferenciavel em (0, 0). O]
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Para o préximo exemplo, R[z] denotara o conjunto de todos os polindémios reais de
uma variavel. Como cada polinémio ag + a1z + - - - + a,2" € R[z] pode ser visto como uma

sequéncia de nimeros reais eventualmente nula (ag, ay, ..., a,,0,...,0,...), é facil ver que
llap + a1z + - - - + 42" ||oo := max |ay]
k=0,...,n
define uma norma em R[z].

Exemplo 1.1.17. (COLEMAN, 2012, p. 20) O operador linear D : R[z] — R[z]| dado por

J?Qﬁr==;ip@)

nao ¢ diferenciavel em nenhum ponto.

Demonstracao. Considere a sequéncia de polinémios

1
Como
Jim flpafloe = Jlim — =0
e’
15 (2)||oe = ||2" *|oo = 1, para todo n € N,
entao

lim [ D(pp)l|ec = 1.

n—oo

Como D é uma aplicagao linear, entdo D é continua se, e somente se,

p—0

pelo Corolario C.4.2. Por conseguinte, D nao é continua em nenhum ponto e, portanto,

também nao pode ser diferenciavel em nenhum ponto, pelo Teorema 1.1.6. O

Bem entendido, o exemplo anterior, em consonancia com o Exemplo 1.1.14, deixa
claro que aplicagoes lineares sdo continuas se, e somente se, sao diferencidveis e que, em
dimensao infinita, a continuidade de uma aplicagao linear nao decorre de sua linearidade,

como é o caso em dimensao finita (ver Teorema C.4.12).

Exemplo 1.1.18. (COLEMAN, 2012, p. 54) Se E # {0} é um espago normado, nenhuma

norma em F é diferencidvel no vetor nulo.

Demonstrag¢io. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que || - || ¢ uma norma diferenciavel

em 0. Desse modo, dado h # 0, temos

—t[[A] lerll _ ol 1l

= lim = ) = lim tlrll =
t—0- Oh t—0+ 1

donde ||h|| = 0 e, portanto, h = 0, o que é absurdo. ]

—||h]] = lim —|h|| = lim
t—0— t—0—

lim |11 = 1],
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1.2 Regras aritméticas

Para calcular diferenciais de aplicagoes mais complexas, utilizamos teoremas auxili-

ares, assim como se faz no calculo diferencial de uma variavel.

Teorema 1.2.1 (Regras aritméticas). Se E e F sao espacos normados, U C E é um
subconjunto aberto, f,g : U — F e p : U — R sao aplicagoes diferenciaveis em a € U,

entao as aplicacoes f + g,p- g e Ag (com A € R) sdo diferencidveis em a, valendo

L (f+9)(a) = f'(a) + ¢'(a);
2. (p-9)(a)h=p'(a)h-g(a)+pla) - g'(a)h;

3. (Ag)'(a)h = Ag'(a)h.

Além disso, se p(a) # 0, entao

<1>/ (a)h = 2@

p p(a)?
Demonstracao. Como f e g sao diferenciaveis em a, entao existem r, s : £ — F tais que
r(h s(h
() _ o S

=0 |hllg  #0s [hlle

e, para todo h € E tal que a+ h € U,

fla+h)= f(a)+ f'(a)h+r(h) e gla+h)=gla)+g(a)h+s(h).

Dai,
. 4 /
o U 9@+ = ( +0)(@) = [F@) +g @l _ o rh)+s() _
h—0p 12/l =05 ||hllg
donde f + g é diferencidvel em a e
(f +9)(a) = f'(a) + d'(a).
Com respeito a diferenciabilidade de p - g, note que, para todo h € E,
op-9), \ . (p-g)latth)—(p-g)(a)
on (@)=l /
_ iy Plat th)gla + th) — pla + th)g(a) + pla + th)g(a) — pla)g(a)
t—0 t

gla+th) —g(a) = pla+th)—p(a)
) ' + t
= p(a) - g'(a)h + p'(a)h - g(a).

g9(a)

= llj% pla+th
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Ap-g)
a(-)

em a, entao existe ¢ : £ — R tal que

E facil ver que (a) é linear e continua. Além disso, como p é diferencidvel

lim a(h)

=0
h=0g [|hl| g

e, para todo h € E tal que a + h € U, temos
pla+h) = p(a) + p'(a)h + q(h).

Desse modo, para todo h € E tal que a + h € U, temos

-g)a+ )~ - 9)(@) — 2229 (a) = pla+ B)lgla+ ) ~ o(a) — g/ (0}

+[pla+h) = pla) = p'(a)hlg(a)
+[p(a+h) —pla) = p'(a)hlg' (a)h
p(a)h-g'(a)h
= pla+h)s(h) +q(h) - g(a)
+4q(h) - g'(a)h +p'(a)h - g'(a)h.

Como p/(a) é linear e continua, entdo, pelo Teorema C.4.1, é limitada na esfera, donde

) L) ) YT
e Tl @) g @+ )<||h||E> 4 )h] !

e, portanto, p - g é diferenciavel em a, valendo

}LIL% pla+h)

(p-g)(a)h =9 (a)h-g(a)+ p(a) - g'(a)h, paratodo heE.
Desse modo, se m(x) := A, para todo x € U, entao m é diferenciavel, com
m/(a)h =0, paratodo he€E,
donde m - g é diferenciavel e, portanto, para todo h € FE

(Ag)'(a)h = (m - g)'(a)h = m/(a)h - g(a) + m(a) - g'(a)h = Ag'(a)h.

Por fim, se p(a) # 0, a aplicagao

1 /
5 p(a)h

T:-he B —
p(a)

é, evidentemente, linear e continua. Como, para todo h € E tal que a+ h € U,

1 1 1, pla)®=pla+h)p(a) + pla+ h)p'(a)h
* ptap? @ = P+ Hp(a)?

pla+h)  pla) " pla)
_ —p(a)q(h) + q(h)p' (a)h + p'(a)h - p'(a)h
p(a+ h)p(a)? )
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entao
1 1 1 ()
a
iy Plath)  pla) pla” " i —P(@a(h) +q(h)p'(a)h + p'(a)h - p'(a)h
h—=0 iz h—0p |hllzp(a + h)p(a)?
~ im o lim I
h=0e p(a+ h)p(a)? h—0p
1
— .0=0,
pla)?
onde

b o= @)k — p(@) 2 4 ) (

hls ) Pk

17 2

1
Logo, — é diferenciavel em a, com
p

1 /
(p) (a)h = _plah para cada h € E,

como queriamos demonstrar. O

1.3 A regra da cadeia

Muitas das vezes, o exercicio de diferenciar uma aplicacao ¢é facilitado quando a
enxergamos como uma composicao de aplicagoes cujas derivadas sao faceis de calcular e

aplicamos a Regra da Cadeia.

Teorema 1.3.1 (Regra da Cadeia). Sejam E, I’ e V espagos normados, X C E|Y C I
subconjuntos abertos, rg € X e f : Y — Vg : X — F aplicagoes, com g(X) C Y.
Nessas condigoes, se g é diferencidvel em xq e f é diferencidvel em g(z), entdo a aplicagio

fog: X — V também é diferenciavel em x, valendo
(f 0 9)'(x0) = f'(g(z0)) 0 g'(x0).
Demonstragio. Como g é diferencidvel em zq e f é diferenciavel em g(z¢), entao
9(zo + h) = g(xo) + g'(wo)h +r(h), com r(h) = of[|h]),

f(g(wo) +u) = flg(x0)) + f(g(wo))u + s(u), com  s(u) = of||ul]).

Isso nos da

(fog)(wo+h) = (fog)(wo) = flg(zo+h)) — f(g(x0))
= f(g(wo) + g'(zo)h +1(h)) — f(g(x0))

er

= f'(9(z0))(g'(w0)h +1(h)) + s(g'(x0)h + 1 (h))
= (f'(g(z0)) © g'(20))h +
+ f'(9(x0))(r(h)) + s(¢g'(zo)h + 7(h)),
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donde vem

(f o g)(@o+h) = (f o g)(x0) = (f'(9(x0)) © g'(x0))h = f'(9(0))(r(R)) + 5(g'(x0) 2 + ().

Precisamos mostrar que

R(h) = ['(g(x0))(r(h)) + s(g'(zo)h + r(h)) = o(||R]]).
Veja que
1 (g (o)) (r (M) < [[f (g(@o)) [l (R)]] = o([[]])-

E suficiente entdo mostrar que
S(h) = s(¢'(xo)h + r(h)) = o(||A])).
Defina entao
i s(u)/[lull, se u#0,
5(u) ==
Oy, se u=0.

Isso nos da

s(u) = §(u)||lu|l, paratodo u € F.
Definindo u(h) := ¢'(x¢)h + r(h), temos

(el = a1l = stu(m) i

Fazendo h — 0, temos ¢'(x¢)h — 0, pela continuidade de ¢'(x), e
r(h) = [|p]l - (r(R)/[[R]]) = 0,
donde u(h) — 0 e, logo §(u(h)) — 0. Além disso,

lu(P)]l = llg'(zo) e+ r(R)I| < llg'(wo) Pl + [Ir(R)]
< llg' (@) lI2l + [ (R) 1| = OClIAI]) + o(lIRl)) = OIA]]),

0 que termina a prova. O]

Dizemos que uma aplicacdo f: U C E — F é C! se f é diferencidvel e a aplicacio
f U — L(E,F) é continua.

Corolario 1.3.2. Sejam E, F e V espacos normados, X C F,Y C F subconjuntos
abertos e f : Y — V,g : X — F aplicacdes, com g(X) C Y. Se f e g sao C!, entdo
h:=fog:X —V também ¢ C*.
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Demonstracio. Para demonstrar que h é de classe C!, precisamos mostrar que h é dife-

renciavel em todo ponto de X e que a aplicagao derivada b’ : X — L(FE, V) é continua.

Como g é diferenciavel em x € X e f é diferenciavel em g(x) € Y, pela Regra da
Cadeia (ver Teorema 1.3.1), a composi¢do h = f o g é diferencidvel em z e sua derivada é

dada por
W(z) = f'(g(x)) o g'(x).

Vamos mostrar agora que h’ é continua. Considere a aplicagao bilinear B : L(F, V) X

L(E,F)— L(E,V) definida por
B(T,S)=ToS.

Temos

Observe que:

e ¢ é continua, ja que g é C! por hipédtese.

o A aplicacdo f’' o g é a composicao da aplicacao continua g (ja que g é diferencidvel)

com a fun¢io continua f’ (ja que f é C'). Logo, é continua.
o A aplicacao bilinear B é limitada, pois
IB(T, S)|| = 1T o S[| < ITNISI,

o que implica que B é continua.

Entao h' = B o ®, onde
®(z) := (f'(9(2)), g (2)),
que é uma aplicacao continua. Logo, A’ é a composicao de duas aplicacoes continuas,

portanto k' é continua, provando que h é C!, como querfamos demonstrar. O

Espacgos-produto aparecem de modo natural no Calculo. O produto interno, o
determinante, o produto vetorial e, como veremos em breve, as préprias diferenciais (de
ordem superior) sdo alguns exemplos naturais de aplicagoes definidas em espagos-produto.
Quando estamos diante de uma aplicacao cujas imagens caem em algum espaco-produto,

podemos analisar a aplicacdo a partir das suas aplicagoes-coordenadas.

Teorema 1.3.3 (Diferenciagao coordenada a coordenada). Sejam E, Ey, ..., E, espagos
normados, U C E um subconjunto aberto e f : U — E; X --- x E, uma aplicagao. Se
fi : U — E; sao as aplicagoes-coordenadas de f, entao f ¢ diferenciavel em a € U se, e

somente se, fi,..., f, sdo diferencidveis em a. Nesse caso,

f(a)h = (fi(a)h, ..., f.(a)h), para todo h € E.
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Demonstracao. Se f, fi,..., fn sdo diferenciaveis em a, temos
o= i L0 =) _ Gl 00, il ) = (). )
:ﬁggﬁda+ﬂ0—fﬂww%wﬁxa+ﬂ0—f4®)
(Bt fe) | flest)- o)
(Bt ) |y et ) )
t—0 t t—0 t

= (fi(a)h, ..., fr(a)h).

Vamos provar agora que f é diferenciavel em a se, e somente se, cada f; é diferenciavel

(a) é linear e continua se, e somente se, cada ——(a) ¢ linear e

a(-)

em a. Com efeito, ——
a(-)

continua. Resta verificar que, pondo

0 df;
r() = fla+ ) = F@) = 2H(@) e ni(h) = flath) — fila) = 2 (a),
oh oh
paratodo he€ Ftalquea+heU,ei=1,...,n, temos
lim r(n) =0 <= lim ri(h) =0, paracada i=1,...,n.
h=0 |[h]| h=0 |[h]| g
Por um célculo direto, temos
rw>:<nm> mwv
1hllz \IIRllz" " " hllE)’
donde se segue o resultado. O

Corolario 1.3.4. Sejam F e F espagos normados, {v;}!_; uma base de F, U C E um
subconjunto aberto e f: U — F uma aplicacao. Se f1,..., f, : U — R sao aplicagoes tais

que
n
f(z) = fi(x)v;, paracada z €U,
i—1
entao f ¢é diferenciavel em a € U se, e somente se, fi,..., f, sdo diferenciaveis em a.

Nesse caso,

n

f'(@)h=> fi(a)h-v;, paracada heE.

i=1

Demonstragao. Suponhamos que f é diferencidvel em a e considere F; := span{v;}, para

cadai=1,...,n,eT: F — F| x --- X F, o isomorfismo linear dado por

T (Z aivi> = (vy,...,v,), paracada {o;}; CR.
i=1
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Como F' possui dimensao finita e T' é linear, entao T' é continua, pelo Corolario
C.4.12, donde T é diferenciavel, pelo Exemplo 1.1.14, com 7"(x) = T', para todo = € F.

Pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), a aplicagao
Tof:U—F x---xXF,
¢é diferenciavel em a, com
(To f)(a)h = T'(f(a))(f'(a)h) = T(f(a)h).
Por outro lado, como

<Twwm=ﬂﬂmhﬂ(iﬁum):m@mwwhumm

entao, pelo Teorema 1.3.3,

(TWWMMZ«ﬂwMMM~AﬂWMM0=T(ZﬁwMWQ.

=1
Pela injetividade de T', temos
n
f(a)h=>" fi(a)h - v;,
i=1
como queriamos demonstrar.
Reciprocamente, se fi,..., f, sdo diferencidveis, entdo cada g;(z) := fi(x)v; é

diferenciavel, como composi¢ao

g; = Mvi o f;

de duas aplicagoes diferenciaveis (M,,(a) := av; é a multiplicacdo por v;, que ¢ linear).

Logo, pelo Teorema 1.3.3,

(T'o f)(x) = (92(2), - .. gn())

¢ diferencidvel. Como T ¢é isomorfismo linear, 7! estd bem definida. Além disso, o
dominio de 77! é F} x --- x F,,, que tem dimensao finita, logo 7! é continua e, portanto,

diferenciavel. Pela Regra da Cadeia,
[=T " o(Tof)

é diferenciavel. O

1.4 Derivando transformacoes multilineares

Nesta secao veremos uma férmula geral para o cédlculo da derivada de transformagoes

k-lineares, qualquer que seja o k£ € N.
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Teorema 1.4.1. Sejam Ey, ..., E, e F espacos vetoriais, V := E; x--- X E,e f:V — F

uma aplicagao n-linear. Assim, para quaisquer (aq,...,a,), (b1, ...,b,) € V, temos

flar+b1,..a,4+b,) = ) > fler, oo cen). (1.2)

0<k<n c;e{as,bi}, para todo i=1,...,n,
e [{i=1,....,n:c;=b; }|=k

Se, além disso, E1,..., F, e F sao espacos normados e f é continua, entao, f é

diferencidvel, valendo, para quaisquer (aq,...,a,), (h1,..., h,) €V,

f/<(11, Ce ,an>(h1, <oy hn) = Zf(al, ey, @, hz',a/i—l-l; e ,CLn>.

Demonstracio. Como f é multilinear, entao

f(a1+b1,...,an+bn): Z f(Cl,...,Cn).

c;€{a;,b;}, para todo i=1,...,n

Por outro lado, se ¢; € {a;,b;}, para cada i = 1,...,n, entdo ¢; = b; para k indices i, com
0 < k < n. Logo,

Z flen, ... ) = Z Z fle, . oyen).

c;€{ai,bi}, para todo i=1,...,n 0<k<n c¢;€{a;,b;}, para todo i=1,...,n,
e |{i=1,....,n:c;=b; }|=k

Isto prova a validade de (1.2).
Suponhamos agora que Fy,...,E, e F sao espacos normados, f é continua e

considere (ay,...,a,), (h1,...,h,) € Vet € R. De (1.2), temos

f(&l +th1, ey Oy —|—thn> = f(al, Ce ,an) + Zf(al, c. ,ai,l,thi,aiﬂ, Ce ,an) -+ R(t, h),
onde

R(t,h) = 3 3 F(bi,...,by)

2<k<n b;e{a;,th;}, para todo i=1,...,n,
e [{i=1,...,n:b;=th;}|=k

k
= Y ¢ 3 Flbr,- .. ).
2<k<n  b;€{ai,h;}, para todo i=1,...,n,
e [{i=1,...,n:b;=h;}|=k

Assim, como

atih) - fla R(t,h
f( t> f( ) :Zf(al"'"aiflahzﬁazﬁrla---,an)+ (t )7
) R(t,h)
lim —— —lim Y ¢! 3 F(by, ... by) = Op,
o ! e 2sk<n bi€{ai,h;}, para todo i=1,...,n,
e |{i=1,...,n:bj=h;}|=k
entao
a(hl,. 7hn) 1y--.,0Un : Tyev oy i1, N5, A1, ..., 0p ).
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Para simplificar a notagao, vamos chamar %(a) de T'. Argumentaremos agora que T  é

linear e continua.
Com efeito, sejam u = (uq,...,u,),v = (vy,...,v,) € V e X € R. Entao,

U+>\U Zfala"'7ai—1aui+)\Uiaa'i+17"'aa'n)

—_ Zf al, C. ,ai_l,ui,aiﬂ, e ,an) —+ )\Zf(al, P ¢ 7 T [P O/ P ¢ 7 I ,an)
= T(u) + XT'(v).
Isto prova que 7' é linear.

Com respeito a continuidade de 7', como f ¢é n-linear, entao, pelo Teorema C.7.1,
dado h = (hy,...,h,) € V, temos

1T =

-y A1, hiaai+17 e 7an)

F
< Z | f(ay, ... ,ai—1, hiyaiv1, ... an)||F
i

<> |\ Wfllee e T1 |
i 7j=1,...,n,
J#

< Z 1l 2, s llallis 1B oo
1

<l flle..um lallis 1Pl

Logo, pelo Teorema C.4.1, a aplicagdo T' é continua.
Como
R(1,h) = f(a+ h) — f(a) — T(h), para todo h € V,
resta apenas verificar que

|R(L,A) |7 liklles—0
12/ so

> 0.

Da desigualdade triangular,

IR(LA)F< > > 1f b1y 0n)ll -

2<k<n b;e{a;,h;}, para todo i=1,...,n,
e |{i:1 ..... ’n:bi:hi}‘:k

Analisemos mais de perto o somatoério

> [FACTRRRNH] 2

b;€{ai,h;}, para todo i=1,...,n,
e {i=1,...,n:b;=h;}|=k

Como ha (Z) maneiras de escolher a n-upla (b, ...,b,), onde cada b; € {a;, h;} e b; = h;

para k indices j, entao ha (Z) termos f(by,...,b,) a serem somados. Além disso, fixada
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uma tal n-upla, como f é uma aplicagdo multilinear continua, temos

£ 1, b)lle < N flleEnmary 1T 10ille TT 10, < 1f e mm 1R lal 2"

bi=h; bj =aj;

Nessas condigoes,

n .
> 10l = () el

b;€{a;,h;}, para todo i=1,...,n,
e [{i=1,...n:b;=h;}|=k

donde
n .
LROIESS ol ([P A

2<k<n

e, portanto, para h # 0, temos

|R(1,R)| F n o
WS > i £l eeen. mnemy |21 a5

2<k<n

Se k > 2, entdo k — 1 > 1. Assim, no lado direito da ultima desigualdade destacada, todos
os termos sao multiplos de ||h||~, 0 que faz com que o lado direito convirja para zero

quando fazemos ||h||oc — 0. Pelo Teorema do Confronto (ver Teorema B.5.10),

IR, A)lle

=0
a0 ||lco ’

como queriamos demonstrar. O

Para o proximo corolario, M, (R) denota o conjunto das matrizes quadradas de

ordem n com entradas em R e GL,(R) é o conjunto das matrizes A € M,,(R) invertiveis.

Corolario 1.4.2 (Regra do determinante). O determinante ¢ diferencidvel, valendo
det’(A)H = det A-tr(A"'H), para quaisquer A€ GL,(R) e H € M,(R).

Demonstra¢io. Sejam H = (hy, ..., h,) eI = (ey,...,e,), onde {e;} é a base canonica de
R" e h; := (h}, ..., h}) € R", para cada j = 1,...,n. Note que

det/(I)H = Zdet(el, e, €61, hi, Citly-- -y en) = th =trH.

i=1 =1

Assim, dados A € GL,(R) e H € M,(R), temos

A H — A [ A—IH - [
det’(A)H = lim det(A + tH) — det(4) — det A - lim det(Z +1 ) — det(])
t—0 t t—0 t

=det A-det'(I)(A"'H)
=det A-tr(A H),

como queriamos demonstrar. O
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Corolario 1.4.3 (Regra da transformagao bilinear). Sejam E, Fy, F, e W espagos norma-
dos, U C E um subconjunto aberto, B : F; X F5 — W uma forma bilinear continua, a € U

ef:U— Fieg:U— F,aplicagoes diferenciaveis em a. Nessas condigoes, a aplicagao
B(f,g9):U—-W

dada por
B(f,9)(z) := B(f(z),g(x)), paracada z €U,

¢é diferenciavel em a, com

B'(f,9)(a)h = B(f'(a)h, g(a)) + B(f(a),g'(a)h), paratodo heE.

Demonstracao. Considere a aplicagao
(f,g)lU—>F1 X Fy

dada por
(f,9)(x) == (f(2),g(x)), paracada zeU.

Pelo Teorema 1.3.3, essa aplicagao é diferenciavel, valendo
(f.9)(@h = (f(a)h,g(a)h), para cada h e E.

Como B é uma aplicacao bilinear continua, entao B é diferenciavel, pelo Teorema 1.4.1,
donde, pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), a composigao B o (f, g) é diferenciavel

em a, valendo, para cada h € I,

[Bo(f,9)l'(a)h = B'(f(a),g(a))(f'(a)h, g'(a)h)
= B(f'(a)h, g(a)) + B(f(a),g'(a)h).

Como
B(f,g9)=Bo(f,9),
entao
B(f,9)(a)h = B(f'(a)h,g(a)) + B(f(a),g'(a)h), paratodo he€ E,
como queriamos demonstrar. O

Para o préximo exemplo, relembre a defini¢do de produto interno (ver Defini¢ao

C.5.1).

Corolario 1.4.4 (Regra do produto interno). Sejam E um espa¢o normado, F' um
espaco com produto interno, U C F um subconjunto aberto e f,g : U — F aplicagoes

diferenciaveis em a € U. Nessas condigoes, a fungao

(f;9):U—R



Capitulo 1. O que é uma aplica¢io diferencidvel? 34

dada por
(f,9)(@) = (f(2),9(x)), paracada z€U,

¢ diferenciavel em a, com
(f.9)(a)h = {f'(a)h, g(a)) + (f(a),g'(a)h), paratodo h € E.

Demonstragio. Pelo Teorema C.5.4, o produto interno (-, -) é uma forma bilinear continua.

O resultado entao se segue do Corolario 1.4.3. O

Para o préximo corolario, relembre a defini¢do de produto vetorial (ver Exemplo
C.7.5).

Corolario 1.4.5 (Regra do produto vetorial). Se E é um espaco normado, U C E é um

subconjunto aberto e f, ¢ : U — R? sdo aplicacoes diferenciaveis em a € U, entéo
fAg:U—R?

dada por
(fANg)(z):= f(z) Ng(x), paracada z €U,

¢ uma aplicacao diferenciavel em a, valendo
(f Ng)(a)h = f'(a)h A g(a) + f(a) A g’ (a)h, paratodo h € E.

Demonstragao. Pelo Corolario C.7.5, o produto vetorial é uma forma bilinear continua. O

resultado entao se segue do Corolario 1.4.3. O]

1.5 Funcoes diferencidveis em espacos de Hilbert

Sejam H um espaco de Hilbert, U C H um subconjunto aberto e f: U — R uma
funcao diferenciavel em a € U. Como f'(a) : H — R é um funcional linear continuo,
entao, pelo Teorema da Representacao de Riesz (ver Teorema C.9.4), existe um tinico
vetor V f(a) € H tal que

IVf(@)la = I1f(a)l

H*

f'(a)h = (h,Vf(a)), paratodo heE.

O vetor V f(a) é chamado o gradiente de f em a. Quando f for diferencidvel em todos

os pontos de U, a aplicagao

Vf:zeU—Vf(x)e H
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serd chamada a aplicagao gradiente de f. Quando essa aplicagao for diferencidvel em a,

o operador linear continuo
V2 f(a) = (V)(a)
sera chamado de operador hessiano de f em a. Além disso, se a aplicacao grandiente de

f for diferencidvel em todos os pontos de U, a aplicacao
Vif:xeUw V2f(z) € L(H)

sera chamada a aplicagcao hessiana de f.

O proximo Teorema apresenta o “rosto” do gradiente em espacos de dimensao
finita.

Proposigao 1.5.1 (Vetor gradiente em dimensao finita). Se £ é um espago com produto
interno, U C F é um subconjunto aberto, f : U — R é uma funcao diferenciavel em a € U
e {ex}7_; € F é uma base ortonormal de F, entao

Vi =3 @

Demonstracao. Como E tem dimensao finita, a norma induzida pelo produto interno
necessariamente torna F num espago de Banach (ver Corolario C.4.11), logo E' com o
produto interno é um espago de Hilbert. Como V f(a) € E, existem escalares oy, ..., a,

tais que
n
= Z Q,€;.
i=1

Dai, dado k =1,...,n

oL (@) = Faen = (00 T1(@) = (3 ) = Yl ) = 3o =

Logo,

Q
fg

<
—
S
I
(U

™
R

como queriamos demonstrar. O

Varias féormulas que vemos nos cursos de Calculo Diferencial de varias variaveis

podem ser facilmente deduzidas com as ferramentas que ja desenvolvemos até aqui.

Proposicao 1.5.2. (COLEMAN, 2012, Exercise 2.3, p. 45) Se I C R é um intervalo
aberto, U C R" é um subconjunto aberto, f : I — U é uma aplicacao diferenciavel em

a€leg:U— R éuma fungio diferencidvel em f(a), entao

dlgo f . dfz
dx Z 8@ dx( a).

=1
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Demonstracio. Pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), g o f é diferencidvel em a, com

(90 PY(@)h = g (F@)(F @) = (H@h, .. fo(a)h), Vol )
~ (3 sa@n- 3 2@ )
-3 L)
o 1020 = 3 22 (s Lot
dz 2 5 Y
como queriamos demonstrar. [

1.6 A matriz jacobiana e a matriz hessiana

Sejam E e F espagos normados, V' := {u;}!; e W := {v;}*, bases de F e F,

respectivamente, U C E um subconjunto aberto e f : U — F uma aplicagao diferenciavel

em a € U. Para cada = € U, existem tnicos fi(z),..., fm(z) € R tais que
fla) =2 filz)v
i=1

Pelo Corolario 1.3.4,

donde of of
a—m(a) T (a)
Plale=| i
O fm O fm
071(“) " B (a)

Em particular, se a norma de E ¢é proveniente de um produto interno e V' é um conjunto

ortonormal, como

=~ Ofi

Vfi(a) = 2:1 ou, (a)uy,
entao J
Vfi(a)
Fal=| : |=[VAl@ - V)]
V fin(a)*

Quando £ =R", FF =R"™ eV e W sao as bases canonicas de E e I, respectivamente,

a matriz
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¢ chamada a matriz jacobiana de f no ponto a. Quando m = n, a matriz [f'(a)] é uma

matriz quadrada cujo determinante é chamado de jacobiano de f no ponto a.

Um exemplo extremamente 1til de aplicacao do conceito de matriz jacobiana é na

definicao de matriz hessiana.

Exemplo 1.6.1 (Matriz hessiana). Sejam U C R" um subconjunto aberto e f: U — R

uma funcgao diferenciavel cuja aplicacao gradiente Vf : U — R" é diferenciavel em a € U.

Como o/
8701(:6)
Vi(x)= :
of
o (z)
entao cada 5 é diferenciavel em a. A matriz jacobiana de V f no ponto a é denotada
€T
por H f(a) e chamada a matriz hessiana de f em a, isto é,
oy o -
a) ... (a
of of . Oe0¢e; Ode,0¢e;
Hf():=[Vf) (@] = |Veii) .. Vor@] =| &+ & |
n W @ )
| De;0e,, den0e, ]

onde

e A )

H f(a) = [V*f(a)].

Note que

O hessiano de f em a é o jacobiano do gradiente de f em a, isto é, o determinante
da matriz hessiana H f(a). Além disso, o traco da matriz hessiana é denotado por Af(a)

e é chamado de laplaciano de f em a, isto é,

1.7 Diferenciais parciais

Esta secao é inteiramente baseada em (COLEMAN, 2012, pp. 66-69) sera especial-

mente 1til para o Teorema da Aplicagdo Implicita (ver Teorema 4.2.1).

Sejam E1, ..., E,, F espagos normados, F := Fyx---x E,, U C E um subconjunto

aberto, f : U — F uma aplicagdo e a € U. Consideremos a aplicacao

fa,k(hk) = f(ala s Qs s agg, - ,Gn)-
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Entao f, estd definido num subconjunto aberto de Ej:
Ha,k = {hk e b ((11, ey A1, b, Qfg1y - - - ,an) S U}

Vamos argumentar brevemente que todo ponto de H,j, ¢ interior. Dado h € H,j, como

(a1,...,ax_1,h,ap41,...,a,) € U, existe ¢ > 0 tal que
B((ay,...,ax_1,h,axs1,...,0,),€) C U.
Dado y € B(h,¢e) C Ej, temos
l(ay, ..., ak—1,hyQpi1y. .oy an) — (a1, ooy Qk1, Yy Qt1s - - -5 An)|loo = [|h — YllE, < €.
Logo, y € H,y. Isso prova que B(h,e) C H, ), como querfamos demonstrar.
Se f,r ¢é diferenciavel em ay, definimos
Onf(a) = fon(ar) € L(Ey, F)
e chamamos essa aplicagao a k-ésima diferencial parcial de f em a.

Proposicao 1.7.1. Se f : U — F ¢ diferenciavel em a € U, entao todas as diferenciais

parciais Ok f(a) existem e

Flah =Y duf(@)h

Demonstragio. Defina i (t) = (a1,...,a5-1,t, ags1,-..,a,). Pelo Teorema 1.3.3, iy é

diferenciavel em a;, valendo
z;(ak)hk = (0, ceey O, hk, 0, ce ,0)

Como f é diferenciavel em a = ix(ay) e i) é diferenciavel em a; , entdo, pela Regra da

Cadeia (ver Teorema 1.3.1), f,x = f oy é diferencidvel em ay, com
Onf(a)he = fi 1 (ar) e = f'(ir(ar)) (@} (ar) i) = f'(a)(0,...,0,h,0,...,0).
Dai, pela linearidade de f’(a), temos
@ =3 0uf @h
como queriamos demonstrar. : O]

Proposiciao 1.7.2. Se f é de classe C!. suas diferenciais parciais existem e sdo continuas.
)

Demonstracao. Observe que
10k f (a+2) =0 f(a)) hiell = |(f (atx) = f' (@) (O, ... hu, .. O)| < |If"(ata) = f' (@) ]| Pk
para todo hy € Ej. Logo,

10k f (@ + x) = Ocf @)l ey < |If (a+ ) = f(a)llcce,r)-

Como f é C!, fazendo & — 0 no lado direito a expressao inteira do lado direito — 0 e o

resultado segue-se. O]
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2 Teoremas do Valor Médio

Neste capitulo apresentaremos algumas das varias versoes do Teorema do Valor
Médio, em diferentes contextos, encontrando sua expressao mais geral com o Teorema
da Desigualdade do Valor Médio (ver Corolario 2.3.3).

2.1 Teorema do Valor Médio de Lagrange

Nesta secao apresentaremos o Teorema do Valor Médio para fungoes continuas

f i [a,b] — R derivéaveis em (a, b).
O Teorema abaixo foi retirado de (COLEMAN, 2012, Exercise 2.6., p. 53).

Teorema 2.1.1 (Extensdo do Teorema de Rolle). Se E é um espago normado, X C F é
um conjunto compacto com interior nao vazio e f : X — R é uma funcao continua em X,
diferenciavel no interior de X e constante na fronteira de X, entao f possui pelo menos

um ponto estacionario no interior de X.

Demonstragio. Pelo Teorema de Weierstrass (ver Corolario B.4.9), existem zg,yo € f(X)
tais que xo = min f(X) e yo = max f(X). Se xy = yo, entdao f é uma func¢ao constante
e, nesse caso, todos os pontos no interior de X (por hipétese, ha pelo menos um ponto
no interior de X)) sdo pontos estacionarios de f. No entanto, se xy # o, entao existem
a,b € X distintos tais que f(a) = g e f(b) = yo. Como f é constante em 0X, se fosse
{a,b} C 0X, teriamos zg = f(a) = f(b) = yo, 0 que é absurdo. Assim, existe ¢ € {a, b}
tal que ¢ ¢ 0X. Como ¢ € X e ¢ € 0X, entao had uma vizinhanca V' C E de ¢ tal que
VN(E\X) =g, donde V C X e, portanto, existe ¢ > 0 tal que B.(c) C X, isto ¢,

¢ € int(X). Logo, pelo Teorema 5.1.2, ¢ é um ponto estacionario de f. ]
Como caso particular temos o (LIMA, 2019, Teorema 6, p. 270):
Corolario 2.1.2 (Teorema de Rolle). Se f : [a,b] = R é uma fung¢ao continua em [a, b],

derivével em (a,b) e f(a) = f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Uma das aplicagoes mais importantes do Teorema de Rolle (ver Corolério 2.1.2) é na
demonstragao do Teorema do Valor Médio (ver Corolario 2.1.3), Teorema que desempenha

um papel central no Calculo Diferencial e Integral.

Corolario 2.1.3 (Teorema do Valor Médio de Cauchy). Se f, g : [a,b] — R s@o continuas

em [a, b] e derivaveis em (a,b), entdo existe ¢ € (a, b) tal que
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Demonstragio. Defina 9 : [a,b] — R pondo

entdo, pelo Teorema de Rolle (ver Corolario 2.1.2), existe ¢ € (a, b) tal que ¢(c) = 0, donde

[f(a) = f(B)]g(c) = [g(a) — g(0)] f (c),

como queriamos demonstrar. O]

Como caso particular, temos o (LIMA, 2019, Teorema do Valor Médio, de Lagrange,
p. 272):

Corolério 2.1.4 (Teorema do Valor Médio de Lagrange). Se f : [a,b] — R é continua em

[a, b] e derivavel em (a,b), entdao

. b) —
fle) = w, para algum c € (a,b).
Demonstrag¢io. Considerando a funcao g : [a,b] — R dada por g(z) := x, temos, pelo

Teorema do Valor Médio de Cauchy (ver Corolario 2.1.3), que existe ¢ € (a, b) tal que

fla) = f(b) = [f(a) = F)]d(c) = [g(a) — g(b)]f (¢) = (a = D) f(c),

donde

como queriamos demonstrar. O

2.2 ldentidade do Valor Médio

Nesta se¢do apresentaremos o Teorema do Valor Médio para fungdes diferencidveis
f U — R, onde U é um subconjunto aberto de um espaco normado E contendo um

segmento de reta [a, b].

O Teorema abaixo, retirado de (COLEMAN, 2012, Theorem 3.2., p. 62), generaliza

o Teorema do Valor Médio de Lagrange (ver Corolario 2.1.4).

Teorema 2.2.1 (Identidade do Valor Médio). Sejam E um espago normado, U C F um

subconjunto aberto e [a,b] C U. Se f: U — R é uma fungao diferenciavel, entao

f() — f(a) = f'(z)(b— a), para algum T € (a,b).
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Demonstragio. Sejam ¢ : [0,1] — E dada por

o(t) = (1 —t)a + th

V= fog.
Como ¢ é continua em [0, 1] e diferencidvel em (0,1), entdo ¢ é continua em [0,1] e

diferencidvel em (0, 1), pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), donde, para t € (0,1),

temos
Cgf(t) = (1)1 = f(e@)('(D)1) = [ (et)(b—a).
Pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (ver Corolario 2.1.4), existe ¢ € (0,1)
tal que
F@)b-a) = )@ = o) = "DV gy )
onde T := p(c). O

As definigoes abaixo, extraidas de (COLEMAN, 2012, p. 63), generalizam a defini¢ao

de caminhos nos espacos euclidianos R".

Definicao 2.2.2 (Caminhos). Sejam E um espago normado e S C E. Um caminho em

S é uma funcao continua a: I — S, onde I é um intervalo compacto de nimeros reais.
Se x,y € 5, diremos que um caminho « : [a,b] — S liga z a y quando a(a) = x e

a(b) = y. O caminho retilineo que liga x a y é o caminho 5 : [a,b] — S dada por

Mﬂ:x+z:§@—@.

Nesse caso, 5([a,b]) é o segmento de reta [B(a), B(b)] = [z, y].

Dizemos que um caminho « : [a,b] — S é um caminho poligonal se existe uma

particio P := {a =1, < ... < t, = b} de [a,b] tal que oy, , ;) ¢ um caminho retilineo que

liga a(t;—1) a a(t;), paracadai=1,...,p.

Veja que, dado um intervalo compacto [a, b], existe um tinico homeomorfismo nao
decrescente [0, 1] — [a, b], 0 que nos permite ver naturalmente qualquer caminho [a, b] — S

como um caminho [0, 1] — S.

Caminhos poligonais sao particularmente interessantes pelo fato de que sao formados
por segmentos de reta e, portanto, podemos aplicar a Identidade do Valor Médio (ver
Teorema 2.2.1) em cada um desses segmentos de reta. Uma observagao trivial é de, dado

um espago normado F e um subconjunto U C E, vale a seguinte cadeia de implicacoes

U é conexo por caminhos poligonais = U é conexo por caminhos = U ¢é conexo,
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mas uma observagao muito mais interessante (e menos trivial) é a de que, se U é aberto,

essa cadeia de implicagoes é reversivel.

Teorema 2.2.3. Sejam E um espaco normado e U C F um subconjunto aberto. Sao

equivalentes:

1. U é conexo;
2. U é conexo por caminhos poligonais;

3. U é conexo por caminhos.

Demonstragio. Que 2) = 3) é 6bvio e 3) = 1) constitui o Coroldrio B.3.21. Resta

apenas mostrar 1) = 2). Considere em U a relacao de equivaléncia ~ dada por
x ~y <= existe um caminho poligonal ligando z a y.

Para cada a € U, considere [a] a classe de equivaléncia de a por ~. Fixado a € U, temos
la] C U e, como U ¢ aberto, se z € [al, entdao x € U, donde existe € > 0 tal que B(z,e) C U.
Dado y € B(z,¢), o caminho

vy:te[0,l]— (1—thx+tyeFE

é tal que y([0,1]) C B(z,e) e v liga x a y. Como x ~ a e y ~ x, entdo y ~ a, pela
transitividade de ~, donde y € [a] e, portanto, B(x,¢) C [a] e, logo, [a] é um conjunto
aberto. Como

U/~ i={[z] 2 €U}

é uma particao de U, se houvesse outra classe de equivaléncia em X além de [a], entdo

v=u U I

zeU\{a}

seria uniao de dois abertos disjuntos nao vazios e, portanto, seria desconexo. Logo,
U = [a].

Isso significa que, para quaisquer x,y € U, temos x ~ a e y ~ a, o que nos da x ~ y, pela
simetria e transitividade de ~. Logo, existe um caminho poligonal ligando quaisquer dois
pontos de U. O]

Corolario 2.2.4. (COLEMAN;, 2012, Theorem 3.3., p. 63) Se E é um espa¢o normado,
U C E é um subconjunto aberto conexo e f : U — R é uma funcao diferenciavel tal que

f'(a) = 0+, para todo a € U, entdo f é constante.
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Demonstracao. Fixe a € U e considere x € U outro elemento. Pelo Teorema 2.2.3, existe
um caminho poligonal v conectando a a x, isto é, existem uma particao P := {0 =ty <
ty <...<t, =1} de [0,1] e um caminho v : [0,1] = U tal que v|y,_, ] ¢ um caminho
retilineo ligando y(t;—1) a 7v(¢;), para cada i = 1,...,p, com 7(0) = a e y(1) = x. Pela
Identidade do Valor Médio (ver Teorema 2.2.1), dado i =1, ..., p, existe ¢; € (y(ti—1),7(t:))
tal que

f(y(t:) = f(y(tica)) = f/(ei)(v(t) — y(tiz1)) = 0.

Logo,
f(y(t:)) = f(y(tir)), para cadai=1,...,p,
e, portanto,
f(@) = f(y(1)) = f((0)) = f(a),
como queriamos demonstrar. O

2.3 Desigualdade do Valor Médio

Nesta se¢ao generalizaremos a Identidade do Valor Médio (ver Teorema 2.2.1).

Teorema 2.3.1. (COLEMAN, 2012, Theorem 3.4., p. 64) Sejam [a,b] C R um intervalo
de niimeros reais e F' um espago normado. Se f : [a,b] — F e ¢ : [a,b] — R s@o aplicagoes

continuas em [a, b] e diferencidveis em (a, b), entao
|7®)] . < a(t), para todo t € (a,6) = [If(b) = f(a)l|r < g(b) — g(a).

Demonstragio. Sejam £ > 0 e definamos A(e) como o conjunto de todos os z € [a, b] tais

que para cada y € [a, z] se tem
1f(y) = fa)llr < g(y) — g(a) +e(y — a).

Claramente, a € A(e). Além disso, se z € A(e) e T € [a,z], entao T € A(e), donde
A(e) é um intervalo. Seja ¢ := sup A(e). Afirmamos que ¢ € A(g). Nao ha o que provar se

¢ = a, entdo suponhamos que este nao é o caso. Se = € (a, ¢), entdo

1f(z) = f(@)lr < g(z) = g(a) + e(z - a).

Como f e g sdo continuas, entao, pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema A.1.11), a

desigualdade se aplica para z = ¢ também, donde ¢ € A(g).

Mostraremos agora que ¢ = b. Suponhamos, por redugdo ao absurdo, que ¢ < b.
Pela hipétese sobre as derivadas e pelo Teorema B.5.9, existe 6 > 0 tal que

z) — f(¢)

relle-detd)\ (nles — |HDHD) <ot =)

r—cC

+ €.

F
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)
b—c

Como b — ¢ > 0 e R é um corpo arquimediano, entao existe ng € N tal que ng >

)
Pondo 7 := —, temos n € (0,b — ¢), donde
no

z € (c,et+n) = |f(x) = fO)llr < g(z) —g(c) +e(x —c).
Agora, pela Desigualdade Triangular, temos
1f (@) = f(a)llr < If(z) = fl)llr + 1 f(c) = fla)llr
< [9(z) = g(c) +e(x — c)] + [g(c) — g(a) + &(c — a)]
< g(z) —g(a) +e(z —a),

o que implica que (¢,c+n) C A(e), contradizendo o fato de que ¢ = sup A(¢g). Logo, ¢ =b

e, portanto,
1 (®) = fla)lle < g(b) = gla) +e(b —a) == g(b) — g(a).
O resultado se segue da Monotonicidade do Limite (ver Teorema B.5.8). O]

Corolario 2.3.2. (COLEMAN, 2012, Corollary 3.1., p. 64) Sejam [a,b] um intervalo
nao degenerado de nimeros reais, F' um espago normado e f : [a,b] — F uma aplicagao

continua em [a, b] e diferencidvel em (a, b). Se existe K > 0 tal que
I£()ll» < K, para todo t € (a,b),

entao

1f(0) — fa)l[r < K(b—a).
Demonstragio. Aplique g(t) := Kt no Teorema anterior. O
Por fim, enunciamos a Desigualdade do Valor Médio, de acordo com (COLEMAN,
2012, Corollary 3.2., p. 65).

Corolario 2.3.3 (Desigualdade do Valor Médio). Sejam E e F' espacos normados, U C E

um subconjunto aberto e f : U — F diferencidvel. Se o segmento [a,b] C U, entao

1F(0) = f(@)llr < sup [[f"(2)]lcee.mllb — alle.

z€(a,b)

Demonstragio. Seja u : [0,1] — E dada por u(t) := (1 —t)a + tb. Como g := fou é

continua em [0, 1] e diferenciavel em (0, 1), entao

g(t) = g'(t)1 = f'(u(®)) (' (t)1) = f'(u(t))(b - a),

donde
lg@lF < sup 1" (@) leeer b — alle
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e, portanto, pelo Corolario 2.3.2,

lg(1) = g(0)llr < sup [|f"(2)llze.m b —alle(1 = 0).

z€(a,b)

Isto é,

1F(0) = f(a)llr < sup [[f'(2)]lcee.mllb — alle,

z€(a,b)

como queriamos demonstrar. O
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3 Diferenciabilidade de ordem superior

Neste capitulo construiremos as derivadas de Fréchet de ordem k, com k > 2,
estabeleceremos uma relacao importante entre a derivada de segunda ordem e o operador
hessiano (ver Exemplo 3.3.2) e provaremos que, enquanto aplicagoes multilineares, as

derivadas sao sempre simétricas (ver Teorema 3.6.3).

3.1 A derivada de segunda ordem

Sejam E e F' espacos normados, U C F um subconjunto aberto e f : U — F uma

aplicacao diferenciavel. Nessas condigoes, a derivada de Fréchet de f ¢é a aplicacao

f'():U— L(E,F)

a— f'(a).

Por defini¢ao, dizer que f'(-) é uma aplicagao diferencidavel em um ponto a € U
significa que existe uma (tinica) aplicacao linear e continua £ — L(F, F'), que denotaremos

por f(a), tal que

f'la+h) — f'(a) = fPa)h hoop
e

Oz(e,F)-

Podemos estabelecer uma isometria linear de modo natural entre os espacos
L(E,L(E,F))e Ly(E,F) através da aplicagao
Q : £<E7£(E> F)) — £2(E7F)7

dada por
Q(T)(u,v) :=T(v)(u),
para quaisquer u,v € E. Com efeito, () = J, no Teorema 3.2.2.

A derivada de Fréchet de segunda ordem de f em a é a aplicacao @) ( f m(a)),

que denotaremos por £ (a). Nessas condicdes, é imediato que, para quaisquer u,v € E,

FAa)(u,v) = fA(a)@)(w) e [fP(a)lleuer = 1F(@)lem.cm.ry.

3.2 Botando ordem na casa: construindo uma isometria linear

Se E e F' sao espagos normados e existe uma isometria linear £ — F, escreveremos

E =~ F. Note que essa relacao é de equivaléncia.
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Proposicao 3.2.1. Sejam E,V e W espacos normados. Entao,

VaW = L,(E V)=~ L,(E,W).

Demonstragao. Suponhamos que existe uma isometria linear ¢ : V. — W.

Note que, para quaisquer 7' € L,(E,V), A € R e u,v € E, temos

WoT)..., utrv .. )=9(T(. u...)+A\T(.,0,...))

=@WoT)(...,u,...) +F Ao T)(...,v,...).

Logo,

poT e L,(E,W), paracadaT € L,(E,V).
Afirmamos que a aplicagao

Q:TeLlL,(E,V)—tpoTeL,(E,W)
¢ uma isometria linear. Com efeito, dados S, T € L,(E,V) e A € R, temos
QS+ AT)(u) = (¢ o (S + AT))(u) = P((S + AT)(u))

(S(u) + AT (u))
(S(u)) + X (T'(u))
= (¢ o5)(u) + Ay o T)(u)
= WoS+AyoT))(u)
= (Q(S) + AQ(T))(w),

(4
(4

para cada u € EP. Logo, para quaisquer S,7 € L,(E,V) e X € R,
QS+ A\T) = Q(S) + \XUT),
isto é, 2 é linear. Além disso, ) é bijetiva, sendo sua inversa a aplicagao

SeL,(E;W) =y toSeL,(EV)

Por fim, como 1 é uma isometria, para quaisquer uy,...,u, € E, temos

[( o T)(ur, ..., up)llw = V(T (wr, ... up))lw = 1T (ua, ..o up)lv,
donde

12D e, zwy = 0o Tleyewy = sup || oT)(ur, ..., up)|lw

lwillz=1,
para todo i€[p]

= sup T (wq, .. up)|lv
luill e=1,
para todo i€[p]

=Tz, zv)

Logo, €2 é uma imersao isométrica e, sendo bijetiva, é uma isometria. O
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Considere, para cada n € N,

MI(E, F) = E(E,F) Jl = IdE(E,F)
Mn+l(E7 F) = ‘C(E7Mn(E7 F)) Jn—i—l : Mn+1(E7 F) - Ln—i-l(E? F)
(S
Hy = Idg r

Hn+1 : £n+1(E7F) — Mn—i—l(Ea F)a
onde, para cada T' € M,,1(E, F),

Jot(T) : E" x E— F
(T,y) — J.(Ty)z

e, para cada S € L, 1(E, F),

Hoir(S): E — M,(E, F)
Yy Jn_l‘s(?y)

Teorema 3.2.2. Cada J,, estd bem definido e é uma isometria linear.

Demonstracao. Evidentemente, J; estd bem definido e é uma isometria linear. Suponhamos,

por hipdtese de inducao, que J; estd bem definido e é uma isometria linear.

Dado T' € My41(E, F), comecamos verificando que Jy11(7") é uma aplicagao (k+1)-

linear continua. Dados ¢ < j naturais e x;, Ziy1,...,7; € E, defina
.:Eg = (T4, ..., Tj).
Para cada v =1,...,k, a aplicagao
u; € E Jk-i-l(T) (xgzi_lauhm;f:ll) = Jn(Txk-i-l) (5’3;_1>Ui7-73§f+1)

é linear. Isso prova que Ji1(7T) é linear em suas k primeiras entradas, resta verificar que
é linear na (k + 1)-ésima. Com efeito, fixe T € E¥ e u,v € E e A € R. Dalf,

Je1 (1) (@, u+ M) = Jp(T(u+ )T = Jp(Tu + NTv)T
Jk(TU)T + )\Jk(TU)T

(7)) (@, u) + A1 (T)(Z, 0).

Note que a hipotese de boa defini¢ao de Jj esta sendo utilizada em todas as identidades,

enquanto a linearidade de J, é utilizada na pentultima. Isto completa a prova de que
Jes1(T) é (k + 1)-linear.
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Vamos verificar agora que Ji11(7) é continua. Dados uy, ..., upy1 € E, temos

[ Ji1 (T) (s - - ws) e = ([ J(Tukg1) (uas - - ug) || p

<N Je(Twes ) o zry 11 wille
1€[k]

= |Tups1 g2y 1 Nwslle
1€[k]

<Nty ey T1 Nwlle-
i€lk+1]

Veja que a segunda identidade é valida porque estamos sob a hipdtese de que J; é uma

isometria. Do Teorema C.7.1, temos que Ji+1(7") é continua.
Com isso finalizamos a prova da boa definicao de Jj.

Provaremos agora que Ji.; é linear. Dados 11,75 € M1 (E, F) e A € R, temos

Jer1(Th + A1) (7, y) = SR [(Th + NT2)y]T
= Ji(Thy + \Toy)T
= [Je(Thy) + Ak (T2y)] T
= Jo(Thy)T + ANp(Toy)T
= J1(T1) (T, y) + A1 (T2) (T, y)
= [Je1(T1) + A1 (T2)](T, ).

Isto completa a prova da linearidade de Jj41.

Verificaremos agora que Ji1 e Hy 1 sdo aplicagoes inversas uma da outra. Para
quaisquer T € E¥ y € EeT € L.1(E, F), temos

Tip1 (He (D)@, y) = Je(Hen(T)y)T = Ji(J ' T(9)T = T(T, y).
Logo, para todo T € Ly 41(F, F), temos
Jep1(Hea(T)) =T

e, portanto,

Jpy10 Hyypr =1dg, , (5F) -

De modo analogo se verifica que
Hyy10 Jpy1 = Idy,, 2F) -
Logo, Ji41 é uma aplicagao bijetiva, com

_ 71
Hy1 = Jiy-
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Resta apenas verificar que Jx,1 é uma imersao isométrica. Dado T' € L1 (F, F),

temos, pelo Teorema A.2.8, que

HJk+1<T)H»ck+1(E7F) = H SHUP1 | Jr1 (T) (@1, - - Trg) | 7
Z5 =1,
para todg i€[k+1]
= sup sup | Tk (Txgs1) (1, .. x)||F
lzkrille=1  |lzill=1,

para todo i€[k]

= sup || Ju(Trs1)| oe,r)

lzx1ll E=1

= sup || TZr1| v (m,m)

lzkt1llE=1
= HTHMkH(E,F)'
Logo, Ji4+1 € uma isometria.
O resultado segue do Principio de Inducao de Matematica. O

Note que, para quaisquer m,n € N, temos

M, (E,M,(E,F)) = My,.,(E, F).
Isso pode ser provado como um simples exercicio de indugao.
Corolario 3.2.3. Dados espacos normados E e F,

LB, L (EF)) &~ Lyn(E,F), para quaisquer m,n € N,
Demonstracao. Fixados m,n naturais, como
L.(E L, (E,F))~ L, (E,M,(E,F)),
entao
Lon(E,M,(E,F))~ M,(E,M,(E,F)) = My sn(E,F)~ Lyn(E,F),

como queriamos demonstrar. O

3.3 Classes de diferenciabilidade

Sejam E e F espagos normados, U C E um subconjunto abertoe f : U — F
uma aplicacio tal que fI¥! : U — My (E, F) existe e é diferenciavel em a € U. Entao
f¥F(a) .= f¥'(a) € M1 (E, F). A derivada de Fréchet de ordem k + 1 de f em a
(ou a (k + 1)-ésima derivada de Fréchet de f em a) é

f(kJrl)(Cl) = Jk+1 (f[k“](a)) € £k+1(E, F)
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Definicao 3.3.1 (Classes de diferenciabilidade). Sejam E e F' espagos normados, U C F

um subconjunto aberto e f: U — F uma aplicacao.

e Quando f for continua, diremos que f é de classe C°.

o Quando f for diferenciavel e sua diferencial f': U — L(FE, F) for continua, diremos

que f é de classe C' (ou que f é continuamente diferenciavel).

« Se fI¥ for diferenciavel em a € U, diremos que f é k + 1 vezes diferenciavel em a.
Se f+1) . U — L311(E, F) existe e é continua, dizemos que f ¢ de classe C**! (ou

que f é k+ 1 vezes continuamente diferencidvel).

« Se fM for diferencidvel em a € U, para todo k € N, dizemos que f é de classe C™

(ou que f é infinitamente diferenciavel).

Se E e F sao espagos normados e U C F é um subconjunto aberto, o conjunto
de todas as aplicacoes f*) : U — L,(E,F) serd denotado por C*(U, F), para cada
k € NU{0}, onde f© := fe Lo(E,F) :=F.

Para o préximo exemplo, relembre o Exemplo 1.6.1.

Exemplo 3.3.2 (Relacao entre o operador hessiano e a diferencial de 2% ordem). Sejam
H um espaco de Hilbert, U C H um subconjunto aberto e f : U — R uma funcao
diferenciavel cuja aplicacao gradiente Vf : U — H ¢ diferenciavel em a € U. Nessas

condicoes, f é duas vezes diferenciavel em a e
(@) () = (2, V2f(a)y), para quaisquer z,y € H.

Demonstragio. Defina R, := (-,y), para todo y € H. Como o produto interno é uma
forma bilinear, entao R, ¢é linear. Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema
C.5.2), temos

|Ry(x)| = [{z,y)| < [lz[lllyll, paratodo x€ H.

Logo, cada R, é um funcional linear continuo. Pelo Teorema da Representagao de Riesz (ver
Teorema C.9.4), ||R,|| = ||y||, para todo y € H. Logo a transformacao linear R : H — H*
dada por R(y) := R, é uma isometria. Em particular, por ser uma isometria, R é continua.

Sendo linear e continua, R é diferenciavel, pelo Exemplo 1.1.14. Como
f'=RoV/f

e tanto V f quanto R sao diferenciaveis em a, entao, pela Regra da Cadeia (ver Teorema

1.3.1), f’ é diferenciavel em a e

fP(a)y = R'(V (@) (V) (a)y) = R(V*f(a)y) = Rvzsay-
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Logo,
FP(@)(z,y) = fA(a)y(x) = Rex(apy(@) = (2, V2 f(a)y),

como queriamos demonstrar. O

Teorema 3.3.3. (COLEMAN, 2012, Proposition 4.5., p. 89) Sejam E e F espagos
normados, U C E um subconjunto aberto, f : U — F uma aplicacdo. Entao f é k + 1
vezes diferencidvel em a € U se, e somente se, f*) é diferencidvel em a. Nesse caso, para

quaisquer h, hy,...,hy € E,

F9(a)h(hy, ... hy) = FED () (ha, ... by, B).

Demonstracio. Suponhamos primeiro que f*) ¢ diferencidvel em a. Como
§® = Jio 1,

entao
¥ =m0 0,

Como Hj é uma isometria linear, entao Hj é continuo e, pelo Exemplo 1.1.14, H, é
diferenciével. Pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), fI¥ é diferencidvel em a, o que,

por definicao, quer dizer que f é k 4 1 vezes diferenciavel.

Reciprocamente, se f é k + 1 vezes diferencidvel em a, entdo f* é diferencidvel em

a. Logo, f®) = J, o f¥l também ¢é diferenciavel em a, pela Regra da Cadeia.

Agora, como

FEa)h = R (P @) (F Y (@)h) = Ju(f54 N a)h),

entao

F® (@) h(hy, ... k) = J(fE Y @)R) (b, .. he) = Jept (F¥ (@) (b, . .. By, )
= f** (@) (hy, ... i, h),

como queriamos demonstrar. O

O proximo teorema nos fornece uma técnica para o calculo das derivadas de ordem

superior.

Teorema 3.3.4 (Técnica para calcular diferenciais de ordem superior). Sejam E e F'
espagos normados, U C E um subconjunto aberto, f : U — F uma aplicacao k + 1 vezes

diferenciavel em a e considere a aplicagao
qg:x €U fO(2)(hy,... ) €F,
onde hq,..., h; € E sao fixados. Entao ¢ é diferenciavel e, para todo hy1 € E,

¢ (@i = fEV (@) (P, hig)-
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Demonstracao. Considere a transformacao linear
OzZTE,Ck(E,F) l—)T(hl,...,hk) e F.

Como, para cada T' € Li(FE, F), temos

k
la(T) e = T (R ki) lle < T My LT il

i=1

entdo « é continua, pelo Teorema C.4.1. Dai, pelo Exemplo 1.1.14, temos

o(a)h = a(h), paratodo heE.
Como f*) ¢ diferencidvel em a pelo Teorema 3.3.3 e

= aof,
entao, pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1),
¢ (@hesr = /(@) (FD (@)has1) = a(FD (@hein) = £ (@i (b, - ).

Aplicando novamente o Teorema 3.3.3, temos

¢ (a)hp1 = f(kﬂ)(a)(hl, ey Py,
0 que termina a prova. [
Exemplo 3.3.5. A fun¢ao f: R" — R dada por

flx) = ;<m, Az) + (b, x) + ¢,

onde A é uma matriz de ordem n simétrica, b € R" e ¢ € R, é de classe C* e vale

fl(@)h = (Az + b, )
f(2) (l’)hlhg = <Ah2, h1>
F®(x)hy .. hpy =0, paratodo k > 2.

Demonstracao. Note que
1
f/(x)hl = 5 ((hla Al’) + <£L‘7 Ahl)) + <b7 hl) = <A:L‘7 h1> + <b7 h1> = <AI‘ + ba h1>
A fim de calcular f®)(x)h,hs, consideremos a funcdo auxiliar g; : R” — R dada
por gi(z) := f'(x)hy, onde hy € R" ¢é fixado. Assim,

@ (@)hihg = g)(x)hy = (Ahy, hy).

Pondo, agora, gs(z) := f®(x)hihy, onde hy € R™ é fixado, temos
fO (@) hihohs = gh(x)hs = 0.

Logo,
f®(x)hy .. by =0,

para todo k > 2. O
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3.4 O polinbmio homogéneo

O exemplo abaixo, embora interessante em si mesmo, sera extremamente ttil para o
calculo de derivadas de ordem superior. N6s o utilizaremos, por exemplo, para demonstrar

a férmula de Taylor com resto infinitesimal (ver Teorema 3.7.2).

Sejam E e F' espacos vetoriais, ¢ : E™ — F' uma aplicagdo n-linear simétrica e
P:zeEwyp-z™eF

Nessas condigoes,

n

P(a+th) = Z (Z) thp (a(”_k), h(k)) , para quaisquer a,h € E,t € R, (3.1)

k=0
e
P(r) =0p, paratodo z€E = ¢ =0, (5r). (3.2)
Além disso, se E e F' sao espagos normados e ¢ é continua, entao a aplicacao P é
de classe C*°, valendo, para quaisquer z, hy,...,h; € E,

<TL

; (n—3) -
jleolx Jhi,....h;), se j=1,....,n,
) ( ) (3.3)

Demonstracao. Sejam a,h € E e n € N. Do Teorema 1.4.1, temos

p-(a+th)™ = 3" > @by, ..., by).

0<k<n b;e{a,th}, para todo i=1,...,n,
e [{i=1,...,n:b;=th}=k

Vamos olhar mais de perto o somatorio

Z @(bl,,bn)

b;e{a,th}, para todo i<n,
e |{i=1,...,n:b;=th}|=k

Como ha (Z) maneiras de escolher a n-upla (by,...,b,), onde cada b; € {a,th} e b; =th
para k indices j, entao ha (Z) termos ¢(by, ..., b,) a serem somados. Além disso, fixada

uma tal n-upla, como ¢ é uma aplicagdo multilinear simétrica, temos
@(b1,...,b,) = ¢ ((th)(’“), a(”—k)) = thy (h(’“), a(n—k)) .

Nessas condigoes,

S el = ()t (1.0 ).

bi€{a,th}, para todo i=1,...,n,
e [{i=1,...,n:b;=th}|=k
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0 que nos permite escrever

- (a+ th)(") = Z (Z) thp (h(’f)7 a(n—k)> .

Isto prova a validade de (3.1).

Vamos agora provar a implicagdo (3.2). Suponhamos que P(x) = O, para cada
x € E, en > 1. Pela identidade (3.1), dados a,h € F e t € R, temos

n

0=¢ | Pla+th) Z( >t]§( ((”] h(j)>), para todo £ € F™.
\_,_/

=VF

Fixe a,h € E e £ € I'* e ponha, para cada t € R,

— icj‘tj, onde ¢; := (7;)5 (SO (a(n_j)’ hm)) '
=0

Como () ¢ um polinémio identicamente nulo, todos os coeficientes ¢;’s de ) devem ser

zero. Por conseguinte,
19 (cp (a(”_j), h(j))> =0, paraquaisquer a,h€ E,j=0,...,n e £€F"
Pelo Teorema C.2.9,

® (a("_j), h(j)> =0, paraquaisquer a,he€ FE e j=0,...,n. (3.4)

A implicagdo (3.2) se segue por inducao sobre n. Paran = 1, temos P = ¢ e a
validade da implica¢ao é automética. Suponhamos agora, por hipdtese de indugdo, que o

resultado é valido para n = k e consideremos o caso n =k + 1.

Para cada h € E, defina ¢, : E¥ — F pondo
on(x1, ..., xx) == @(h,z1,...,2), para quaisquer m,...,x; € E.
Note que ¢, é uma aplicacao k-linear simétrica. Pela identidade (3.4),
©Op - e = % (h, x(k)> = 0p, para quaisquer h,x € E.
Assim, dado h € E, a aplicagao
Ph:x€E|—>g0h~:z:(k)€F

é tal que
Py(z) =0p, paratodo =z € E,

donde, por hipdtese de inducao,

¢on =0z, (5,r), paratodo heE.
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Em particular, para quaisquer zy,...,xrr1 € E, temos

(1, oo 1) = Quy (T2, oo oy 1) = Op.

Portanto, a implicagao (3.2) é védlida para n = k4 1 e o resultado se segue do Principio de

Indugdo Matematica. Com isso, finalizamos a prova das expressoes (3.1) e (3.2).

Suponhamos agora que F e F' sdo espagos normados e ¢ é continua. Provaremos a
validade de (3.3).

Comegamos com o caso n = 1. Como P = ¢, temos
P'(a)h = ¢+ h, para quaisquer a,h € E,
como ja vimos. Dali, fixando a, h; € F, a aplicagao
q:x € E— P(x)hy =¢ Iy

é constante, donde

P(2)(a)h1h2 = q’(a)hQ = OF

Consequentemente,

P(j)(a)hl ...hj =0p, paratodo j>2.

Suponhamos agora n > 2 e considere a,h € E. A partir da expressao (3.1), temos

P(a+tht)—P(a) g (h,a<"—1>)+ 3 <n>tk_1ga (hw)’a(n—k))’

2<k<n
donde op
il — (n—1)
(%(a)—mp(h,a )
Como a aplicagao
h— o(h, ™)
depende linearmente de h, entdo ——(a) é linear. Além disso, como

a(-)
Ing(h, o™ | < nllellcuemblelalE,

fazendo ||h||z — 0 no lado direito da desigualdade acima, obtemos 0 como limite. Logo,

pelo Teorema do Confronto (ver Teorema B.5.10), temos

lim |Jnep(h, " )||p = 0.
hHOE

Portanto, (a) é continua. A fim de provar que P é diferencidvel, resta provar que

or
a(:)

lim R(a,h) = 0p, para todo a € F,

h—)OE
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onde

R(a,h) = Oh " " _ k=2
17| 12|
" (n h
_ (k=1) ,(n—k)
= © Jh , a > .
2 (:) 7 i
=:5(a,h,k)
Dadosa € Fek=2,...,n, como ¢ ¢ uma aplicacao multilinear continua, entao
h k—1 n—k
15(a, b K)lle < llellcniry ||| I0lE llallz™
12/l |

k—1 —k
=lelln e, mlIRlE ol

Fazendo ||h||g — 0 no lado direito da desigualdade acima, obtemos 0 como limite. Logo,
novamente pelo Teorema do Confronto, temos
hli%lE S(a,h,k) =0p, para quaisquer a€FE e k=2,...,n,
donde .
lim R(a,h) =Y (Z) lim S(a,h,k) = 0p, paratodo a€ E,

h—0g ) h—0g

e, portanto, P é diferenciavel, com
P'(a)h =nyp (h, a("’l)) = np (a("’l), h) , paratodo a€ F.
Suponhamos agora que o resultado é valido para j = k < n e consideremos o caso
j=k+1. Fixando hq,...,h; € E, defina
Gy E"F = F
pondo, para quaisquer zy,...,T, € E,
Gr(x1, .. Tpg) = @(T1, oy Ty, ey oo Bg).

Da hipétese de inducao e da simetria de Gy, € L,,_y(E, F) vem que

spix € Ers PR (2)hy .. by = (Z) k- oz by hy) = (Z) k! Gra™P

é diferenciavel, com

n
P(k+1)(a)h1 oo = sp(@)hge = (n— k) (k)k' -Gy, (a[n*(k’ﬁ’l)]’ hk+1)
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para quaisquer a, hiy1; € E. Isso prova que o resultado é valido para todo j = 1,...,n.

Em particular, no caso j = n, fixados hq,...,h, € E, a aplicacao
v € B~ P™@)hy. . hy=n!@(hi,... hy)
é constante. Logo,
P(j)(ﬁ) = O,Cj(E,F)J

para quaisquer x € F e j > n. ]

Aqui vai uma rapida demonstragao alternativa da diferenciabilidade de P utilizando

a Regra da Cadeia.

Considere a aplicagao g : £ — E™ dada por
g(z) = 2™, paracada z € E.
Pelo Teorema 1.3.3, a aplicacao g é diferenciavel, valendo
¢ (x)h = h"™  para quaisquer x,h € E.

Além disso, pelo Exemplo 1.4.1, vimos que ¢ é diferenciavel, com

n

(@1, xn) (P, he) =D (@, @i, by, T, -, T).

=1
Como
P=gpogy,

entdo, pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), P é diferencidvel, com

P'(@)h = (9o g) (x)h = @ (g(x)) (g @)h) = @' (x.... a)(h,...,h) = n-p (a7, h),

n vezes n vezes

para quaisquer x,h € E.

3.5 Compondo aplicacoes varias vezes diferenciaveis

O Teorema abaixo é uma versao modificada de (COLEMAN, 2012, Theorem 4.9.,
p. 101). Ele serd 1til para provar que a composicao de aplicagoes k vezes diferencidveis

também é k vezes diferenciavel.

Teorema 3.5.1. Se E, F, I e GG sao espagos normados, U C E é um subconjunto aberto,
f:U— Fyeg:U — F, sao aplicagoes k vezes diferenciaveisema € U e b: Fy X Fy — G

é uma aplicagdo bilinear continua, entao a aplicagao ¢ : U — G dada por
p(x) :==b(f(x),9(x)), paracadazeU,

também é k vezes diferencidvel em a.
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Demonstracao. O caso k =1 é consequéncia do Exemplo 1.4.1.

Suponhamos que o resultado é valido para k = n e consideremos o caso k =n + 1.
Dados A € L(E,F),B € L(E,F,),x € I} ey € F,, considere as aplicagoes

lay,lap B — G
dadas por
lay(h) :=b(A(h),y) e l,p(h):=0b(z,B(h)), paracadah e E.
Claramente, 14,1, 5 € L(E,G). Note que as aplicacoes

(7 (A,y) S E(E, Fl) X Fy +— ZA7y S E(E,G)

B : (IL‘,B) € Fy x £(E,F2) — la:,B S C(E, G)

sao bilineares e continuas. Como f, f’, g e ¢’ sdo k vezes diferenciaveis em a, entao, por

hipotese de indugao, as aplicagoes

relU—a(f(x),g(x) ex el B(f(z),d(z))

sao k vezes diferenciaveis em a. Como

¢'(z) = a(f'(z),9(x)) + B(f(2),d'(2)),
entdo ¢’ é k vezes diferenciavel em a e, portanto, ¢ é k 4+ 1 vezes diferenciavel em a.

O resultado entao segue do Principio de Indugao Matematica. O]

O corolario abaixo é uma versao modificada do Theorem 4.10. de (COLEMAN;
2012, p. 103).

Corolario 3.5.2. Sejam E, F e V espacos normados e X C F e Y C F subconjuntos
abertos. Se
f X —=F

g:Y =V

sao aplicagoes, respectivamente, k vezes diferenciavel em a € X e k vezes diferenciavel em

f(a), com f(X) CY, entdo a composigao
gof: X—>V

também é k vezes diferenciavel em a.
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Demonstracao. Note que a aplicacao
a:(A,B)e L(E,F)x L(F,G)— BoAec L(E,G)
é bilinear e continua. Como f e g sao diferenciaveis em a, entao, supondo k > 2, temos
(go f)(z) =g'(f(x)) o ['(z) = a(f(x),g'(f(x)))-
Pelo Teorema 3.5.1, a aplicacao
ze€X —a(f(x),g'(f(x) € LIE,G)

é k — 1 vezes diferenciavel em a. Logo, g o f é k vezes diferenciavel em a. [

3.6 A simetria das derivadas de ordem superior

E bem conhecido o fato de que aplicacoes duas vezes continuamente diferencidveis
possuem derivadas de Fréchet de segunda ordem simétricas (ver Definicao C.7.6): veja
(LIMA, 2002, p. 69) ou (CIPOLATTI, 2020, p. 122). No entanto, o Teorema abaixo,
adaptado de (COLEMAN, 2012, p. 91), mostra que a simetria ndo depende da continuidade

da derivada segunda.

Teorema 3.6.1 (Teorema de Schwarz). Se E e F' sao espagos normados, U C E é um
subconjunto aberto e f: U — F é duas vezes diferencidvel em a € U, entao a aplicagao
bilinear f@(a) € Ly(E, F) é simétrica.

Demonstragio. Como a € U, entdo existe d; > 0 tal que Bg(a,d;) C U.

Considere 09 := 521, B := Bg(0,45) e a aplicagao
A:(hk)e BxBw— fla+h+k)— fla+k)— fla+h)+ f(a) € F.

Note que
A(h, k) = A(k, h), para quaisquer h,k € B.

Além disso, para quaisquer h, k € B, temos

A(hy k) — fP(a)(h, k) = fla+h+ k) — fla+h) — f'(a+k)h+ f(a)h
+ [ (a+ k)= f'(a) = fP(a)(-, k)]
—[fla+k) = f(a)].

Para cada k € B, considere a aplicagao

Gr:heBw fla+h+k)— fla+h)— flla+k)h+ f'(a)h € F.
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Da Desigualdade do Valor Médio (ver Teorema 2.3.3), para quaisquer h,k € B,

temos

A8 = £O (@)Kl < IGu(h) ~ Gu(O)]
1+ ) = (@) = SO D]
< sup |GV () gz 1l

+f (a+k) = f'(a) = FE@) Bl em 7] e
Como, para quaisquer k,u € B,

Gi'(u) = flla+u+k)— flla+u)— fllat+k)+ f(a)
= [a+u+k) = f(a) = fP(a)(,u+k)
—(fla+u) = fa (5 u))

FEa) (-,
—(flla+k)—f a)(-, k),

) = )
(a) = F(

entao, escrevendo || - || para || - ||z(g,r), Para quaisquer k,u € B, temos
IGY @Il < 1 (a+u+k) = f(a) = fP(a)(,u+ k)|
+ 1 (a+u) = fa) = FPa) ()l
+ 1 (a+k) = fa) = FAa)(- k).

Como f é duas vezes diferenciavel em a, entao, dado ¢ > 0, existe d3 > 0 tal que, para

todo p € B com 0 < ||p||g < 03, vale

If'(a +p) = f'(a) = fP(a) (-, p)
1Pl e

<€

e, portanto,
1f"(a+p) = f'(@) = P @) )| < ellplle-

Pondo 44 := min{dy, d3}, para quaisquer k,u € B com | k|| g + ||u||p < 04, temos

max {[[ullg, [klle, v+ kllg} <00 = [|GK' (W)l <ellu+klle +ellulle +ellkl e
— G (W)l < 2e(llulle + [I%]le),

donde, para quaisquer A € [0,1] e h,k € B com ||h||g + || k||g < 04,
IGK' (A < 2e([[Mhlle + [Iklle) = 2e(AR]le + 1Fl2) < 2& (hlle + [1]2)
e, portanto, para quaisquer h,k € B com ||h||g + ||k||g < d4, temos

sup [|G'(AR)|| < 2e(||hl|e + [Ik]|z)-

0<A<1
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Logo, dados h,k € B com ||h||g + ||k||g < d4, temos

1A, k) = £2(a)(h, k)| < [2e(IPlle + [Iklle) + ellkll 2] 1Plle = 2¢]1AllZ + 3<lkll sl ] 2
< 2e(||hllz + [1kllz)?

que, combinado com a simetria de A, nos da

1F@ (@) (h, k) = fP (@) (D)l = [Lf* (a) (B, k) = A(h, k) + Ak, k) = f@ (a) (K, B)|r
< de(||hllz + [1kll)*.

Portanto, para quaisquer h, k € B com ||h||g + ||k||g < d4,
17P (@) (h, k) = £ (a)(k, )| < 4e([|hlls + k] 2)*.
)
Tomando a := 54, temos, para quaisquer z,y € E '\ {0}, vale

“lw
= |la
B 1yl

=a < 04 < 0y,

‘ | ]
E

(0%
]| 2

donde ai,& i
lzlle™ llylle

1O (oot ) = O @)y,
| |

(%
zlle” Mylle)  lllellylle

€ B. Como, além disso, para quaisquer z,y € E \ {0}, vale

entdo, fixados x,y € E'\ {0} e tomando h := « L oeki= aL, temos
[ 1yl
2
«
e P @@y = [ @) )l = | £2 (@) (h, k) = fP (@) (k)| < 16202,

Por conseguinte, para todo € > 0, temos

1F P (a)(z,y) = FP(a)(y, 2)]lr < 16e]]lly] .

De
lim (16¢||z(| p[ly[ ) = 0,

temos, pelo Teorema do Confronto (ver Teorema B.5.10), que

172 (@) ) = FD (@) 2l =l £ P 0) () = F (@) 2)ll = 0.

Isto prova que, para quaisquer x,y € E \ {0},
FP(a)(z,y) = fP(a)(y, ).
Por fim, o resultado se segue do fato de que, para quaisquer x,y € F,

Ff@(a)(z,05) = f@(a)(0p,y) = Op,

ja que f@®(a) é uma aplicacio bilinear. ]
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Corolario 3.6.2. O operador hessiano é sempre autoadjunto e, consequentemente, a

matriz hessiana (ver Exemplo 1.6.1) é sempre simétrica.

Demonstracao. Sejam H um espago de Hilbert, U C H um subconjunto abertoe f : U — R
uma funcao diferenciavel cuja aplicagdo gradiente Vf : U — H é diferencidavel em a € U.

Nessas condigoes, f é duas vezes diferenciavel em a, pelo Exemplo 3.3.2, e
fP(a)(z,y) = (x,V?f(a)y), para quaisquer z,y € H.
Pelo Teorema de Schwarz (ver Teorema 3.6.1), para quaisquer x,y € H, temos

(@, V2 f(a)y) = fP(a)(z,y) = fP(a)(y. 2) = (y, V* f(a)z).

Logo, V2f(a) é um operador autoadjunto.

Em particular, quando H = R", para quaisquer x,y € R", temos

o' H fa)y = 2'[V*f(a)ly = y'[V*f(a)lz =y H f(a)z,

donde a matriz hessiana H f(a) é simétrica, pelo Corolario C.6.3. O]

O corolario abaixo, extraido de (COLEMAN, 2012, p. 92), prova que todas as

diferenciais de ordem superior sdo exemplos de aplicagoes multilineares simétricas.

Corolario 3.6.3 (Generalizagao do Teorema de Schwarz). Se E e F' sdo espagos normados,
U C E é um subconjunto aberto e f : U — F é k vezes diferenciavel em a € U, entao a

aplicacao k-linear f¥)(a) € Li(E, F) é simétrica.

Demonstracao. Considere £ > 2 um natural para o qual o corolario é verdadeiro e

consideremos o caso k + 1. Assim, para qualquer permutacao p € S, temos

FE (@)h(h, ... ) = (hm F® (0 + th) — f®)(a)

t—0 t

f(k)(a-i-ﬂ;) — f®(q) (hy, ... ,hk)]

f®(a+th)(hy, ..., h) — f®(>a)(hy,. .., ~y)

)(hl,...,hk)

t—0

:liml

= lim

t—0 t
L FE(a+th) (hoy, - hoy) = FO@) (), - By
5% t

[0 (a+th) — f(a)
= 1131—I>% l : (hp(l), Ceey hp(k))

[P (a+th) - fP(a)

= (%1_1)% ; (hp(l), ce, hp(k))

= 1O (@) (hor), - oy ) -
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Desse modo,
FEV @) (ha, - ) = 5 (a) (hp(l), <o Pey hk“) ’ (3:5)

Como
92 (a)(xr, wps1) = FED (@) (@1, . 2, T,

pelo Teorema 3.3.4, onde
g(x) == fE (@) (@, ap),
entao, pelo Teorema 3.6.1, temos, para quaisquer x,y € E,
g?(a)(z,y) = 9P (a)(y, ),

donde, para quaisquer i, ..., 2k € F, temos
FED @) @y, . T, T Tegr) = fED () (1, . The1, T, Th)- (3.6)

Seja 0 € Sk4+1 uma permutagao. Como o : [k + 1] — [k + 1] é uma bijegao, existe
um tnico p € [k + 1] tal que o(p) = k+ 1. Se p = k + 1, entdo, de (3.5), vem

f(k+1)(a) (%(1), co Ta(k)s %(k»ﬂ)) = f(kH)(G) (950(1)’ 1 Lo(k), $k+1)

= f* () (2, ..., 2, Thga)-
Suponhamos agora que p # k + 1. Defina
m.ne [k +1] = [k +1]
pondo, para quaisquer i,j € [k + 1], com i # p,k e j #p, k+1,

m(o(i)) = o(i) e n2(o(5)) = o)),

m(o(p)) = o(k),m(o(k)) = o(p),m(o(p)) = o(k +1) e 2(o(k + 1)) = o(p).
Nessas condigoes,

N, M2 € Sk

(1011 0 0)(k+ 1) = ma(m (o (k + 1)) = ma(o(k + 1)) = o(p) = k+ 1.
Logo,
pi=120M00 € Sk

¢ uma permutacao tal que
plk+1)=Fk+1.
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Dados h := (hy, ..., hpy1) € EFL ponha
mh = (heqa), - hahrn))
para toda permutacio m € Sy 1. Assim, fixado z = (21, ..., 7rs1) € E¥L de (3.5) temos
FE N a)(ow) = f**D (a)(mo),
donde, de (3.6) e do caso anterior, temos
FED @) (moz) = f*HD (@) (nymoz) = F*D(a)(pr) = 9 (a)(2).

Logo, o corolario é verdadeiro para k + 1.

Portanto, o resultado é valido para todo natural k£ > 2. O

3.7 Foérmula de Taylor com resto infinitesimal

Lema 3.7.1. (LIMA, 2002, p. 74) Se E e F sao espagos normados e § > 0 tal que

r: B — F é uma aplicacao k + 1 vezes diferencidvel em Og, onde B := Bg(0g, d), com
r(0g) = Oz,(z,F), Para todo j =0,1,...,k+1,

entao
()

=0 [l

F-

Demonstracao. Para k = 0, o lema é consequéncia da definicao de funcao diferenciavel.
Suponhamos, por hipdtese de inducao, que ele é véilido para k — 1, onde k£ > 0, e

consideremos o caso enunciado. Pela Desigualdade do Valor Médio (ver Corolario 2.3.3),

lr(z)||r < ||z]|[eM, paratodoz € E, onde M := Os<1;<pl 7' (t2) | 2, )

Como 1’ é k — 1 vezes diferenciavel em B e k vezes diferenciavel em Oz, com
r0(0g) = Og,(z,r), paratodoj=1,...,k,
entao, aplicando a hipdtese de indugao para r’, temos

/
=0 [l

Assim, dado € > 0, existe ; > 0 tal que, para todo x € B,

17" ()l 28, )

e I (@) | ee.py < elllE-

[elle <61 =
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Dado t € [0, 1], para todo € B com ||tz||g = t||z||g < 1, temos
I (t2)ll ey < el
donde, para todo = € B,
M= sup [lr'(t2) g < sup eltalls < elzlll
0<t<1 0<t<1
e, portanto,
Ir(@)llF < ell5™.

Isto prova que o lema é valido para k.

O resultado se segue do Principio de Indugao Matemaética. O]

O Teorema abaixo foi retirado de (LIMA, 2002, Teorema 9.1., p. 74).

Teorema 3.7.2 (Formula de Taylor com resto infinitesimal). Se F e F' sdo espagos

normados, U C E é um subconjunto aberto e f : U — F é uma funcao k + 1 vezes

diferenciavel em a € U, entao, para todo h € E tal que a + h € U, temos

flath) = F(@) + F@h+- 4 G FO @A 4 (),
com I
o

im ——2—
h=0 ||

Demonstragio. Como U é aberto, entao existe § > 0 tal que B(a,d) C U. Considere a

aplicagao r : B(0g,d) — F dada por
1

() = fla+z) — fa) = f@)e — - — ——— flEFD (g) g (D)

(k+ 1)

Veja que r(0p) = Op. Faga

Ti(x) =1/ fP(a)z, paratodo i=1,... k+ 1.

Entéao, de (3.3), temos

fNa)(ha, . hy),  se =i,

Ti(j)(OE) — 1/(2'!)(;)j!f(i)(a)(og_j), hi,....h;) =0, se j<i,

Op, se j>u.

Além disso, por inducgao é facil ver que se g(x) := f(a + x), entdo

g(j)(q:) = f(j)(a +2), paratodo j=1,....k e g(k“)(OE) = f(kH)(a).
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Isso nos da
rD(0g) = f9(a) — f9a) =0, paratodo j=1,...,k+1.

Pelo Lema 3.7.1, temos
r(z)

e T

como queriamos demonstrar. O

3.8 Foérmula de Taylor com resto de Lagrange

Lema 3.8.1. (COLEMAN, 2012, Lemma 5.2., p. 109) Se E e F sao espacos normados,
U C E é um subconjunto aberto, f : U — F é uma funcao (k + 1)-vezes diferencidvel,
a€Uehe E tais que [a,a+ h] C U, entdo ¢ : [0,1] — F dada por

i

k
o(t) == f(a+th) —I—Z D(a + th)h®,
=1

para cada t € [0, 1], é continua em [0, 1] e diferenciavel em (0,1) com

d 1 —t)k
d—f(t) _ (=t o ) fED (g th)RE+D,

Demonstragdo. A continuidade de ¢ é evidente. Pondo
oi(z) = fO(x)hD, paracadai=1,...,k,
entao, pelo Teorema 3.3.4, cada ¢; é diferenciavel, com
d . @ _ d / (i+1) (i+1)
%f (a+th)h'") = agoi(a—i-th) = pl(a+th)h = f""(a+th)h" .

A partir do Teorema 1.2.1 e da Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), temos

d(1—t 1—t) ., :
dt( 5 ) f ( _’_th)h(z _ ( g ) f(erl)(a + th)h(erl)
1L—¢)~t . :
Logo,
d 1—t)*
d—f(t) = (k') FE (@ + th)RFHD.
como queriamos demonstrar. O

Lema 3.8.2. Se ¢ € L,,(F, F), entao, para todo x € E, temos

le-2™e < sup o y™llr - ll2lf < llellewmmllzlE-

ylle=1
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Demonstracio. A segunda desigualdade vem do fato de que, na definig¢ao de || - ||z, (5,r),
o sup ¢ tomado sobre ¢ atuando em quaisquer n vetores unitarios de E, o que inclui ¢

atuando em quaisquer n vetores unitarios iguais de E.

Provaremos agora a validade da primeira desigualdade. Dado x € F, temos

(n)
(n) _ {|..||n X
o2 = [l w( ) |
g EE
T (n)
7 \ale
F

como queriamos demonstrar. O

donde

|zl < sup |l y™|F- =],
ylle=1

- || p =

O Teorema abaixo foi retirado de (COLEMAN, 2012, Theorem 5.2, p. 110).

Teorema 3.8.3 (Férmula de Taylor com resto de Lagrange). Sejam E e F espagos
normados, U C F um subconjunto aberto e f : U — F uma aplicacao k + 1 vezes

diferenciavel. Suponha que a € U e que = € E tal que [a,a + z] C U. Assim,

flata) = f(@) + fO@)+ 3P @)a® 4+ O a)® + R(a, o),

onde || ||k+1

IR(a, z)||r < sup_[|F* (@ + Ao) gy e,0)-

(k+1)! o<a<t

Demonstragio. Considere a aplicacao ¢ : [0,1] — F dada por

k
fO(a + tx)z®.

p(t) ==

=1

Do Lema 3.8.1 e do Lema 3.8.2, temos

H H k't) 1 (@ + t2) || oo oy ||| < (1 ;!t)k(],
onde
C o= sup 1/t 20l
Pondo (1 — ¢)k+
Y(t) == _Wc’

temos, pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1) e pelo Teorema 1.2.1,

o (L—t)
dt() k! ¢

Portanto, pelo Teorema 2.3.1,

lo(1) = @(0)][p < (1) = (0) =
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Como
k1o
(1) = (0) = fla+z) = fla) = 32 (@),
=1 "
segue-se o resultado. O]
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4 (Os teoremas da aplicacao inversa e implicita

Os teoremas da aplicacao inversa e da aplicagao implicita sdo especialmente uteis
na Geometria, constituindo a base teérica do estudo das variedades diferenciaveis. Essas
aplicagoes no entanto fogem ao escopo deste trabalho: aqui nos preocuparemos apenas em

provar os teoremas mencionados.

4.1 O Teorema da Aplicacio Inversa

O teorema desta se¢ao estabelece condigoes sob as quais uma aplicacao diferencidvel
pode ser localmente invertida e, mais importante, que sua aplicacao inversa também seja

diferencidvel.

Para o que se segue, sejam U e V subconjuntos abertos de espacos normados E e
F, respectivamente. Dizemos que uma aplicacao f : U — V é um difeomorfismo se f for

bijetiva e tanto f quanto f~! forem diferencidveis.

Proposicao 4.1.1. (COLEMAN;, 2012, Proposition 8.1, p. 161) Sejam FE e F espacos
de Banach, U C E e V C F subconjuntos abertos e f : U — V um homeomorfismo

diferencidvel. Se a € U e f'(a) é invertivel, entdo f~! é diferencidvel em b = f(a).

Se, além disso, f ¢ de classe O, entdo existe uma vizinhanca aberta U’ de a tal

que f|yr é um difeomorfismo de classe C'' sobre sua imagem.

Demonstracio. Para simplificar a notagao, ponhamos

g:=f"1 e L:=fa).

Pelo Teorema C.10.4, a aplicagdo L™ é continua. Se k é pequeno, f(a) +k € V e, como f

é bijetiva, existe um tnico h = h(k) € U tal que
fla+h)= f(a) + k.
Primeiro notemos que
g(b+ k) — g(b) = [ (fla) + (fla+h) — f(@)) = F(fla) —a+h—a=h,
Como ¢ é continua, lim A = 0. Agora,
k—0
k= fla+h)— f(a) = L(h) + [|n[|r(R),
onde }llirr(l] r(h) = 0. Disso obtemos

L7 (k) = h+ [|RIIL™ (r(h)) = g(b + k) — g(b) + R L™ (r(R)).
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Vamos considerar o termo ||h||L~!(r(h)). Mostraremos que
IRIIL™(r(R)) = o([IK)-
Como L™(k) = h+ ||h]|L~ (r(h)), temos
IAll < NRIL™ (PO + LT R < NRIHZT (A + 1L

Se k é pequeno, entdo h também é, donde L™!(r(h)) é pequeno. Em particular, existe

§ > 0 tal que ||k]| <d = ||[L7'(r(h))|] < 1/2. Isso nos permite escrever, para ||k|| < J,

1L
[1L=1(r(h))]

onde M :=2||[L7!|| > 0. Consequentemente,

Ihll < 7= |H/€H < M{[K],

H [Al[ L~ (r(R))

] <) 2 o

Pelo Teorema do Confronto (ver Teorema B.5.10), temos ||h||L~(r(h)) = o(||k]|), como

queriamos demonstrar.

Agora vamos para o segundo item da proposicdo. Suponhamos que o mapa f
também é de classe C'. O subconjunto Z(F, F') de todos os mapas invertiveis em L(F, F)
¢ aberto (ver Teorema C.8.11). Seja V/ uma vizinhanga aberta de f'(a) em Z(E, F) e
U = (f)"1(V'). Entao U’ é um subconjunto aberto de F tal que f'(x) é invertivel se
x € U'. Agora, aplicando a primeira parte da proposicao a cada x € U’, obtemos que f~!
é diferencidvel em cada y € f(U’). Consequentemente, f restrita a U’ é um difeomorfismo.

Como f ¢ de classe C!, f ¢ um difeomorfismo de classe C*. O

A versao aqui enunciada do Teorema da Aplicagao Inversa tal qual sua demonstracao
se encontram em (COLEMAN, 2012, Theorem 8.1, p. 162).

Teorema 4.1.2 (Teorema da Aplicacdo Inversa). Sejam F e F' espacos de Banach, U C FE
aberto e f : U — F uma aplicacdo de classe C. Se a € U e f'(a) é invertivel, entdo existe
uma vizinhanca aberta U’ de a tal que f|y é um difeomorfismo de classe C! sobre sua

imagem.

Demonstra¢io. Comegamos supondo F = F, f(a) =a=0e f'(a) =1dg.

1
Como f é de classe C!, dado € = Y existe r > 0 tal que, para todo z € B0, r],

temos
1f'(x) —1ldg || <

DN | —

Ponha
g(x) := f(x) —x, paracada x € U.
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Entao,
¢(x) = f(x) — 1dp.
Pela Desigualdade do Valor Médio (ver Corolério 2.3.3), temos

1/ () =zl = llg(z) — g(0)]| < sup. lg" W)l <

1
sup {|f(y) —1dg [[[l=]} < Sl
Yy €(0,7)

Y

Tome y € B(0, 5). Entao,

1 roor
ly +2 = f) < Nyl +llz = fF@I <yl + Sllell < 5 + 5 =

donde temos
y+ax— f(x) € B(0,r) C B[O, 7].

Para cada y € B(0, §), defina
@, B[0,r] = B[O, 7]

pondo
oy(x) = =y+2x— f(x), paracada z € B[0,r].

Dados w, z € B0, ], temos

ley(w) = @y ()| = lly +w = flw) = (y + 2 = f)) = lw = f(w) = 2+ F(2)]]

— llg(z) — g(w)]
< sw [lgWIllz - wl
y€(w,z)
<L)
— |2 — Wl|.
- 2

Logo, ¢, é uma contracdo. Do Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver Teorema C.11.2),
existe um tnico z € B[0,r] tal que y + = — f(z) = ¢, (x) = x, donde f(z) = y. Como
im ¢, C B(0,7), temos « € B(0,r). Ponha

0= f! (B (o, ;)) N B0, r).

Entdo, U é uma vizinhanca de 0 tal que f(U) = B(0, 5). Como

lw =zl = [[f(w) = F < lw — 2 = f(w) + f(2)]| = llg(2) — g(w)[| < ;HZ —wl],

entao

=2l < 15w) — ),
donde

2wl < 20 5w) ~ 7))

e, portanto, f|51 é 2-Lipschitz, logo continua. Isto prova que f : U — B(0, %) ¢ homeo-

morfismo. Como f é de classe C!, a Proposicdo 4.1.1 garante que existe U’ vizinhanca

aberta de 0 tal que f|y: é difeomorfismo de classe C'! sobre sua imagem.
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Para o caso geral, o mapa v definido numa vizinhanca de Og por

Y(@) = f(a) " (fla+z) = f(a)

tem sua imagem contida em E, é de classe C! e ¢ tal que ¥(0) = 0 e ¢/(0) = Idg. Do
que vimos, existem vizinhancgas abertas U e V da origem tais que ¢ : U — V é um

difeomorfismo de classe C1. Para a restricio de f a
U:=a+U

temos
flo(x) = f(a) + f(a)(z — a)
e flyr é uma bijegao sobre

W= f(a) + f'(a)V.
Como a inversa de f|yr pode ser escrita como
flor () = a+ 47 (f (@) (y — f(a))),

entdo f|;/ é de classe C. Por conseguinte, f|p ¢ um difeomorfismo de classe C*. m

4.2 O Teorema da Aplicacdo Implicita

Muitas vezes as varidveis estao relacionadas por uma equagao do tipo F(z,y) =0 e
nao é possivel ou é muito dificil isolar y como uma funcao explicita de z, na forma y = f(z).
O teorema abaixo, extraido de (COLEMAN, 2012, Theorem 8.2, p. 166), estabelece as

condicoes para que, localmente, essa equacao defina y como uma funcao de x.

Relembre a Proposicao 1.7.1.

Teorema 4.2.1 (Teorema da Aplicacdo Implicita). Sejam Ey, Fy e F' espagos de Banach,
U C E; x Ey um subconjunto aberto e f : U — F um mapa C*. Suponha que c € F e

que o conjunto S dos pares (z,y) € U satisfazendo

flz,y)=c

é nao vazio. Se (a,b) € S e a diferencial parcial d,f(a,b) : F; — F é invertivel, entao
existe uma vizinhanca aberta U’ de (a,b), com U’ C U, uma vizinhanca V' de a em F; e

um mapa ¢ : V — Ey de classe C! tal que as seguintes afirmacoes sdo equivalentes:

L (xv,y)eU'e f(r,y) =c

2. zeVey=p).
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Demonstragio. Defina g : U — By x F pondo
9(z,y) = (z, f(z,y)).
O mapa ¢ é de classe C', com
gz, y)(u,v) = (u, f'(z,y)(u,v)) = (u,0Lf (z,y)u+ 0o f (x,y)v).
Em particular, em (a, b), temos
g'(a,b)(u,v) = (u, f'(a,b)(u,v)) = (u, 01 f(a,b)u + daf(a,b)v).

Para simplificar a notacao, seja T := ¢'(a,b). Queremos encontrar a inversa 7. Vamos
encontrar h e k tais que

T(h, k) = (u,w).
Isso nos dd h = wu e 0y f(a,b)h + 02 f (a,b)k = w. Logo,

0o f(a,b)k = w — O, f(a,b)h.
Por hipétese, s f(a, b) é invertivel, o que nos da
k = 0of(a,b) " (w — 01 f(a,b)h).
Logo, T = ¢'(a, b) é invertivel, com
g'(a,0) " (u,w) = T~ u,w) = (u, o f (a,0) " (w — d f(a, b)u)).

Aplicando o Teorema da Aplicacdo Inversa (ver Teorema 4.1.2), obtemos uma vizinhanga
U’ de (a,b), com U’ C U, tal que g|y» é um difeomorfismo de classe C! sobre sua imagem

W. Seja h: W — U’ a sua inversa (também de classe C'). Entéao, para (z,y) € U’, temos
(z,y) = (hog)(x,y) = hz, f(z,y)) = (z, ha(x, 2)),
onde hy := my 0 h, sendo 7wy : E} X Fy — Fy a projecao na segunda coordenada, e
2= f(z,y).

Como h ¢ de classe C', entdao hy também é de classe C'! (a prova disso é semelhante a da

Proposigao 1.7.2). Ponhamos agora
Vi={xeFE :(x,c) e W}
V' ¢é a imagem inversa de W pela aplicacao inclusao i, : £ — E; x F' dado por

x— (x,0)
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e, portanto, é aberto. Claramente, a € V. O mapa ¢ = hyoi. de V em FEs,, sendo a
composicao de mapas de classe C', é de classe C' (ver Corolario 1.3.2) e satisfaz as

sentencas equivalentes do teorema.

De fato, se (z,y) € U’ e f(z,y) = ¢, entdo g(z,y) = (z,¢), o que implica (z,c) € W,
ou seja, x € V. Como
(z,y) = h(z,¢) = (z, 0(x)),

entdo ¢(z) = y. Reciprocamente, se z € V e p(z) = y, entao
(fI?,y) = (SL’,hQ(IE,C)) = h(.’E,C) el

Isso nos da
(z, f(z,y)) = g(x,y) = (z,¢),
donde vem f(z,y) = c. O
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5 Condicoes de Otimalidade

Sejam X um espaco topoldgico e f : X — R uma funcao. Dizemos que a € X é um

1. minimizador local de f se existe uma vizinhanga V' C X de a tal que f(a) < f(z),

para todo x € V.
2. minimizador global de f se f(a) < f(x), para todo x € X.

3. maximizador local de f se existe uma vizinhanca V' C X de a tal que f(z) < f(a),

para todo x € V.
4. maximizador global de f se f(x) < f(a), para todo x € X.
5. extremo local de f se a é um minimizador ou um maximizador local de f.

6. extremo global de f se ¢ é um minimizador ou um maximizador global de f.

\]

. ponto de sela de f se a nao é um extremo local de f.

Podemos dizer entao que o problema geral da otimizagao é o de encontrar extremos
locais para uma fun¢do f : X — R, onde X é um espago topoldgico. Como o leitor
provavelmente ja sabe, nao existe nenhum método tao geral capaz de nos dizer sempre
quando um problema nesses moldes possui ou nao solugao, nem nenhum método que,

mesmo quando se sabe da existéncia de uma solu¢ao, nos permita sempre encontra-la.

Desse modo, é costumeiro, na literatura de Otimizagao Continua (consulte qualquer
livro da drea), quebrar o problema geral em classes de problemas menores, menos gerais,
geralmente munindo o espaco e a fun¢ao nele definidos de propriedades adicionais, proprie-
dades que costumam aparecer em muitos problemas reais, em modelos reais. Neste capitulo
abordaremos um pouco sobre duas classes de problemas extremamente importantes: o
problema geral de Programagao nao Linear (PnaoL) e o problema geral de Otimizagao
Convexa (OC).

Antes, no entanto, cabe uma pequena observacao: nao ha perda de generalidade
em lidar apenas com os problemas de minimizagao de fung¢oes. Com efeito, se X é um
espaco topologico e T € X é um maximizador local de uma funcao f : X — R, entao, por

definicao, existe V' C X vizinhanca de T tal que
f(x) < f(x), paratodox €V,
donde

—f(Z) < —f(z), para todo z € V = T é minimizador local de — f.
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Com base nessa observacao, ainda que enunciemos os teoremas aqui abarcando
inclusive os casos de maximizag¢ao, apenas nos preocuparemos em demonstrar os casos

envolvendo minimizagao.

5.1 Condicoes necessarias

Todas as condig¢oes de otimalidade que abordaremos nesse trabalho dependem do

fato de que um extremo local de uma funcao diferencidavel sempre é um ponto estaciondrio.

Defini¢ao 5.1.1 (Ponto estaciondrio). Se E é um espago normado, U C E é um subcon-
junto aberto e f : U — R é uma funcao diferenciavel, dizemos que ¢ € U é um ponto

estacionario (ou ponto critico) de f se f'(c) = Op~.

Note que se E é um espaco de Hilbert, entao

f'(a) = 0p- <= Vf(a)=0pg.

Com efeito, se a ¢ um ponto estacionario de f, temos
0= f'(a) (Vf(a) = (Vf(a), Vf(a)) = V()" = Vf(a)=0p.
Reciprocamente, como, para todo h € F,
Vf(a) =0 = [f(a)h=(h,Vf(a)) = (h,0g) =0,

entao

f'(a) = 0p-.

Teorema 5.1.2 (Condicao de otimalidade necesséria de 1* ordem). Se E é um espago
normado, U C E é um subconjunto aberto, f : U — R é uma func¢ao diferencidvel em

a € U e a é um extremo local de f, entdo a é um ponto estacionario de f.

Demonstracao. Se a é um minimizador local de f, entao existe § > 0 tal que

f(a) < f(z), paratodox € B(a,d) CU.

Dado h € E \ {0}, como f ¢é diferencidvel em a, entdo
fla+th) = f(a) +tf'(a)h +r(th),

para todo t € R tal que a + th € B(a,d). Assim,

0< i< = fap+ () Jlatih) = fla)
1| 2 t t
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Como

= [1Allz

r(th) r(th) il r(th) -0
I :

= — 0,
t tllhlle {zdipe

entdo, pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema B.5.8),

fla+th) - f(a) fla+th) - f(a)

zlp T sl 20
donde
f'(a)h =0
Portanto,
f'(a) = 0p-,
isto é, a é um ponto estacionario de f. O

Como se sabe, a reciproca do teorema anterior nao é valida em geral. A funcao
f: R — R definida por f(z) := 2 é o contraexemplo cldssico: f é derivavel e possui 0
como seu unico ponto estacionario, mas, como se constata facilmente, 0 é um ponto de

sela de f.

Definigao 5.1.3. Se £ é um espago normado e T € L,,(E,R), dizemos que T é

« definida positiva se Tx(™ > 0, para todo = € E \ {0}.

o definida negativa se —T é definida positiva.

o definida se 7" ¢ definida positiva ou definida negativa.

« semidefinida positiva se Tz™ > 0, para todo z € E.

« semidefinida negativa se —T é semidefinida positiva.

« semidefinida se T" é semidefinida positiva ou semidefinida negativa.

« indefinida se existem u,v € E tais que Tu™ > 0 e Tv™ < 0.

Note que se T' € L, (E,R) é definida, entdo T é semidefinida.

As mesmas defini¢oes se aplicam a uma matriz quadrada A através da forma

bilinear
T(x,y) := z" Ay,

isto é, a matriz A é (semi)definida/indefinida positiva/negativa se a forma bilinear T" é
(semi)definida/indefinida positiva/negativa.
Observacgao 5.1.4. Mesmo sendo T' € L, (F,R) simétrica e definida positiva,

pode-se ter
inf T2 =0.

=]l z=1
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O exemplo que daremos utilizaré os espagos de sequéncias P(N). (Veja os exemplos
C.1.4, C.8.6, C.8.7 e Proposi¢ao C.3.8). Considere o espago

0 = {(xn) CR:Y |oa] < +oo}

n=1
munido da norma -
l]|e, == Z |z,|, para todo x = (z,) € {1,

e do produto interno

= |Zn,yn|, para quaisquer z = (z,,),y = (yn) € l1.

Ponha, para quaisquer k,n € N,

1
N z se n=1,...,k,
Yp =
0, caso contrario,
e
11 1
k k
= =|-, - ,—,0,...,0,...
y (ym)m ]{: k k? 7 ? ?
k vezes
Nessa condicoes, para cada k € N, temos
n=1 n=1 n=k+1 n=1 n=k+1
donde
yk €l e ||ka£1 =1,
com

k
1 1
(Yr> Yr) Z ? j R

Logo, (-,-) € La(f1,R) é simétrico, definido positivo e

inf (x,x)=0.

l[zfle, =1

Proposicao 5.1.5. Sejam £ um espago normado e T' € Li(E, R).

e Se k ¢ impar e T' é semidefinida, entdao T' = O, (g r). Consequentemente,

k éimpar = T nao é definida.

e Se existe a > 0 tal que
Th™® > al|h||%, paratodo h e E, (5.1)

entdo T é definida positiva e, por conseguinte, k é par.
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Demonstracao. Se k é impar e T é semidefinida positiva, entdao, dado v € F,
0<T (—v)® =-T.0® <0,
donde
T-0v® =0.

De (3.2), temos
T - Oﬁk(E,R)‘

Por outro lado, se T' é semidefinida negativa, entao —T' é semidefinida positiva e, portanto,
=T = 0, (ERr), 0 que nos da

T — Oﬁk(E,R)‘

Suponhamos agora que existe a > 0 satisfazendo a desigualdade (5.1). Dai,
ve E\{0g} = |jv]lz>0 = [jv|f, >0 = Tov® > a|uv|% > 0.

Logo,
T ¢é definida positiva = k ¢ par,

como consequéncia do item anterior. O

Teorema 5.1.6 (Condicao de otimalidade necessaria de k-ésima ordem). Sejam E um
espago normado, U C E um subconjunto aberto e f : U — R uma funcao k vezes

diferenciavel em a € U, com k > 2, tal que
f9(a) = Og,(zr)y, Ppara j=1... k-1
f¥(a) # Ocy(mm)-

Nessas condigoes,

a é um minimizador local de f == f*)(a) é semidefinida positiva;

a é um maximizador local de f == f®*)(a) é semidefinida negativa.

Demonstracdo. Se a é um minimizador local de f, entao existe d; > 0 tal que
Islle <01 = fla+s) = fla) = fla+s)—fla) 20

Pela Férmula de Taylor com resto infinitesimal (ver Teorema 3.7.2), dado h € E \ {0g},

t* th
0<t<d = o FP(a)n® klr(tk )

= fla+th) = f(a) =0

= [P (a)p® + k!r(ttkh) _pflet t?,f ~fla)

> 0,
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)
onde § := ——. Do fato de que
12l
k! = K!|h]| =k!- | LA — 0,
th k|| R 1% Fllenll

temos
f(k)(a)h(k) > (),

pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema B.5.8).

Logo, f*)(a) é semidefinida positiva. ]

Na literatura de Otimizagao que utilizamos, como (RIBEIRO; KARAS, 2013,
pp. 40, 42) e (IZMAILOV; SOLODOV, 2009, pp. 17, 18), sdo apresentadas apenas
condi¢oes de otimalidade no espaco R" e até 2% ordem, sendo os critérios de 2% ordem

enunciados com o auxilio da matriz hessiana (ver Teorema 3.3.2).

Corolario 5.1.7 (Condicao de otimalidade necessaria de 2% ordem). Se U C R" é um
conjunto aberto e f : U — R é uma funcao duas vezes diferenciavel em um extremo local

a €U de f, entdo H f(a) é semidefinida. Mais especificamente,

a é um minimizador local de f = H f(a) é semidefinida positiva;

a ¢ um maximizador local de f = H f(a) é semidefinida negativa.

Demonstracao. Se a é um minimizador local de f, entdao a é um ponto estacionério de f,
pelo Teorema 5.1.2, donde f)(a) é semidefinida positiva, pelo Teorema 5.1.6, e, portanto,

pelo Exemplo 3.3.2,

0 < fP(a)h® = (h,V2f(a)h) = h'H f(a)h, para todo h € R".

Logo, H f(a) é semidefinida positiva. O

5.2 Condicoes suficientes

Teorema 5.2.1 (Condigao de otimalidade suficiente de k-ésima ordem). Sejam E um
espago normado, U C E um subconjunto aberto e f : U — R uma funcao k vezes

diferenciavel em a € U, com k > 2, tal que

f9(a) = Og;e,F), Para j=1,... k—1;

f(k)(a) 7é Oﬁk(EvF)'

e Se existe a > 0 satisfazendo (5.1) com T = f*)(a), entdo k é par, f*)(a) é definida

positiva (ver Coroldrio 5.1.5) e a é minimizador local estrito de f.
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e Se k é impar, entdo a é um ponto de sela de f.

Demonstragio. Suponhamos que existe a > 0 satisfazendo (5.1) com T = f*)(a). Pela

Férmula de Taylor com resto infinitesimal (ver Teorema 3.7.2), existe r : E — R tal que

lim L) g (5.2)

im =
=0 |||

e, dado s € E tal que a + s € U, temos

k S (%) r\s
f(a+8)—f(a)=HSHE[f(’“’(a)< ) e ”].

k! Isl = sl

" s (k)
F9(a) (””) >,

para todo s € E'\ {0g}, entdo o é uma cota inferior de ¢(S;(0g)), onde

Como

p: EFE—-R

é a funcao dada por

para cada h € E. Portanto,
u:=inf p(S1(0g)) > a > 0.

De (5.2), sabemos que existe 6 > 0 tal que, para todo s € E com 0 < ||s||g < 0, temos

() )l w
sl — llsll — 2k0
donde
p ) u
sy~ 2
e, portanto,
Il wy o sl u
flats) = fla) 2 5= (“_2) N
Logo,

fla+s)> f(a).
Isto prova que a é minimizador local estrito de f.

Suponhamos agora, por reducao ao absurdo, que k£ é impar e a é um extremo local

de f. Nessas condicoes, f*)(a) é semidefinida, pelo Teorema 5.1.6, donde

f(k)(a) = Oﬁk(EJR)’

pelo Corolario 5.1.5, o que é absurdo. O
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Corolario 5.2.2 (Condigao de otimalidade suficiente em dimensao finita). Sejam E um
espago normado de dimensao finita, U C F um subconjunto aberto e f : U — R uma

funcao k vezes diferenciavel em a € U tal que
f9(a) =0g,pr), paraj=1,...,k—1;
f®(a) # 0z,(5p)-
« Se f®)(a) é definida positiva, entdo a é um minimizador local estrito de f.
« Se f®)(a) é definida negativa, entdo a é um maximizador local estrito de f.

« Se f®)(a) é indefinida, entdo a é um ponto de sela de f.

Demonstracao. Como a funcao ¢ : E — R dada por

p(h) =[O (a)n",

para cada h € E, é continua e X := S1(0g) é compacto, entao existe u € X tal que
¢(u) = min ¢(X), pelo Teorema de Weierstrass (ver Corolario B.4.9). Se f*)(a) é definida

positiva, entdao k é par, pelo Corolario 5.1.5, e
o(w) = fO (@yu® > 0.

Dai, dado h € E'\ {Og}, temos

o (i) = (g 2 00

FP(@)p® > o(u) ||k

donde

Logo, a é um minimizador local estrito de f, pelo Teorema 5.2.1.
Se f®)(a) ¢ indefinida, entdao f*)(a) nao é semidefinida, e, portanto, a nao pode
ser nem minimizador local de f, nem maximizador local de f, pelo Teorema 5.1.6. O
A condicao suficiente de 2% ordem também se expressa em termos da matriz hessiana

de acordo com o corolario abaixo, retirado de (RIBEIRO; KARAS, 2013, p. 42).

Corolario 5.2.3 (Condicao de otimalidade suficiente de 2* ordem). Se U C R" é um
subconjunto aberto, f : U — R é uma funcao duas vezes diferenciavel em um ponto

estacionario a e H f(a) é definida positiva, entdo a é minimizador local estrito de f.

Demonstracao. Pelo Exemplo 3.3.2, temos
fA(a)h® = (h,V?f(a)h) = h*H f(a)h > 0, para todo h € R"\{0},

donde f?)(a) é definida positiva. Logo, a ¢ minimizador local de f, pelo Corolario 5.2.2. [



85

6 Analise Convexa

6.1 Conjuntos convexos
Definicao 6.1.1. Seja F um espaco vetorial.

e O segmento de reta de extremos em u,v € E é o conjunto

[u,v] ={(1—tu+tv:0<t <1}

Definimos também o segmento aberto a direita
[u,v) := [u, 0] \ {v},
o segmento aberto a esquerda
(u, v] = [u, o] \ {u}

e o segmento aberto

(u,v) := [u,v] \ {u,v}.

« Dizemos que X C F é convexo se [u,v] C X, para quaisquer u,v € X.

Exemplo 6.1.2. Todo espacgo vetorial é um conjunto convexo.
Exemplo 6.1.3. Segmentos de reta sao conjuntos convexos.

Exemplo 6.1.4. Todas as bolas de um espago vetorial normado sao convexas.

Demonstracio. Sejam E um espago vetorial normado e a € E.
Ser >0ex,y€ Bla,r], entdo

11 =)z +ty —al = |(1 =)z +ty = [(1 = t)a+ta]|| < (1 =1)[|z —af| + ]y — o
<({A-t)r+tr=r,

donde [z,y] C Bla,r]| e, portanto, Bla,r] é um conjunto convexo.
Logo, toda bola fechada é convexa.

Ser>0euxyec Bla,r), entao

[13;3/] - B[CL?S] - B(a,r), onde s := maX{HSL’ - CLH, ”y - CL”}

Portanto, toda bola aberta é convexa. O
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Teorema 6.1.5. Sejam V e W espagos vetoriais e seja f : V — W uma transformacao
afim, isto é, f = L 4+ wy, para alguma aplicacao linear L : V — W e algum wy € W. Se
C C W ¢é convexo, entdo D := f~1(C') C V é convexo.

Demonstragio. Sejam a,b € D et € [0,1]. Entdao La + wy, Lb+ wy € C. Dald,
L((1 —=t)a+tb) + wo = (1 — t)(La + wo) + t(Lb+ wy) € C,
0 que termina a prova. O

Corolario 6.1.6. Se F ¢ um espaco normado, C' C E é um conjunto convexo e z,y € F,
entao
D:={teR:z+tyeC}

é um conjunto convexo. Além disso, se C' é aberto, entao D também é.

Demonstragio. Defina f(t) := ty + x. Como L(t) := ty é uma aplicagao linear, entao f é
uma transformacao afim. Logo, pelo Exemplo 6.1.5, o conjunto D = f~1(C') é convexo.
Além disso, como L é continua, entdao f é continua, logo, se C' é aberto, entdo D também

é, como pré-imagem de um aberto por uma fun¢ao continua. O

6.2 Funcoes convexas

Defini¢ao 6.2.1 (Funcao convexa). Se E é um espago vetorial e C C E é um conjunto

convexo, dizemos que uma funcao f: C' — R é uma fungao convexa se
f(l=a)r+ay) < (1 —a)f(x)+af(y), paraquaisquer z,y € C,a € [0,1].
Exemplo 6.2.2. A funcio f: R — R dada por f(z) := 22 é convexa.

Demonstragio. Dados z,y € R e A € [0, 1], temos

=Nz + M) = [1= Nz + )" = [+ My — o))
=2+ 2x(y — 2) + N (y — x)?
<2420 x(y —2) + My — x)?
< (1= N)z? + A2 — 2\2?
< (1= N)f() + Mf(y).

Logo, f é uma funcao convexa. m

Exemplo 6.2.3. As normas sao fungoes convexas.
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Demonstragio. Sejam E um espago vetorial, || - || uma norma em F e z,y € Ee A € [0,1].
Dai,
(1 =Xz + Ayl < (L= Nl + Ally]l.

Logo, || - || é uma fungdo convexa. O
Exemplo 6.2.4. Se E é um espago com produto interno (-,-) e w € F, entdao a func¢ao
f: E — R dada por f(x):= (w,x) é uma funcdo convexa.

Demonstragio. Se x,y € E e X € [0, 1], entao

F(L= N+ Ag) = w, (1= N+ M) = (1= A)(w,2) + Aw,y) = (1 - N f(2) + Af(y).

Logo, f é uma funcao convexa. O

Definigao 6.2.5 (Epigrafo). Se E' é um espago vetorial e f: X C F — R é uma fungdo,

o epigrafo de f é o conjunto

Epi(f) :=A{(z,7) € X xR: f(z) <~}.

Teorema 6.2.6. Se E' é um espaco vetorial e C' C F é um subconjunto convexo, entao

f:C — R é uma funcdo convexa se, e somente se, Epi(f) é convexo em F x R.

Demonstragio. Se z := (a,\),y := (b,«) € Epi(f) e (¢,7) € [x,y], entdo existe t € [0, 1]
tal que

(e,y) = (1—t)z+ty = (1—t)(a,\) + t(b,a) = (1 — ha+ tb, (1 — )\ + ta).
Como
fle)=f((1—t)a+1tb) < (1 —t)f(a) +tf(b) < (1 —t)A +ta =1,
entdo (c,7) € Epi(f), donde [z,y] C Epi(f).
Portanto, Epi(f) é um conjunto convexo em E x R.

Reciprocamente, suponhamos que Epi(f) é convexo em E x R e considere a,b € C
e a € [0,1]. Como (a, f(a)), (b, f(b)) € Epi(f), entao

X = [(a, f(a)), (b, f(b))] € Epi(f),
donde
z:=(1—a)(a, f(a)) + ab, f(b) € X
e, portanto, = € Epi(f). Logo,
f(1=a)a+ab) < (1—a)f(a) + af(b),
ja que
r=((1-a)a+ab, (1 —a)f(a)+ af(d)).

Portanto, f é uma funcao convexa. n
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Teorema 6.2.7 (Definigao equivalente de convexidade na reta). Sejam I C R um intervalo
de numeros reais e f : I — R uma funcao. Assim, f é convexa se, e somente se, para

quaisquer a,b,x € I, com a < x < b, vale

b—=x T—a

(@) + T ().

f(z) <

b—x zxz—a
e
—a b—a

Demonstragcao. Suponhamos valida a desigualdade. Como sao nao negativos

e
b—x+x—a_1
b—a b—a
entao
T —a T —a
<(1-— b
fa) < (1= 7=0) f@)+ =25
Tomando
T —a
A= 0.1
b_a€(7 )7

uma vez que a < x < b, e
x=(1—Na+ \b,
donde
F(A=XNa+ ) < (1-=2) f(a) + Af(D).

Como a,b € I, entdo f é convexa. A prova da reciproca é a mesma s6 refazendo os

passos no sentido contrario. O

Teorema 6.2.8 (Inclinagoes das secantes). Sejam I C R um intervalo de ntimeros reais e

f I — R uma funcao convexa. Entao, para quaisquer a,b,x € I, com a < x < b, vale

f@) = fla) _ f(b) = fla) _ f(b) = f(z)

r—a - b—a - b—=x

Demonstracio. Como f é convexa, entao, pelo Teorema 6.2.7, temos

f@) < @) + 181D

sempre que a,b,x € I com a < x < b. Como xz — a > 0, entao
f@) = fla) _ ) - f(a)
r—a ~  b—a

Além disso, como
r—b+b—a=x—a,
entao
f(b) — f(a)
b—a
f(b) = f(a)
a

(x—b+b—a)

(x —b) + f(b) = f(a),
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donde
f() — fla)

f(f)Sf(b)ﬂLﬁ(w—b)-
O fato de que z — b < 0 nos da

flz) = f(b) _ f(b) = fla)
r—b —  b—a

como queriamos demonstrar. O

Teorema 6.2.9. Se [ é um intervalo limitado de niimeros reais de extremos a e b, com

a<b,e f:I—Réuma funcido convexa, entdo f é continua no interior de I.

Demonstragio. Seja x € int(I). Como int(I) = (a,b) é um conjunto aberto, entao existe
01 > 0 tal que
('T - 51,[1’; + 51) g (aa b)7

donde 5
[z — 9,2+ 6] C (a,b), onde § := 51
Se y1, 12 € R sado tais que
r—0<y<zr<y<x+9d,

entao, do Teorema 6.2.8, temos

F@) = f@=8) _ f@)—f) _ f)—f@) _ fa+6)— f(a)
0 T T Yo—x d '

Tomando
8= max{f(z — ) — f(z), f(x + ) — f(z)},

entdo, para todo y € (x — §,x + ), temos

—@<Mw—ﬂ%<ﬁ
o = x—y )

Logo, a restri¢ao de f a (a,b) é localmente lipschitziana e, portanto, é continua. [

Teorema 6.2.10 (Em relacao as tangentes). Se I é um intervalo de nimeros reais e
f I — R é uma funcao derivavel no interior de I, entao as seguintes afirmacoes sao
equivalentes:

a) f é convexa;

b) f é uma funcdo nao decrescente;

c) a reta tangente ao grafico de f, em qualquer ponto de I, fica abaixo do gréfico de f.
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Demonstracao. Supondo f convexa, entdao, do Teorema 6.2.8 e da Monotonicidade do

Limite (ver Teorema A.1.11), temos que, para quaisquer a,b, x € int(I), com a < x < b,

f(x) = fla) _ f(b) — f(a) : f(x) = fla) _ f(b) — f(a)
r—a = b—a :>f(a>—zlgg+ r—a = b—a
f(b;:g(a) Sf(bz:i(x) N f(bz)):z:(a) Szlfil—f(l)y:i(x)_f(b)'

Logo,
a<b = f(a)<f(b),

Agora, suponhamos b) e provemos c¢). Dados a,x € int(I) distintos, tem-se que
a<zouw<a.

Se a < x, entao, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (ver Corolario 2.1.4),

existe ¢ € (a,x) tal que

flo = =)
donde
f(@) = f(a) + f()(x — a) = f(a) + f(a)(x — a),
ja que

a<c= f(a) < f(o).

Se r < a, entao, novamente pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange, existe
d € (z,a) tal que

flay = 101
donde
f(@) = fa) = f(d)(a—2) > f(a) = f(a)(a—z) = f(a) + f(a)(z — a),
ja que
d<a = —f(d)>—f(a).
Por fim, suponhamos c) e provemos a). Sejam a, b € int(), com a < b. Se ¢ € (a, b),
entao

f(a) = f(e) + f(e)a—c) e f(b) = f(e) + f(e)(b— o).

Além disso, existe A € (0,1) tal que
¢=(1— Na+ Ab.
Desse modo,

(1=Nf(a) 2 (1= N)f(e) + f()(1 = N)(a—c) e Af(b) = Af(e) + F()Ab — ),
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donde

(L= A)f(a) +Af(0) = fe) + f)[(L = Na+ b —c] = f(c) = f((1— N+ Ab).

Portanto, f é convexa. m

Teorema 6.2.11 (Sobre a concavidade). Sejam I um intervalo aberto de nimeros reais e

f I — R uma funcao duas vezes derivavel. Entao, f é convexa se, e somente se,
f® (@) >0, paratodo zel.
Demonstragio. Se f é convexa, entao f ¢ nao decrescente, donde

f{z}(x) >0, para todo x € 1.

Reciprocamente, suponhamos que
f&(x) >0, para todo z € I.
Sejam z,y € I, com z <y, e A € (0,1). Entao,
r<(l=XNz+ly<y
e, pelo Teorema do Valor Médio de Lagrange (ver Corolario 2.1.4), pondo

z:= (1= Nz + \y,

temos
fler) = W para algum ¢; € (z, 2);
fles) = W para algum ¢, € (z,y);
1 (e3) = w para algum ¢z € (cp, c3).

Queremos verificar que

S =Nz +dy) < (1= N)f(x)+ Af(y),

ou, equivalentemente,

ST =Nz +Ay) = (1 = A)f(z) = Af(y) <0.
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Calculando a expressao utilizando as identidades que obtemos, encontramos

(A =Nz +Ay) = (1= N f(z) = Af(y) = 1= N[f((1 =Nz + Ay) — f(2)]
AT =Nz + Ay) = f(y)]
= (1= M)Ay —2)f(cr) = A1 = N (y — ) f(c2)
A1 =Ny —2)[f(e1) = f(e2)]
=A (1—)\)@—56)(01—02)&’(0_32

\6’\_\,_/\_\,_./
> >0 >0 <0 >0

<0,
como queriamos demonstrar. O

Exemplo 6.2.12. Dados um ntmero real x e um inteiro k£ > 0, definimos

<:1c> 1, se k=0
k (k) - TIMx —d), se k>1.
Fixado k > 0 inteiro, a funcao f:x € R+ (i) ¢ convexa em [k — 1, 4+00).

Demonstracao. Se k = 0, a funcao é constante igual a 1; se k = 1, temos f = Idg. Logo,

se k=0o0uk =1, f é convexa. Suponhamos entao k > 2 e note que

1 k—1
f) = T =)
© =0
¢ um produto de k polinémios de grau 1, logo é um polindmio de grau k, sendo suas
raizes exatamente 0, 1,...,k — 1. Pelo Teorema de Rolle (ver Corolario 2.1.2), existem
c1,Ca,...,CL_1 Teais com

< <l<em<2<...<c¢g1<k-1

tais que
f(c,) =0, paratodo i=1,...,k—1.

Como f(x) é um polinébmio de grau k — 1, os ¢;’s sdo todas as suas raizes. Aplicando

novamente o Teorema de Rolle obtemos dy, ..., d;_o reais com
0<Cl<d1<Cg<d2<...<dk_2<ck_1<k}—1

tais que
2 (d) =0, paratodoi=1,... k—2.

Como os d;’s sdo todas as raizes de q(v) := f{?}(x), entdo q(x) tem sinal constante em

(dy_o,+00). Observe que 1/(k!) - 2% é o termo de maior grau em f(x), logo k/(k!) - 2*~1 é
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o termo de maior grau em f(z) e, portanto, (k(k —1))/(k!) - 2*=2 é o termo de maior grau

em f12}(x). Observe ainda que

1, se k=2,
(k(k —1))/(K!) - 22 722
400, se k>3.

Logo, para todo z suficientemente grande, g(z) > 0. A constancia do sinal de ¢ em
(dy—o,+00) garante que ¢ > 0 nesse intervalo. Em particular, ¢(z) > 0 para x > k — 1.
Pelo Teorema 6.2.11, isso prova que a fung¢ao f é convexa em [k — 1, +00), como querfamos

demonstrar. N

Teorema 6.2.13. Sejam E um espaco normado e C' C E um subconjunto aberto e
convexo. Se f : C — R é uma funcao diferenciavel, entdo as seguintes afirmacoes sao

equivalentes:

1. f é convexa;
2. fy) > f(x) + F'(2)(y — ), para quaisquer z,y € C.
Demonstragio. Se f é uma fungao convexa, considere z,y € C' e «a € (0, 1]. Como

(A=) +ay) <(1—a)f(z)+af(y),

entao flx+aly—2)) - fz) < fly) — f(x),

donde, da diferenciabilidade de f e da Monotonicidade do Limite (ver Teorema B.5.8),

temos

Py ) — () iy T 0y =) — (@)

Ay — ) a0 a

< fly) — f(x).

Reciprocamente, considere ,y € C e a € (0,1). Queremos verificar que
fl(l=a)z+ay) < (1—a)f(z) +af(y).
Como
fl@) = f(1 =)z +ay) > f((1 - a)z + ay)(e(z —y))
> af (1 - a)r+ay)(z —y),
entdo

flz) = f(1 = o)z + ay)

- > /(1 - )z +ay)(z — y).
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Além disso,

f) = f(1=a)z+ay) > f((1-a)r+ay)((1-a)(y —x))
> (1—a)f' (1 —-a)z+ay)(y — ),

donde
fly) = f((1 — )z + ay)

11—«

> —f((1 - a)r+ay)(z —y)

e, portanto,
=200 =10 ¢ o1~ gy 4 g —y) < SO =IO =)o)

Desse modo,

alf(1—a)z+ay) = fY)] < (1= )[f(z) = f((1 - a)z + ay)].

Logo,
fl=a)z+ay) <(1-a)f(x) +af(y),

isto é, f é convexa. m

Lema 6.2.14. Sejam F um espaco vetorial, C C E um conjunto convexo e f : C' — R

uma funcao. Entao, f é convexa se, e somente se, para quaisquer z,y € F, a funcao
g:te{seR:z+syeC}— flzx+ty)

¢ uma funcao convexa.

Demonstracao. Sejam z,y € E. Entao
D:={seR:x+syeC}
é convexo, pelo Corolédrio 6.1.6. Sejam agora a,b € D e t € [0,1]. Temos
o((1 = tha+18) = (o + (1= tha + tb)y) = F((L— )z + ay) + 1z +by))
< (A=) f(z+ay) +tf(x+by) = (1 —t)g(a) + tg(b).
Logo, g é uma funcao convexa.

Reciprocamente, sejam z,y € C,t € [0,1]. Nesse caso, a := x e b := y — x estdo em
E. Definindo
D:={seR:a+sbeC},

entdo D é convexo e 0,1 € D. Faga g(t) := f(a + tb). Por hipdtese, g é convexa, entao

F((L=t)z +ty) = flx+ 1ty —2)) = fla+tb) = g(t) = g((1 — )0+ ¢1)
< (1=1)g(0) +tg(1) = (1 =) f(z) + tf(y).

Logo, f é convexa. n
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Teorema 6.2.15. Sejam E um espaco normado, C' C E um subconjunto convexo aberto

e f: C' — R uma aplicagdo duas vezes diferenciavel. Entao, f é convexa se, e somente se,
fAx)h® >0, para quaisquer z€C e heE.

Demonstragdo. Suponhamos que f ¢é convexa. Dados x € C' e y € F, sabemos, pelo Lema

6.2.14, que a funcao
g:teD:={seR:x+syeC}r flz+ty)
é convexa. Além disso, D é aberto, pelo Corolario 6.1.6. Como a aplicacao
m:teD—x+tyec E

é diferenciavel, com m(D) C C, entao, pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), para

quaisquer t € D e h € E, temos

g Oh = f'(m@))(m'(t)h) = f'(z + ty)(hy) = hf'(x + ty)(y).

Logo,
9(t) = f'(z + ty)(y).

Considere a aplicagdo «(T) := Ty, para todo T' € L(E,R). Entao « é linear e
la(T)] = Tyl < | T[yll,

logo a é continua, pelo Teorema C.4.1 e, portanto, diferenciavel (ver Exemplo 1.1.14).

Observe que
§(t) = (avo from)().

Em particular, n(t) := ¢(t) é diferenciavel, como composicao de trés aplicagoes diferencia-

veis, e temos

n'(t)h = ((f om)(®)((f om) (t)h) = a(fH(m(t))(m/ (t)h) = fPz + ty)(yh)(y)
= hfPz + ty) () (y) = hfO(z + ty) (y, y) = hfO(z + ty)y®.

Logo, como g ¢é convexa, temos, pelo Teorema 6.2.11,
0 < g® (1) =n(t) = [Pz +ty)y®,

donde vem
f(Q)(x)y(Q) > (),
jAque 0 € D.

A prova da reciproca é a mesma apenas refazendo os passos. n
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Corolario 6.2.16. Se F é um espaco normado, C' C E é um subconjunto aberto e convexo
e f:C — R é uma funcao convexa e diferenciavel, entao todo ponto estacionario de f é

um minimizador global de f.

Demonstragdo. Se a € C' é um ponto estacionario, entao

f(@) = f(a) + f'(a)(z — a) = f(a) + Op-(z — a) = f(a),

para todo x € C. |

Finalizamos essa se¢ao com as desigualdades de Young e Jensen (e algumas aplica-

goes).

Teorema 6.2.17 (Desigualdade de Young). Sejam a,b > 0 e p,q € (1,00) tais que
1/p+1/q = 1. Entao
af bl
ab < — + —.
p q

Demonstracao. Como a funcao exponencial é convexa, temos

ab = exp <]19 log(ap)> exp (; log(bq)> = exp (; log(a?) + Clllog(bq)>

oo i )

1 1
(i Do by
q q
a? b

Y

p q

como querfamos demonstrar. O
Corolario 6.2.18. Dados A, B > 0¢ 6 € [0,1], temos

AB' < 9A+ (1 -0)B.

Demonstracio. A desigualdade vale trivialmente para ¢ = 0 e # = 1. Suponhamos entao
0<f<1 Facaa=A%b=DB"%p=1/0e tome q tal que 1/p+ 1/q = 1. Entdo, pela
desigualdade de Young (ver Teorema 6.2.17), temos

al bl

AeBl-":ab§;+E:9A+(1—e)B,

como queriamos demonstrar. O

Teorema 6.2.19 (Desigualdade de Jensen). Sejam I um intervalo de ndmeros reais,

f I — R uma funcao convexa, x1,...,x, € I e Ay,..., A\, > 0 tais que Y \; = 1. Entao,

f (2: Aa:) < iz:)\if(:ci).
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Demonstracao. Para n = 2, a desigualdade é
F(Azr + Aexa) < A1 f(1) + Ao f(22),

com A\; + Ay = 1. Se tomarmos \; = ¢, entdo Ay = 1 — ¢ para t € [0,1]. A expressdo se
torna

fltoy + (1 —t)zg) < tf(zy) + (1 —1)f(22),

que ¢ a prépria definicao de uma funcao convexa. Portanto, o caso base é verdadeiro.

Suponhamos agora, por hipdtese de inducao, que a desigualdade ¢ valida para um

inteiro & > 2. Ou seja, para quaisquer yi,...,yx € 1 e py,...,ux > 0 com SF  p; = 1,

temos i i
/ (Z Mz‘%‘) < Z i f (Yi)-
i=1 i=1
Queremos provar que a desigualdade vale para k + 1 pontos. Sejam xy,..., 2,1 € [ €
AM,y.ooy Agr1 > 0 com Zfill Ai = 1. Se A\py1 = 1, a desigualdade é trivial. Assumimos,

portanto, Ary1 < 1. Definimos C := Zf:1 Ai =1 = Agyq1. Como A\py1 < 1, temos C' > 0.

k1 k
f (Z )\iﬂvi) =f (( )\i$¢> + )\k+1$k+1>
i=1 i=1

= f (C . (Z émz> + )\k+1xk+1>
i=1

Entao,

(Cason=2)<C-f (Z C:Q-) + M1 f(Tga1)
=1
k .
(Hipotese de Inducao) < C' - (Z ?;f(:v,)> + Mo f(Tpr1)
=1
i

— Z C - C’(f(xJ) + N1 f(@gt1)

Isso completa o passo indutivo. Pelo principio da indugao matemaética, a desigualdade é

valida para todo inteiro n > 2. O
Corolario 6.2.20. Sejam n € N,¢ > 0 um inteiro e zy,...,x, > t — 1 niimeros reais.
Entao,

<x1> >n- (s/n>’ onde s:= sz
-1\ 1 t i=1

(2

Demonstracao. Como a funcao

f:xER»—><f>
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é convexa para x >t — 1, entdo, pela desigualdade de Jensen (ver Teorema 6.2.19), temos
1 [z 1 & S s/n
IS () = Ly = g (B2~ (0,
ni7\1 ni- n t
como queriamos demonstrar. O
Corolario 6.2.21 (Média aritmética e média geométrica). Dados z1,...,x, > 0, temos

:L'1+"’+xn
—n .

nxlxn<

Demonstragdo. A desigualdade é trivial se algum z; = 0. Suponhamos entao que x; > 0

para todo ¢ = 1,...,n. Considere a funcao f = —log. Calculando as derivadas, temos:
. 1 1
fla)=——"e f& (@) = el
Como f#} > 0, pelo Teorema 6.2.11, a funcdo f é convexa. Podemos, entdo, aplicar a
Desigualdade de Jensen (ver Teorema 6.2.19) com os pesos \; = 1/n parai=1,...,n:
f (Z 1@-) <3 L,
i=1 " i=1 "

o que nos da

Usando as propriedades do logaritmo,

1
n

<x1+---+xn
n

) <o (01 ---)

donde vem

<x1+---+xn
log( ———
n

) = log (/i)
Como o log é uma funcao crescente, temos

T4+
n

> /T7 T,

como queriamos demonstrar. O

6.3 Otimizacao Convexa

O problema geral de Otimizagao Convexa (OC) é o de encontrar um minimizador
local de uma funcao f : C' — R, onde F é um espaco normado, C' C E é um conjunto
convexo e f é uma funcao convexa. Esse problema é representado por

(OC) min_f(x).

s.a. zeC
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Teorema 6.3.1. Se F é um espaco normado, C' C F é um conjunto convexo e f: C' — R

¢ uma funcao convexa, entao todo minimizador local de f é um minimizador global.

Demonstracao. Seja x* € C' um minimizador local de f. Por defini¢ao, existe um ¢ > 0

tal que
f(z*) < f(y), paratodo ye CnNB(z"0).

Afirmamos que z* é um minimizador global.

Com efeito, seja z € C' um ponto arbitrario. Se z € B(x*,0), temos f(z*) < f(2).

Suponhamos entao que z ¢ B(z*,d) e consideremos
y(t) .= (1 —t)a* +tz, para te|0,1].
Como z*,z € C e C é convexo, entao y([0,1]) = [z*, z] C C. Veja que, para todo t € [0, 1],
ly(t) — 2"l = (1 = t)z" + bz — 2| = |[t(z — 2")|| = tl[z — =7,

entdo, tomando ty € (0,1) tal que ¢y < §/||z — x*||, temos y(ty) € B(z*, 7). Isso nos d4,

junto com o fato de f ser convexa, que

F@") < fly(to)) = F((L —to)z™ +t0z) < (1 —to) f(2") +tof(2).

Logo,
tof(z*) < tof(2)
e, portanto,
f(@") < f(2),
0 que termina a prova. ]

Teorema 6.3.2 (Condigao de otimalidade de 1* ordem). Suponhamos que a funcao
objetivo f do problema (OC) é diferenciavel. Assim, 2* € C' é minimizador global do

problema (OC) se, e somente se, z* € C e
f(z*)(x —2*) >0, paratodo xe€C. (6.1)

Demonstragio. Comegamos provando a reciproca. Pelo Teorema 6.2.13, dado z € C, temos

f@) =z f(z*) + (@) (x —27) = fz"),

donde z* é minimizador global de f. Reciprocamente, suponhamos que x* é minimizador

global de f, mas nao vale (6.1), isto é,

f'(@*)(x—2") <0, paraalgum z€C.
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Seja w : [0, 1] — F dada por
w(t) :=(1—t)x" +te =a"+t(x — %), paratodo te€[0,1].

Como C' é convexo, entao

w([0,1]) = [=*,z] C C.
Pela Regra da Cadeia (ver Teorema 1.3.1), a fungao fow : [0, 1] — R é diferenciavel, com
(f cw)'(0)1 = f/(w(0)(w'(0)1) = f'(z")(x — 2") <0,

donde

o S e = a%) = f()

< 0,
t—0 t

e, portanto, pela Permanéncia de Sinal, existe d > 0 tal que

0<t<d = f(w(t)) < f(z).

Nessas condicgoes,
)
Fwlte)) < [7), onde o=,

o que contraria o fato de que x* é minimizador global de f. O]

Teorema 6.3.3. Sejam E um espago normado, C' C E um subconjunto convexo aberto e
f1, fo : €' — R funcoes convexas. Se f; é diferenciavel e f := f; 4+ f5, entdo as seguintes

afirmacoes sao equivalentes:

(a) T € C é solugao de (OC), onde f é a funcdo objetivo e C' é o conjunto viavel;
(b) fi@)(y =) + fa(y) — fo(T) 2 0, para todo y € C.

Demonstragio. Suponhamos (a) e provemos (b). Supondo que T é solugao de (OC), entéo,
dado A € (0,1), temos

f(@) < f((1=Nzx+ \y), paratodo yeC.
Da convexidade de f5 e da definicao de f, temos

(@) + @) < fL(1=NT + My) + fo(1 = NT + \y)
< (L =T+ Ay) + (1 = N) fo(T) + A faly),

donde
S NF +20) — K@)+ hly)  A(F) 20

Pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema B.5.8), temos

@)y —T) + foly) — fo(T) >0, paratodo yeC. (6.2)
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Por fim, suponhamos (b) e provemos (a). Pelo Teorema 6.2.13, da convexidade de

f1 temos
hily) = fi(@) = fi@)(y —7) >0, paratodo yeC.

Somando essa ultima desigualdade com a desigualdade (6.2) obtemos

fiy) + foy) = (1(@) + fo(T) 20 = f(y) > f(T), paratodo ye€C,

o que prova que T é solugao de (OC). ]
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7 Meétodo do Gradiente

Nesse capitulo estabeleceremos o Método do Gradiente para espacos de Hilbert.

7.1 Algoritmos de descida

A definigao abaixo foi retirada de (RIBEIRO; KARAS, 2013, Definigao 4.1, p. 66).

Definicao 7.1.1 (Direcao de descida). Se E é um espago normado, f : F — R é uma
fungdo e T € F, um ponto d € E'\ {0g} é uma direcdo de descida para f, a partir de T,

quando existe § > 0 tal que
f(@+td) < f(x), paratodo te (0,9).

Teorema 7.1.2. Sejam E um espaco normado, f : £ — R uma funcao diferenciavel e
T € FE.Sede FE étal que
f'(@)-d<0

entao d é uma direcdo de descida para f, a partir de 7.

Demonstracao. Como

0> f'(7)-d= lim f@+td) - f(7)

t—0+ t ’

entao, pela Permanéncia de Sinal, existe 0 > 0 tal que

f(@+td) - f(7T)

0<t<d = "

<0 = f(z+td) < f(z),
como queriamos demonstrar. O

Corolario 7.1.3. Se H é um espago de Hilbert, f : H — R é uma funcao diferenciavel e
T € H nao é um ponto estaciondario de f, entdo —V f(Z) é uma dire¢do de descida para f,

a partir de 7.

Demonstra¢io. Como T nao é um ponto estacionério de f, entdao V f(x) # Oy, donde
(@) - [=Vf@] = (Vf@),-VI@)=—IVI@|* <0

e, portanto, —V f(Z) é uma direcao de descida para f, a partir de . O

O 1ltimo corolario é precisamente um dos pilares do Método do Gradiente, que

introduziremos nessa secao.
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Algoritmo 1. Dado 2° € F
k=20
REPITA enquanto f'(x*) # 0z(ER)
Calcule d* tal que f'(z*)-d* <0
Escolha t;, > 0 tal que f(z* + txd*) < f(a*)
Faca 28! = oF + t,.d*

k=k+1

O Algoritmo 1 ou encontra um ponto estacionario em um niimero finito de iteragoes
ou gera uma sequéncia ao longo da qual f decresce. A questao agora é saber se esta
sequéncia tem algum ponto de acumulacao e, caso afirmativo, se este ponto é estacionario.

Considere f: R — R dada por f(z) := z? e as sequéncias

xk—l—i-il
N k+1

Ambas podem ser obtidas pelo algoritmo, z* i N S (y*) tém dois pontos de acumulacio,

1 e —1, mas nenhum desses pontos é estacionario.

Deste modo, se quisermos garantir convergéncia, a escolha da direcdo d* e do

tamanho do passo t;, no Algoritmo 1, nao pode ser arbitraria.

7.2 Método de busca exata

Dados um espaco normado F, uma funcao f: F — R, um pontoT € F e d € R"

uma direcao de descida para f, queremos encontrar ¢ > 0 tal que
f(@+1td) < f(z).
O método de busca exata consiste em

minimizar f(T + td)

sujeito a t > 0.

Segundo (RIBEIRO; KARAS, 2013, p. 70), “Este problema é, em geral dificil de

resolver. Entretanto, para certas fungoes especiais, existem algoritmos para resolvé-lo.”

Uma pergunta talvez mais fundamental do que a de como calcular essas solugoes é

a de que se elas existem ou nao. Em geral, note que o problema posto nao necessariamente
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t

possui solugao. Considerando a func¢ao f : R — R dada por f(t) := e*, note que qualquer

d > 0 é uma direcao de descida para f. Com efeito, dado ¢t > 0 e d > 0, temos

l>1 = <l = f(@+td) = e Tt - T f(@).

Como a funcdo ¢ : RT™ — R dada por

g(t) :== f(T + td)

¢é derivavel, entao, se g possuisse qualquer extremo local, isso ocorreria somente em um

ponto estacionario, pelo Teorema 5.1.2. No entanto,
0=g(t)=d-f@+td) <= —e T = f(T+td) =0,

e, portanto, mesmo sendo ¢ limitada inferiormente, g ndo possui pontos estacionarios.

Sejam H um espaco de Hilbert, f : H — R uma funcao diferenciavel possuindo
pelo menos um minimizador local, Z € H um ponto e d € H uma direcao de descida. Pelo
Teorema 5.1.2, sabemos que os candidatos a minimizadores da funcdo ¢ : Rt — R dada
por

g(t) :== f(T + td)

sdo seus pontos estaciondrios. Como a aplicacdo m : R* — H dada por
m(t) =T+ td

é diferencidvel e f também o é (por hipdtese), entao g é diferencidvel, pela Regra da Cadeia

(1.3.1), j& que g = f om, valendo

g(t) = g' ()1 = f'(m(t))(m'(t)1) = f'(m(1))(d) = (d, V f(m(t))) = {d, V(T + td)).

Em particular, se

1
f(z) = 5(:10,Ax) + (b,x) + ¢, paratodo z € H,

onde A : H — H é um operador autoadjunto e continuo, b € H e ¢ € R, entao
(Vf(x),h) = f'(x)h = (Azx + b, h),
donde, pela Proposicao C.5.5, temos
Vi(x)=Ax+1b

e, portanto,

g(t) = (d, A(T + td) + b) = (d, AT + b) + t(d, Ad),

isto é,
. (d, AT +b) (d, Vf(T))
) =0 =t == = T Ad)
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Como d é uma direcao de descida para f, entao
(d, Vf(@) = f(z)d <0,

e, portanto, (d, Ad) precisa ser positivo a fim de que ¢ também o seja. Como d é uma

direcao de descida arbitraria, podemos contornar o problema assumindo que
(x, Ax) > 0, para todo z € H \ {0y},

ou seja, assumindo que o operador A é definido positivo.

Além disso, ja vimos que —V f(Z) é uma direcao de descida para f. Assim, se

d = —V f(T), obtemos
o _ (d,d)
9gt) =0 <= t = A Ad)

O que acabamos de fazer é, como se vera, calcular o tamanho do passo no método do

gradiente com busca exata aplicado a generalizacao do problema de minimizacao quadrdtica.

7.3 Analise de convergéncia global

Sejam H um espago de Hilbert, T': H — L£(H) uma aplicagdo continua tal que,
para cada z € H, a forma bilinear L, : H x H — R dada por

L.(z,y) = (z,T(2)y)

é definida positiva. Desse modo, d := —T'(x)V f(x) é uma diregao de descida, ji que
fa)-d=(Vf(x), -T(@)Vf(x)) = —(Vf(2),T(x)Vf(2)) = =L (Vf(x), Vf(x)) <0.

Temos assim uma maneira de obter dire¢oes de descida para o Algoritmo 1. Para
facilitar, vamos reescrever o algoritmo com esta escolha da direcao de busca. A determinacao

do tamanho do passo sera feita por busca exata.

Algoritmo 2 (Algoritmo de descida). Dado 2° € H
k=0
REPITA enquanto V f(z*) # Oy
Defina d* = —T'(2*)V f(z*)
Obtenha t, > 0 tal que f(z* + txd*) < f(2%)
Faca 28! = oF + t,.d*
k=k+1

Defini¢ao 7.3.1. (RIBEIRO; KARAS, 2013, Definicao 4.11, p. 82) Um algoritmo é dito
globalmente convergente quando para qualquer sequéncia (%) gerada pelo algoritmo e

qualquer ponto de acumulagao T de (z¥), temos que T é um ponto estacionario.
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O teorema abaixo, que se encontra em de (RIBEIRO; KARAS, 2013, Teorema 4.12,

p. 82), garante a convergéncia global do Algoritmo 2.

Teorema 7.3.2 (Convergéncia global do algoritmo de descida). Se f é continuamente
diferenciavel, o Algoritmo 2, com o tamanho do passo calculado pela busca exata, é

globalmente convergente.

Demonstragido. Sejam (z¥) uma sequéncia gerada pelo algoritmo e T € H um ponto de
acumulacdo de (z*). Considere (z™) uma subsequéncia de (z*) tal que kh_}ralo ™ =7
e suponha, por reducao ao absurdo, que T nao é um ponto estacionario de f, isto é,
Vf(T) # 0g. Como

d:=-T(@)Vf(T)

é uma direcao de descida, entao existe ¢ > 0 tal que
B = f(x)— f(x+1td) > 0.
Considere h : H — R dada por
W) = f(x) = f(z =TT (x)V f(z)).
Verificaremos agora que h é continua.

Seja (y*) € H tal que klim y* = p. Da continuidade de T e de Vf, temos
—00
T(y*) o, T(p) e V£(y*) koo, V f(p). Como

IR1V325) [l

TV~ TV ()HH—IIT< V) =TV ()
TV f(p) = TV (")
+T< VI = T)VD)lln

<T@ (V) = V) In
+ITWHV ) = TV H)l|u
+1T() (VW) = VD) llu
<T@ ean VW) = VD) n
+ITWHVEP) = TV H)|u
+ 1T )l e IV F () = V(D) a,

entdo, pela continuidade da norma, de T'(p) e pelo Teorema do Confronto (ver Teorema
A.1.10), temos | T(y*)V f (%) — T(0)V f ()|l == 0, isto é,

T(y"V (") 222 T(p)V £ (p).

Il 2

Dai, pela continuidade de f, temos

h(y*) = f(6*) — fF =TT WMV F(R) =% f(p) — f(p — TT(p)V f(p)) = h(p).



Capitulo 7. Método do Gradiente 107

k—o00

Logo, h é continua, donde h(z") —— h(T) = ( e, portanto, existe ko € N tal que
k>ky = |h(z"™)— 3] < g — g < h(x"™) = f(z™) — f(a™ + td"™).
Como t,, foi obtido pela busca exata, podemos concluir que
B2k = f@m) = f@ b, d) < f o+ E) < f@) - 5
donde
k2k = [(a™) - [+ > 2 (71)
Pela continuidade de f, temos
. nE\ =
Jim f(a™) = f(@).
Como ( f (:ck)) é uma sequéncia monoétona decrescente, entao
lim f(z") = f(2),
k—o00
o que contradiz (7.1). O

Quando tomamos T'(z*) := Idy no Algoritmo 2, obtemos o

Algoritmo 3 (Método do Gradiente). Dado z° € H
k=0
REPITA enquanto V f(x*) # 0y
Defina d* = —V f (%)
Obtenha t;, > 0 tal que f(z* + txd*) < f(z¥)
Faca 2*t! = 2% 4 ¢.d"

E=k+1

que ¢ globalmente convergente, como consequéncia imediata do Teorema 7.3.2.
Lema 7.3.3. (RIBEIRO; KARAS, 2013, Lema 5.1, p. 91) No Algoritmo 3, se t; é obtido

por minimizacio local de f(z* + td*), entdo (d*1)td* = 0.

Demonstragao. Definindo ¢ : R — R por
o(t) == f(a* +td"),
temos
t
@ (ty) = VI(ab + tyd*)'d" = Vf (a51) d"
Portanto, como a busca é feita por minimizacao local, temos

(Y = —v f <xk+1>tdk — —J(t) = 0,

o que prova a afirmacao. O]
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8 O Problema de Minimizacao Quadratica

O problema geral de minimizar uma funcao f: X C R" — R é dito um problema

de Programacao nao Linear (Pnaol) e representamos ele por

(PnéoL) min_ f(x).

s.a. t€X

A funcao a ser otimizada, nesse caso, a funcao f, é chamada de fungao objetivo.

Considere H um espaco de Hilbert e g : H — R uma func¢ao duas vezes diferencidavel
em a € H. Pela Férmula de Taylor com resto infinitesimal (ver Teorema 3.7.2) e pelo

Exemplo 3.3.2, temos
g0+ ) = g(a) + g/ @)z + 592(@)® + of[x])
= 9(a) + (Vg(a),2) + 5z, Pg(a)e) + o))

_ ;@,A@ + (b, ) + c+ol|]]?),

f(z)

para algum operador autoadjunto A, algum b € H e algum ¢ € R. O problema geral de
minimizar uma fungao f : H — R nessas condigoes, onde H = R" pode ser encontrado
em (RIBEIRO; KARAS, 2013, p. 38) e trataremos dele formalmente agora.

Considere o problema

1
(PnaoLl) min i(as, Ax) + (b, z) +c,

s.a. z€R™
onde A € L(R™) é um operador autoadjunto, b € R" e ¢ € R.

O problema de Pnaol. acima é conhecido como o Problema de Minimizacao Quadra-
tica e neste capitulo iremos resolvé-lo de dois modos: primeiro faremos uso de técnicas de
analise e algebra linear para mostrar que o problema tem uma tnica solucao global; depois,
num segundo momento, mostraremos que o mesmo problema pode ser facilmente resolvido

usando diretamente algumas das técnicas que obtemos a partir do calculo diferencial.

Solugao sem o cilculo diferencial. Considere a fungao f : R" — R dada por

f(z) = ;(LAx) + (b, x) + c.

Se T € R" é um minimizador local de f, entdo existe § > 0 tal que

f(@) < f(x), paratodo z € B(Z,9).
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Dado d € R", temos

F@ 4 td) — F(T) = = (@ + td, AT+ td)) + (b, T + td) — ;@:, AT) — (b, 7)
(T, Ad) + (d, AT)] + t;(d, Ad) + t(b,d)

t2 t2
= t(Azx,d) + 5<d’ Ad) + t(b,d) = t{AT + b,d) + §<d, Ad),

l\')\w[\') —

o que nos dd, para 0 < t < §/||d||,
0 < f(:c+t0? — (@)

donde, fazendo ¢t — 07, temos, pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema B.5.8),

= (AT +b,d) + ;<d, Ad)

(AT +b,d) >0, paratodo deR".
Em particular, para d := —(AZ + b), temos
0> —||AZ +b||> = —(AT + b, AT+ b) = —(AT + b, —d) = (AT + b,d) > 0,
donde ||AZ 4 b|| = 0, logo AT = —b. Ficamos entao com
f@+d) — f(z) = ;(d, Ad), paratodo de€R".
Agora, se ||d|| < 6, vale
(d, Ad) = 2(f(T +d) — f(7)) = 0.
Dado d € R", tome ¢ > 0 tal que €|d|| < §. Dali,
e2(d, Ad) = (ed, A(ed)) > 0,
donde vem (d, Ad) > 0. Logo,
F@+d) - f(z) = ;(Ad, d) >0, paratodo deR",
isto é, T é um minimizador global de f.

Provaremos agora que, quando se adiciona a hipotese de que A é definida positiva,

entdo um tal minimizador global de fato existe (e é tinico).

Pelo Teorema Espectral (ver Teorema C.6.6), podemos encontrar uma base orto-

normal {vy,...,v,} de R" formada por autovetores de A. Como
0 < (vi, Avi) = (g, \ivi) = Ni{vg, v5) = Ay,

onde ); é o autovalor de A associado ao autovetor v;, entao

(x, Ax) <Zx v;, (Z xzvz>> = <Z Tiv;, in)\ivi> = Z/\i@ivi,xivi)
i=1 i=1 i=1 i=1
> Z)x(xivi,xivi) = \z|)?,

=1
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onde A :=min{\; : i =1,...,n}.

Pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema C.5.2),
—(b, @) < [{b, )| < [|b][]],

donde vem —||bl|||z]| < (b, x), logo

1 ) S LI
S, Az) + (0,2) + ¢ 2 SllelP — bl el + ¢ = [l ( -~
2 2 2 Jall " Tl

e, portanto, lim f(x) = +oo. Dai, existe r > 0 tal que
[l —+o0

|z|| >r = f(x) > ||+ 1.

Por conseguinte,

L:={zeR": f(z) <|c|+ 1} C B[O, 7].

Como 0 € L e, pela continuidade de f, L é fechado, entao L é um conjunto compacto nao

vazio. Pelo Teorema de Weierstrass (ver Corolario B.4.9), existe T € L tal que
f(@) < f(x), paratodo x € L.

Se x ¢ L, entao f(T) < |c|+ 1 < f(x). Logo, T é uma solugao global de (PnaoL).

Para provar a unicidade, recordamos que, na primeira parte desta demonstragao,
estabelecemos que qualquer minimizador local (e, portanto, qualquer minimizador global)
deve satisfazer o sistema linear AT = —b. Sob a hipdtese (utilizada para garantir a
existéncia) de que A é definida positiva, sabemos que (x, Az) > 0 para todo = # 0. Logo,
o nicleo ker A de A é = {0}, o que garante que A ¢é injetiva (veja Proposicao C.2.10). Pelo
Corolario C.2.8, temos que A é um isomorfismo linear. Isso prova que existe um tnico
T € R" tal que A7 = —b. Como o minimizador global (cuja existéncia foi garantida pelo
Teorema de Weierstrass) deve satisfazer esta equagao, concluimos que ele é precisamente

esta solugao unica. Portanto, o minimizador global é tnico. O

Solucao alternativa utilizando o cdlculo diferencial. Como f é diferenciavel, entdo os can-
didatos a extremos de f sdo seus pontos estacionarios, pelo Teorema 5.1.2. Se z € R" é

um ponto estacionario de f, entdo f'(z) = Og-, donde
0= f'(x)h = (Ax +b,h), paratodo heE,

donde Az + b = Ogn, isto é, Ax = —b. Como A é definida positiva, entao ker(A) = {0~ },
logo A é injetiva (veja Proposigao C.2.10) e, portanto, um isomorfismo linear (ver Corolario
C.2.8). Logo,

AT = —b, para um unico T € R".
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Como f é duas vezes diferenciavel e
fA@h® = (Ah,h) >0, paratodo he E\ {0z},

entdo @) (Z) é definida positiva e, portanto, Z ¢ um minimizador local de f, pelo Corolario
5.2.2, e, sendo f convexa (pelo Teorema 6.2.13), o Terema 6.3.1 garante que T é um

minimizador global de f. m



112

Conclusao

Neste trabalho, fizemos uma apresentacao do calculo diferencial em espacos norma-
dos, abordando desde as defini¢des fundamentais até aplicagbes em otimizagao continua. A
formalizagao rigorosa dos principais teoremas e propriedades permitiu compreender como
o conceito de derivada pode ser estendido para espagos normados, inclusive de dimensao
infinita, mostrando-se uma ferramenta extremamente util para a teoria de otimizacao.
Esse trabalho reforca a importancia do estudo do célculo diferencial tanto do ponto de

vista tedrico quanto aplicado.

Como continuagao natural deste estudo, a estrutura tedrica aqui desenvolvida
pode ser utilizada para analisar métodos de otimizacao mais complexos, como o Método
de Newton em espacgos de Banach, que dependem fortemente de derivadas de segunda
ordem. Adicionalmente, o ferramental explorado abre portas para o estudo de problemas
de controle 6timo, equacgoes diferenciais parciais e calculo variacional, onde a minimizacao

de funcionais em dimensao infinita é central.
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APENDICE A - Ndmeros reais

Este capitulo ¢ baseado livremente em (LIMA, 2019).

A.1 Sequéncias numéricas

Definigao A.1.1 (Sequéncia). Uma sequéncia de elementos em um conjunto X é uma

aplicagao z : Z>, — X, para algum p € Z.

O valor de uma sequéncia x em um ponto n é usualmente denotado por x,, em
vez de z(n), enquanto a sequéncia x é denotada por (T )n=p (OU (74)5L,, OU (Tn)nezs,,
ou ainda (z,), se é claro o ponto p onde a sequéncia comega). Quando o ponto p nao é

especificado, subentende-se que p = 1.

Quando escrevermos (z,,) C X queremos dizer que (x,) é uma sequéncia tal que
r, € X, para todo n.

Definicao A.1.2. Dizemos que z : Z>, — X é uma subsequéncia de y : Z>, — X se

existe uma aplicacao crescente ¢ : Z>, — Z>, tal que z = y o .

Por hora, trabalharemos sobre um corpo ordenado K fixado.

Definicao A.1.3 (Convergéncia). Dizemos que (z,) C K converge para L € K se, para

cada € > 0, podemos obter ny € N tal que

n>ny = |r,— L] <e.

n—oo . A .
Se (z,) converge para L, escrevemos x, —— L ou h_)m x, = L. Uma sequéncia
n—od
que converge ¢ dita convergente, enquanto uma sequéncia que nao converge é dita

divergente.

Definicao A.1.4 (Limites infinitos). Se (z,) C K é tal que, para todo A > 0, existe
N € N tal que
n>N — x, > A,

. . . . n—oo .
dizemos que “x,, tende para mais infinito” e escrevemos x,, —— +00 ou h_)rn T, = +00. Se
n o0
(—x,) é tal que li_>m —x, = +00, dizemos que “x, tende para menos infinito” e escrevemos
n (o]
n—oo

z, — —oo ou lim z, = —oc.
n—o0

n—oo

Teorema A.1.5 (Unicidade do limite). Sejam (z,) € Ke a,b € K. Se z,, — a ¢
T, =25 b, entdo a = b.
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Demonstracao. Suponhamos, por redugao ao absurdo, que a # b. Assim, tomando

|a — ]
=

existem ni,ny € N tais que

Desse modo,
n > max{n;,ne} = z,€(a—¢c,a+e)N(b—e,b+¢)=0.
Absurdo! H

Defini¢cdo A.1.6. Diremos que (z,) C K é uma sequéncia de Cauchy se, para cada

€ > 0, podemos obter ng € N tal que
m,n>ny = |r, —x,| <e.
Teorema A.1.7. Toda sequéncia convergente de K é de Cauchy.

Demonstragio. Sejam (z,) C K e a € K tais que ILm r, = a. Dai, dado ¢ > 0, existe
n o0

no € N tal que

€
n>ny = |z, —a <§.
Por conseguinte,
g €
m,n > ny = ’wm_xn’:|xm_a+a_xn‘ < |$m—a|+]:l:n—a\ <§+§:€
Logo, (x,) é de Cauchy. O

Teorema A.1.8. Toda sequéncia de Cauchy de K ¢é limitada.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy. Dai, existe ny € N tal que
m,m>nyg = |Tm — T, < L.

Logo,
m>ng = [Ty — Tyl <1 = xpy — 1 < 2y < Ty + 1.

Pondo A := {xy,29,...,2,,-1}, temos
min{z,, — 1,min A} <z, < max{z,, + 1,max A},

para todo n € N. O
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Teorema A.1.9. Se (z,), (yn) € K e (2,) ¢ uma sequéncia limitada e lim y, = 0, entao

A28, Tabin = 0.

Demonstragio. Como (z,,) é limitada, entao existe ¢ > 0 tal que |x,| < ¢, para todo n € N.
€

Seja ¢ > 0. Como nlggl() Yy, = 0, entdo existe ng € N tal que n > ny = |y,| < —. Desse
c

modo,

€
n=>mny = ‘xnyn]=|$n\|yn| <C‘E:€.
Portanto, nlgrg(} TnYn = 0. O

Teorema A.1.10 (Teorema do Confronto). Sejam (), (y,), (2,) sequéncias de niimeros

reais tais que x, < y, < z,, para todon € N, e a € R tal que a = lim z,, = lim z,.
n—oo n—0o0

Nessas condigoes, lim y, = a.
n—oo

Demonstracao. Se € > 0, entao existem ny,ny € N tais que
n>n = |r,—al<e = a—e<z,<a+e
n>ny = |z,—al<e = a—5<zn<a+€.
Tomando ng := max{n,ns}, temos
n>nyg —= a—e<x, <y, <zp<a+e = |y,—a|] <e.
Logo, nh_g)lo Yn = Q. O]

Teorema A.1.11 (Monotonicidade do Limite). Se (z,), (y,) C K sdo sequéncias conver-
gentes, entao

Tp < Yp, paratodon e N = T}glgloxn < 7111&{)1@ Yn-

. ~ . a—>b
Demonstracao. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que seja b < a e tome ¢ := 7
onde a := lim z, e b := lim y,. Assim, existem ni,n, € N tais que

n—o0 n—oo
n>n = |r,—al <e,
n>ny = |y,—bl<e.
Tomando ng := max{n, ny}, temos
n>ny = Yy, <b+e=a—ec<ux,,
donde y,, < z,,, 0 que é absurdo. ]

Teorema A.1.12 (Reciproca da Monotonicidade do Limite). Se (z,), (y,) € K sdo

sequéncias convergentes, entao

nh_}rglo Ty < nh_g)lo Yy, — existe ng € N tal que x,, < y,, para todo n > ny.
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. b—a . . .
Demonstragdo. Tomando € := ——, onde a := lim x, e b:= lim y, =, existem ny,ny €
2 n—00 n—00
N tais que
n>n = |r,—al<e,
n>ny, — |y,—bl<e.
Tomando ng := max{ni,ny}, temosn >ny = x, <a+e=b—¢c < y,. O

Teorema A.1.13 (Propriedades aritméticas do limite). Se lim 2, = a e lim y, = b,

entao
1 lim (2, + yn) = a+b.
2. lim (z, - yn) = a-b.

n—oo

1 1
3. Se b# 0 e existe n; € N tal quen >n; = vy, # 0, entdo lim — = —.

n—o0 yn

Demonstracao.

1. Dado € > 0, existem nq,n9 € N tais que

Tomando ng := max{n, ny}, temos

nzng = |(@n+ya) = (a+0)[ = [(2n = a) + (Yo = b)| <fzn —al +[yn — b <&

2. lim (z,y, — ab) = ngo(xnyn — z,b+ 2,0 — ab) = lim [z, (y, — b) + b(x,, — a)] = 0.

n—oo n n—oo

n—o0

3. Como vy, —=5 b, entdo by, —= b%, donde existe ny € N tal que

n>ny = |b —b2|<b—2:>g<b :>i<3
Logo,
) 1 1 b— 1
Jim, <yn—b> = lim == = Jim (b =) - - =0,

1
ja que (byn> é limitada e T}nglo(b —y,) =0.

Isso fecha todos os itens. O

Para a prova do teorema abaixo, consulte (LIMA, 2019, Teorema 14, p. 130).

Teorema A.1.14 (Propriedades aritiméticas de limites infinitos).
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1. Se nh_)rgo T, = +00 e (y,) é uma sequéncia limitada inferiormente, entao lim(x, +y,) =
—+00;

2. Selimx,, = +00 e existe ¢ > 0 tal que y,, > ¢, para todon € N, entao lim z,y, = +0o0;

3. Seja x,, > 0 para todo n. Entao

limz, =0 <= lim1/z, = +oc;

4. Sejam (z,,) e (y,) sequéncias de nimeros positivos. Entao:

x
a) se existe ¢ > 0 tal que z,, > ¢ para todo n e se limy,, = 0, tem-se lim ~* = +o0;
Yn

b) se (z,) é limitada e limy, = +oo, entao lim n ),
Yn

A.2 Nudmeros reais

Continuamos aqui com a hipétese de que K é um corpo ordenado. Seja A C K.

Dizemos que ¢ € K é uma cota superior de A se

a<c¢, paratodo a€ A.

O supremo de A é, se existir, o menor ¢ € K que é cota superior para A e o
denotamos por sup A. Dizemos que A é limitado superiormente se existe ¢ € K cota
superior para A. Se A nao é limitado superiormente, escrevemos sup A = +00. De modo

analogo, A ¢é limitado inferiormente se existe ¢ € K tal que
c<a, paratodo a€ A.

Todo ¢ nessa condigao é chamado cota inferior e o maior tal ¢, se existir, ¢ chamado
infimo de A. Se A nao é limitado inferiormente, escrevemos inf A = —oo. Observe ainda
que, com essas defini¢oes, o conjunto vazio é limitado inferior e superiormente, mas nao

tem infimo nem supremo. Nesse caso é convencional definir inf @ := +00 e sup @ := —o0.

Ja provamos que os limites tém certas propriedades aritméticas, que se estendem
até certo ponto, aos limites infinitos (as tnicas excegbes sao os limites que resultam em

+00 — 00 e 00/00, que sdo expressoes indeterminadas). Adotaremos a convengao de que
—o0 < a< 400, paratodo a€K.

Escreveremos K ou [—o0, +00] para denotar K U{—o0, +00}.

Dados X e Y conjuntos parcialmente ordenados, dizemos que f: X — Y é

1. crescente se x <y = f(z) < f(y);
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2. nao decrescente se t <y = f(x) < f(y);
3. decrescente se x <y — f(y) < f(x); e

4. nao crescente se x <y = f(y) < f(x).

Uma funcao f é dita mondtona se satisfaz qualquer uma dessas condigoes. Observe que
fungoes crescentes sao nao decrescentes e funcoes decrescentes sao nao crescentes. Assim,
a fim de verificar que uma propriedade ¢é valida para fungoes mondtonas, é necessario e

suficiente verificar que ela é valida para func¢des nao decrescentes e nao crescentes.

Teorema A.2.1. Se K é um corpo arquimediano, entdo toda sequéncia mondtona e

limitada em K é de Cauchy.

Demonstracio. Seja (x,) C K uma sequéncia monétona nao decrescente e limitada supe-

riormente. Evidentemente, se (x,) possui um elemento maximo z,,, entao
:CTLO S ':En0+1 S ':En0+2 S e S xn0+k S mnoa

para cada k € N, donde ILm Ty = Tp, €, portanto, (z,) é de Cauchy. Suponhamos, assim,
n o0

que (z,) ndo possui elemento maximo.

Afirmacgao. Dado ¢ > 0, existe nyg € N tal que

Tn < Ty, + €, para todon € N.

Demonstracao da afirmacgao. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que existe
g0 > 0 tal que x,, + ¢ ndo limita superiormente (z,,), para cada n € N. Como z1 + €9 ndo
limita superiormente (z,,), entdo existe n; € N tal que x; + €9 < ,,. Como x,,, + ¢ nao
limita superiormente (x,,), entao existe ny € N tal que x,, +c¢ < Ty, donde z1+2e¢ < Tp,.
Como z,, + £¢ nao limita superiormente (z,), entao existe ng € N tal que z,,, + g9 < Zp,-
Desse modo, 1 + 3¢9 < @,,. Prosseguindo dessa maneira, obtemos uma subsequéncia
(@, )k de (x,,) tal que 21+ keg < z,, . Como K é arquimediano, entao, dado r > 0, podemos

obter k. € N tal que k, > !

, donde x,, > 1 + kg9 > 1 e, portanto, (2, )r nao é

€0
limitada superiormente. Absurdo!

Fixe ¢ > 0 e tome ny € N tal que z,, + £/2 limita superiormente (x,). Sejam
m >n > ng. Entao
Tng < Ty < Ty < Ty +€/2,

donde vem

[T — Tp| = X, — T < (T +6/2) — 2 < (Tpy +6/2) — 2, =€/2 < e
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Logo, (x,) é de Cauchy, ja que

m,n>ny = |r, —x,| <e.

Se (yn) € K é uma sequéncia mondtona nao crescente e limitada inferiormente,
entdo (—y,) é uma sequéncia mondtona nao decrescente e limitada superiormente, donde

(—yn) é de Cauchy e, portanto, (y,) é de Cauchy. ]

Teorema A.2.2. Se uma subsequéncia de uma sequéncia de Cauchy de K converge, entao

a sequéncia inteira converge.

Demonstragio. Sejam (x,) uma sequéncia de Cauchy e (z,, ); uma subsequéncia conver-

gente. Sejam a = klim T, €€ > 0. Como (x,) é de Cauchy, entao existe ny € N tal
—00

que

5
m,n>nyg = |T, —x,| < 5

Fixe n > ngy. Desse modo, |z, — x,| < /2, para todo m > ng. Como (ng)r é uma
sequéncia de numeros naturais ilimitada superiormente, entao existe kg € N tal que
ng, > ng. Portanto,

€

k>ky = np>ng — \xnk—xnl<2

Pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema A.1.11),

9 9
J— — 1 — < 1 _ = — .
la —x,| = khm | T, — Tl khm =5 <e

Logo, lim x, = a. O
n—oo

Definigao A.2.3 (Completude no sentido de Cauchy). Um corpo ordenado K é Cauchy-

completo se

(z,) CK é de Cauchy = existe L € K tal que ,, == L.

Definicdo A.2.4 (Completude no sentido de Dedekind). Um corpo ordenado K é
Dedekind-completo se todo subconjunto X C K nao vazio e limitado superiormente

tem cota superior minima em K, isto é, existe o supremo de X em K.

Teorema A.2.5. Se K é um corpo arquimediano e Cauchy-completo, entdo K é Dedekind-

completo.

Demonstracio. Seja X C K nao vazio e limitado superiormente em K. Assim, existem

r1 € X ey, € K tal que y; é cota superior de X. Provaremos que

supX = lim z,, = lim
p n—oo " n—>ooyn’
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onde

Tn + Yn Tn+Yn . .

—3 se — nao ¢ cota superior de X,
Tn+1 =

T, caso contrario,

Tn + Yn Ty + Yn :

—y o e ¢ cota superior de X,
Un+1 =

Yn, caso contrario.

Facilmente se verifica que, para cada n € N,

Tn S Ln+1 S Yn+1 S Yn-

Como K é arquimediano e (z,) e (y,) sdo mondtonas e limitadas, entdo (x,) e (y,) sao de

Cauchy. Como K é completo, entao existem M, N € K tais que lim =, = M e lim y, = N.
n—oo n—oo

Sejam

A::{nGN:an:xn}eB;:{neN:ynH:W}.

2
Note que A = B.

Se A for finito, entao existe ng € N tal que k > ng = w51 # . Dal,

Ty + - N—-M
_ Tg T Yk _ Yk xk:>

k>ny = Tpy —ap = 5 — T, = 5 =0 = M=N.

Se A for infinito, entao B ¢ infinito, ja que B = A. Assim,

T, +yn Ty, — Yn
Ynp+1 — Yn, = % —Yn, = %
Logo,
M—N . T, — Yn .
y —An Ty AR ) =0 = M=N

Dado x € X, temos x < y,,, para todo n € N, donde z < N, pela Monotonicidade
do Limite (ver Teorema A.1.11) e, portanto, N é cota superior de X. Seja € > 0. Como

lim x, = M = N, entao existe ng € N tal que
n—oo

n>ny = |t,—N|<e = N—e<ua,.

Como z,,, nao é¢ uma cota superior de X, entao existe z € X tal que N—¢ < z,,, < x

e, portanto, N é a menor das cotas superiores de X, isto é, N = sup X. O

A partir de agora assumiremos que existe um corpo arquimediano que é Cauchy-

completo (e, portanto, Dedekind-completo) que denotaremos por R.

Corolario A.2.6. Se (z,,) € RU{—00, +00} é uma sequéncia mondtona, entao limz, = L,

para algum L € RU{—o0, +00}.
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Demonstragio. Se (x,) é limitada, entao (x,) C R e é de Cauchy, pelo Teorema A.2.1,

logo é convergente.

Suponhamos agora que (z,) nao é limitada. Como ela é monétona, suponhamos que
ela é nao decrescente. Entao, como é ilimitada e é limitada inferiormente, ela ¢é ilimitada
superiormente. Entao, dado A > 0, podemos encontrar N € N tal que zy > A. A hipdtese

de que (x,) é ndo decrescente nos da
n>N — z, > A.

O outro caso é andalogo. O

Observe ainda que, no teorema anterior, se (z,,) é ndo decrescente, entdo L = sup xy;

e se é nao crescente, entdo L = inf x,,.

Teorema A.2.7 (Principio dos Intervalos Encaixados). Se ([an, bn)nen ¢ uma sequéncia
nao crescente (considerando a relacdo de ordem como a relagao de inclusao) de intervalos
de niimeros reais, entao

ﬂ [anv bn] =

neN neN

Sup a,, %Iellg bn] )

Demonstracao. Como aq < as < ---<a, <b, <---<by <by, para todo n € N, entao by

¢ uma cota superior de A := {a, : n € N} e a; é uma cota inferior de B := {b, : n € N},

donde ¢ := sup A e d := inf B existem enquanto nimeros reais. Além disso, como cada

b, € cota superior de A, entdo ¢ < b, para todo n € N, donde ¢ < inf B = d. Logo,

a, < c<d<b,, para cada n € N, e, portanto, ﬂ (a,, b,] = [c, d]. O
neN

Encerramos essa se¢cao com um teorema que sera utilizado no capitulo 3.

No que se segue, [n| :={1,...,n}, para todo n € N.

Teorema A.2.8. Sejam X1, ..., X, conjuntos nao vazios, X := H X, e f: X — Ruma
1€[n]
funcao limitada superiormente. Entao, para toda permutacao o € S,,, temos

sup flxy,...,x,) = sup ... sup f(z1,...,2,).
z;€X;, $a(1)€X0(1) $U(n)€XU(n)
para todo i€[n]
Demonstracao. O caso n = 1 é ébvio. Suponhamos, por hipétese de inducao, que o
resultado é valido para n = k e consideremos o caso n = k + 1. Fixado j € [k + 1], para

todo y € X, temos

= sup f(xlv"'vxk-‘rl) > sup f(xla"'axj—layawj+la"'axk’-i-l)a
z;€X;, z;€X5,
para todo i€[k+1] para todo i€[k+1]\{s}
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donde

o> sup sup f(xlw":xj—lyyaxj-i-la"'7:Ek+1)-
:E]'GXJ' :EiGXi,
para todo i€[k+1]\{j}

Dado € > 0, existe (y1,...,yrs1) € X tal que
a—e< flyr, . yps1) < sup f@1, o o1, Y, Tty - oy 1) <

z; €X;,
para todo i€[k+1]\{j}

Portanto,
a = sup sup fx1, .. xpyq).
LL’]'EXJ' x; €X;,
para todo i€[k+1]\{j}
Ponha
Xp, el <p<j-—1,
Y, =
Xp+17 Sej Sp S ka
e
Go; (215 s 2) = f(21, o0, 21, 05, 25, Zg1, - - 28),

para quaisquer z; € Y; e i € [k], e z; € X;. Entao, da hipdtese de indugao, dada uma

permutacao € Sk, temos

a= sup sup fz1,. .. )
!L‘jGXj ziGin
para todo i€[k+1]\{j}

= sup  sup  Go, (21, %)
IjEXj 2 €Y,
para todo i€[k]

= sup sup ... Sup G (%1, 2%)
z;€X5 2(1)€Y501)  28(k)EYB(K)
=sup sup ... sup  f(21,..., 221, Tjy 2y By - s Zk)-

T;€X5 23(1)€Yp1) 28k EYB(R)

Dai, dada uma permutacao o € Sk, pondo j := o(1), temos
{}/1, PN 7Yk} - {XU(2)7 [N 7Xa(k:+1)}7
donde existe pelo menos' uma permutacao S € Sy tal que

Yﬁ(p) = Xo(p+1)>

para cada p € [k]. Isso nos da

a= sup ... sup flzy, . o Tpgr).
To(1)€EX o (1) Ty (k1) EXo(kt1)
Logo, o resultado é valido para n =k + 1. n

I Existe exatamente uma se todos os Y;’s sdo distintos e mais de uma se alguns sdo iguais.
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A.3 Valores de aderéncia: o liminf e o lim sup
Seja (x,) € RU{—00,+00}. Entao, para cada k € N,

inf z, < inf z, < inf =z, < sup =z, <supzx, < supz,.
neN nzk nzk+1 n>k+1 n>k neN

Assim, ay, := mf T, € monotona nao decrescente e b, := sup z,, ¢ mondtona nao crescente.
n>k

Por consegulnte,

lim inf z, = hm ap = sup a, = sup inf z,,
k—oon>k —00 keN keN 1> >k

lim supz,, = hmb inf b, = inf supz
k%oon>llz " e BT ken keNn>I;: "

Definicdo A.3.1 (Limite inferior e limite superior). O limite inferior de (z,) C
R U{—00, 400} é

liminf z,, := lim inf z,,,
n—00 k—oon>k

enquanto o limite superior de (x,) é

limsup z,, := lim sup z,,.
n—00 k—00 >

Definicao A.3.2 (Valor de aderéncia). Se (x,) € RU{—o00,+o0}, dizemos que a €
R U{—00, 400} é um valor de aderéncia de (z,) se (x,) possui alguma subsequéncia

(2, ) tal que klgg() Ty, = Q.

Teorema A.3.3. O menor valor de aderéncia de uma sequéncia ¢ o limite inferior e o

maior, o limite superior.

Demonstragio. Sejam (x,) C RU{—o00, 400} uma sequéncia e L := liminf z,. Vamos

provar inicialmente que L é um valor de aderéncia de (z,). Seja ay := inf, > ;.

Se L = —o0, entao sup ap = —o0o, donde a, = —oo, para todo k € N. Em particular,
como a; = —o0, existe n; € N tal que z,,, < —1; como a,,+1 = —00, existe ny > n; tal
que z,, < —2; e assim por diante. Isso nos da uma subsequéncia (z,,) tal que

—oo <z, < —k, paratodo ke&N.

Logo, pelo Teorema do Confronto, lim z,, = —oo.

Agora, se L = 400, entao ay — +00. Dado M > 0, escolha ky € N tal que ay, > M.
Dai,
nZkO — xnzakonv

provando que lim z,, = +o0.
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Por fim, suponhamos agora L € R. Nesse caso, temos supa, = L € R. Se fosse
a, = —oo, para todo k € N, entao L = —oo. Logo, existe ky € N tal que ag, > —oo. Como

(ax) é nao decrescente, temos
—o00 < ag, < ap <supa, = L < +o00, paratodo k > k.

Como L = lim ay, escolha ky > ko tal que L —1 < ay, < L. Como ay, = inf,, >y, =,, escolha
ny > ky tal que ay, < x,, <ag, +1. Entao: L —-1<xz,, <L+ 1.

Agora escolha ky > max{ko,n; + 1} tal que L —1/2 < a3, < L. Como ag, =
inf,, >, T, escolha ny > ko tal que ay, < x,, < ag, +1/2. Issonos da L — 1/2 < x,, <
L+1/2, com ny > ko > ny.

Continuando dessa forma, obtemos uma subsequéncia (z,, ) tal que
L—-1/k<uax, <L+1/k, paratodo ke€N.

Pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10), temos lim z,, = L.

Mostraremos agora que (x,) ndo possui nenhum valor de aderéncia menor do que

lim inf z,,. Suponhamos, por redu¢ao ao absurdo, que ha
¢ < liminf z,

que ainda ¢ um valor de aderéncia de (z,,). Assim, existe uma subsequéncia (z,, ), de (z,)
tal que

lim z,,, =c.
k—o0 ok

Como
¢ < liminf x, = sup{ir;%xn ke N},

entao existe ky € N tal que

¢ < inf z, <liminfz,.
n>ko

Tomando

e:= inf z, —c
n>ko n )

existe k1 € N tal que

k>k = |z, —c¢<e = x, <ct+e= 1£1£ Ty
nzro

Em particular, tomando p > max{ko + 1, k1 }, temos n, > ngy41 > ko +1 e

x, < inf z, <z
np n>ko n = Yngp

o que ¢é absurdo.

A demonstragdo com respeito ao limite superior pode ser realizada de modo

completamente analogo. O
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Corolério A.3.4. Sejam (z,) uma sequéncia e L € RU{—00,+00}. Entao limz,, = L se,

e somente se, liminf x,, = limsup x,, = L.
Demonstragao. Se liminf z,, < limsup z,, entdo (x,) possui subsequéncias convergindo

para pontos distintos, logo nao podemos ter lim x, = L.

Reciprocamente, suponhamos liminfx, = limsupx, = L. Se L = 400, entao
lim x,, = +00, como provamos na prova anterior; e se L = —o0, temos lim x,, = —o0, pelo

caso analogo.

Por fim, suponhamos L € R e seja € > 0. Como
liminfz,, — e <liminfz, e limsupx, <limsupzx, + ¢,
entao existem ki, ky € N tais que

liminf x,—¢ < 1£1}£ r, <liminfz, = limsupz, < sup z, < limsup z,+¢ = liminf z,,+e¢.
n-r1 n>ko

Desse modo,

m > max{ky, ko} = liminfz, —e < inf z, <z, < sup z, < liminfx, + ¢.
n>k1 n>ko

Logo, nlgréo T, = liminf x,,. O

Corolario A.3.5 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia tem pelo menos
um valor de aderéncia em [—o00,+o0]. Toda sequéncia limitada admite subsequéncia

convergente.

Demonstragio. Toda sequéncia (z,,) possui uma subsequéncia (x,,) tal que limy_, x,, =
liminf x,,. Em particular, se (z,) é limitada, o limite inferior é o limite de uma sequéncia

mondétona e limitada, logo lim inf z,, é finito. O]

Teorema A.3.6. Se (r,) C R é uma sequéncia limitada, entdao, dado € > 0, podemos

obter ng € N tal que
n >nyg = liminfz, — ¢ <z, <limsupz, + €.

Além disso, liminf x,, e lim sup z,, sdo, respectivamente, o maior niimero e o0 menor niimero

com essa propriedade.

Demonstracao. Sejam a := liminfx, e b := limsup z,. Suponhamos, por reducdo ao
absurdo, que existe ¢g > 0 tal que, para cada n € N, podemos obter ng > n tal que
Tpny < a—¢ggoub+ey < xp,. Assim, z, < a — gg, para uma infinidade de indices n, ou

b+ g9 < x,, para uma infinidade de indices n.
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Se z,, < a — g, para uma infinidade de indices n, terfamos uma subsequéncia (z,, )
de (x,) tal que inf ey, < 2, < a— eg. Logo, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
(ver Corolario A.3.5), existe ¢ € R tal que alguma subsequéncia de (x,,) converge para c.
Mas, pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema A.1.11), temos ¢ < a — gy < a, o0 que é

absurdo. O outro caso pode ser demonstrado de modo completamente analogo a esse.

Suponhamos, por reducao ao absurdo, que hd a’ > a satisfazendo a condi¢ao. Como

a = liminf z,,, entdo (z,) possui uma subsequéncia (z,,) convergindo para a. Tomando
a—a
€= —5 podemos obter ky € N tal que

a +a
5

k>ky = |z, —al<e = 1z, <at+e=

Como ¢ > 0, entao existe ng € N tal que

a+a ,
n>ny = =a —¢& < Ty.
Tomando N := max{ng,,ng}, temos
/
a +a
n, >N — xnk<T<xnk,

0 que ¢é absurdo.

O outro caso pode ser demonstrado de modo completamente analogo a esse. [
Proposigao A.3.7 (Propriedades lim inf e lim sup). Sejam (z,,) uma sequéncia de niimeros
reais e a,b € R. Entao,

e a < liminf z, se, e somente se, para todo € > 0, existe ng € N tal que
n>ny — T, > a—Ec.
Consequentemente,

liminfx,, < M <= existe ¢ > 0 tal que x,, < M — ¢ para infinitos n’s.

Além disso, se a < liminf x,,, entdo existem ng € N e ¢ < lim inf z,, tais que

n>ny = Ty > C>a.

o limsupz, <0 se, e somente se, para todo € > 0, existe ng € N tal que
n>ny = x, <b+e.
Consequentemente,
limsupx, > M <= existe € > 0 tal que x,, > M + ¢ para infinitos n’s.
Além disso, se limsup x,, < b, entao existem ng € N e d > lim sup z,, tais que

n>ny = x,<d<b.
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Demonstracao. Vamos provar apenas o primeiro item, ja que o resultado para o limite

superior se segue do primeiro item a partir da observacao de que
sup A = —inf(—A),
para todo subconjunto A C R nao vazio e limitado superiormente. Comegaremos provando

a validade da equivaléncia.

Suponhamos inicialmente que a < liminf z,. Assim, fixado € > 0, como
a—¢ < a<liminfzx,,
existe no maximo uma finidade de n’s tal que
T, < a—E¢.

Com efeito, se houvesse (x,,) tal que z,, < a — ¢, para todo k € N, tome ¢ um valor
de aderéncia de (z,,). A monotonicidade do limite for¢a ¢ < a — e. Mas isso nos daria

¢ < liminf x,,, que é o menor valor de aderéncia possivel. Absurdo!

Logo, existe ng € N tal que
n>ny — Tp>0a4—E¢,

como queriamos demonstrar.

Reciprocamente, dado ¢ > 0, a sequéncia (x,) tem no maximo finitos termos
< a — ¢ e, portanto, o mesmo vale para todas as subsequéncias de (z,); em particular, isso
vale para todas as subsequéncias convergentes, implicando que elas tém limite > a —e. O

resultado se segue da arbitrariedade de €.

Agora, se a < liminf z,,, fixamos € > 0 a ser escolhido posteriormente e tomamos
qualquer ¢y no intervalo (a,liminf z,,). Dai, como liminf z, > ¢y, entdo, pelo resultado

que acabamos de provar, existe ng € N tal que
n>ny — Ty > Cy—E,

ficando

cop — e > a para todo ¢ € (0,¢co — a).

Entao, escolhendo um e qualquer nesse intervalo e colocando
C:=C —¢&,

temos

¢ <liminfzx, +0=liminfx, en >ngy = x, > c > a,

como queriamos demonstrar. O
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Teorema A.3.8 (Extensdao da monotonicidade do limite). Se (z,) e (y,) sdo sequéncias

limitadas de ntimeros reais tais que
rn < Y, para todo n suficientemente grande,

entao

liminfx,, <liminfy, e limsupz, <limsupy,.
Em particular, se (z,,) e (y,) convergem, entao
g, Tn < D Yo
Demonstracao. Vamos fazer a prova por contrapositiva. Se
liminf z,, > liminf y,,,
entao, pela Proposicao A.3.7, existem ng € N e ¢ < liminf z,, tais que

n>ny = x, > c>liminfyy.

Como liminf g, é um valor de aderéncia de (y), entdo existe uma subsequéncia (y,) de

(yx) tal que
pli)rglo Y, = liminf y.

De ¢ > liminf y,, existe p; € N tal que
p=2p = Y, <C
Como (k,) é uma sequéncia crescente de indices naturais, existe p» € N tal que
p > p2 = k, > no.
Dai,
p > max{pi,p2} = Yr, < ¢ < Ty,

0 que termina a prova. O]

A.4 Séries numéricas

Definigao A.4.1 (Séries finitas). Sejam m € Z e (xx)32,, € R. A série finita (ou soma
n
finita) > x; ¢ definida recursivamente por
i=m
n
Z x; =0, paratodo n <m,
i=m
n+1 n

Z T; = Z Ti+ Tpy1, paratodo n>m —1.
i=m

i=m
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Definicao A.4.2 (Série infinita). Dados m € Z e (x,)32,, C R, a série (de termo geral

n=m

x,) é a sequéncia

e ) 1 2 n
S o (kaZkaxk>
n=m k=m k=m

k=m

(o] o
Dizemos que a série Z xr, converge para L € R, e escrevemos Z x, = L, se
n=m n=m

n o0

li_>m E x,, = L. Dizemos que uma série E xr, € convergente se existe L € R tal que
n (o)
k=m n=m

o0
Z x, = L.
Exemplo A.4.3 (Série geométrica). Se ¢ € (0, 1), entdo Y- ¢ é uma série convergente.

Demonstracio. Como
n

q ny n—oo q
St = -y e
k=1 —dq —q

entao

n__ 4
Zq _1_ ’

q
Logo, " ¢" é convergente. O

Teorema A.4.4. Sec € Re Y x,,Y y, sdo séries convergentes, entao > (z, +yn) € > (czy)
também sdo, valendo:

2. Y(exp) =X xy.

Demonstracao. Como

Yo(@tyn) =D wk+ Y uk ’H—W>Z$n+zym
k=1 k=1 k=1

n—oo
[l

entdao Y (T, + Yn) = 2 Tn + X Yn. Além disso, Y7 (cxr) = ¢ X F, T —— €Y Ty

Teorema A.4.5. Se > x, é uma série de termos nao negativos, entao > x,, converge se, e

somente se, Y x, ¢ limitada.

Demonstracao. Como > x,, é ndo decrescente, entao Y x, é convergente se, e somente se,
Sz, é limitada. 0

Corolario A.4.6 (Teste da Comparagao). Se >z, e >y, sdo séries de termos nao

negativos tais que x,, < y,, entao )y, converge — »_ I, converge.

Defini¢cdo A.4.7. Dizemos que uma série 3 z,, é absolutamente convergente se Y |z, |

é convergente.
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Teorema A.4.8. Toda série absolutamente convergente converge.
Demonstragdo. Seja > x, uma série absolutamente convergente. Como

para todo n € N, entao, pelo Teste da Comparacao (ver Corolario A.4.6), Y (|z,| — z,) é

convergente, ja que Y (2|z,|) é convergente, logo > x, =Y |z, — X (|zn] — x,). O

Teorema A.4.9 (Lema de Fatou para séries). Seja (@ )n ken Uma sequéncia de nimeros

reais nao negativos. Entao
(o ¢] o
Z liminf a,, ; < lim inf Z A -
k—o0 k—oo
n=1 n=1
Demonstracao. Como
N N 0o
Z liminf a,, ;, < liminf Z Q. < liminf Z G ks
el k—o0 ’ k—o0 el ’ k—o0 el ’

para todo N € N, entao
o0 o0
liminf a,, ; < liminf a
712::1 k—o0 nk = k—o0 712::1 ks

como queriamos demonstrar. O
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APENDICE B - Topologia Geral

Este capitulo é baseado livremente em (MENDELSON, 1990), (LIMA, 2014) e
(LIMA, 2017).

B.1 Espacos topoldgicos

Uma topologia num conjunto X ¢é uma colecao 7 de subconjuntos de X, que

chamaremos abertos, tais que:

1. X,g9er.
2. Se A,BeT,entao ANB € T.

3. Se Ay € 7, para todo A € A, entao U Ay erT.
AEA

Um espago topoldgico é um par (X, 7), onde X é um conjunto e 7 é uma
topologia em X. Como ¢ tradicional na literatura, faremos referéncia ao espaco topologico

X, considerando a topologia subentendida.

Exemplo B.1.1. A topologia usual da reta R é a colecao 7 de todos os subconjuntos

X C R tais que, para cada x € X, existe um intervalo aberto (a,b) com = € (a,b) C X.

Proposicao B.1.2. Sejam (A, 7) um espago topoldgico e B C A. Entao, a topologia
induzida
7 ={XNB:Xer}

¢ uma topologia em B.

Demonstracio. Como A, & € 7, entao

g=onNBerTeB=BnNnNAerT.

Seja {X)}rea € 7. Para cada A € A, existe Y, € 7 tal que X, =Y, N B. Assim,

UY)\GT,
A€A

donde

UXA: U(YAHB): UY)\QBG’T/.
AEA AEA AEA
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Por fim, dados X1, Xy € 7/, existem Y7, Y, € 7 tais que X; = BNY;, para i =1, 2.
Nessas condigoes,
YinY, er,

donde
XinXo=(BNnY)N(BNY,)=BN((Y1NYs) e

Logo, 7' é uma topologia em B. O]

Definicao B.1.3. Sejam A um espaco topolégico e X C A.

e O interior de X ¢ o conjunto

int X := [ {Y C X : Y é aberto}.

o X éfechado se A\ X é aberto.
e O fecho de X ¢é o conjunto
X :=({F CA:XCFePF éfechado}.
o A fronteira de X é o conjunto
0X = (X \int X)U (X \ X).

e Um conjunto V' C A é uma vizinhanca de um ponto z € A se x € int V.
o« Um ponto a € A é um ponto de acumulacao de X se

V' é uma vizinhanca de « = (V \{a})NX # @.

e O derivado de X é o conjunto X’ de todos os pontos de acumulacao de X.

B.2 Continuidade

Uma fungao f: A — B, onde A e B sao espagos topologicos, é dita continua se
f7H(Y) é aberto de A, para cada Y aberto de B.

Proposicao B.2.1. Se A, B e C sao espagos topologicos e f: A — Beg: B— C sao

fungoes continuas, entdo go f : A — C' é continua.

Demonstracao. Se 'Y é aberto de C, entao

(go /) (V) =f g (Y))

é aberto, ja que ¢g7'(Y') é aberto de B. ]
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Defini¢ao B.2.2 (Continuidade pontual). Dizemos que uma fungao f: A — B, onde A
e B sao espagos topolégicos, é continua em a € A se, para toda vizinhanca Y de f(a),

existe uma vizinhanga X de a tal que f(X) C Y.

Teorema B.2.3. Se A e B sdo espacos topologicos, entao uma funcao f : A — B é

continua se, e somente se, é continua em cada a € A.

Demonstracao. Suponhamos f uma fun¢ao continua e sejam a € A e Y uma vizinhanca

aberta de f(a). Como f~!(Y) é uma vizinhanga aberta de a e

fUHY)) ey,
segue-se o resultado.

Reciprocamente, suponhamos f continua em cada a € A e considere Y um aberto
de B. Dado z € f~}(Y), como x € A, entdo f é continua em x, donde x possui uma
vizinhanga aberta A,, com f(A;) CY. De

f_1<Y) = Aa:a
f(

z)eY

vem que f~}(Y) é aberto. O

Definicao B.2.4. Se A e B sao espagos topoldgicos, uma bijecao f : A — B é um
homeomorfismo se f e f~! sdo continuas. Dizemos que A e B sio homeomorfos se hé

um homeomorfismo entre eles.

B.3 Conexidade

Um espago topologico X é conexo se a tnica forma de escrever
X =AUB,

onde A e B sdo abertos de X disjuntos, é quando A = @ ou B = &. Um espaco topolégico

desconexo ¢ um espaco que nao ¢ conexo.

Um subconjunto D de um espago topolégico X é conexo (resp. desconexo) se D

é um espago topoldgico conexo (resp. desconexo), com a topologia induzida de X.

Exemplo B.3.1. Seja X um conjunto qualquer e considere sobre X a topologia discreta
7 := P(X). Entao todos os subconjuntos de X com pelo menos dois elementos sao

desconexos.

Proposicao B.3.2. Um subconjunto D de um espago topologico X é desconexo se, e

somente se, existem subconjuntos abertos A, B C X tais que

DCAUB, DNA#4@#DNB ¢ DNANB=0.
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Demonstragio. Seja D C X desconexo. Entao podemos escrever D = (AN D)U (BN D),
com A e B abertos de X, e AN D e BN D disjuntos e nao vazios.

Reciprocamente, suponhamos que valha a outra condi¢ao do enunciado. Entao
DN Ae DN B sao abertos de D disjuntos e nao vazios. O

Proposicao B.3.3. Intervalos abertos e limitados de ntimeros reais sao conexos.

Demonstragdo. Suponhamos, por redugao ao absurdo, que existem a < b em R tais que o

intervalo (a,b) é desconexo. Logo, existem abertos A, B C R tais que
(a,b) CAUB, AN (a,b) #2 # BN (a,b) e ANBN(a,b) =2.

Sejam € AN (a,b) ey € BN (a,b). Sem perda de generalidade, suponhamos = < y e

consideremos o conjunto
X :={ze€eAn(a,b): [z, 2] C [z,y]}.

Como X é nao vazio (pois € X) e limitado superiormente (j4 que y é uma cota superior
de X), entao ¢ :=sup X € R. Note que AN (a,b) e BN (a,b) sao abertos. Assim, se ¢ € X,
entdo ¢ € AN (a,b), donde

(c—=d,c+9) C AN (a,b), para algum ¢ > 0,

e, portanto,

d::c+g€Aﬂ(a,b).

Como sup X = ¢ < d, entao d ¢ X, donde [z,d] € [z,y], o que nos d& y < d e, portanto,
y€le,d C(c—0d,c+0) CAN(a,b),
ja que ¢ < y. Por conseguinte, AN BN (a,b) # &, o que é absurdo! Logo, ¢ ¢ X. Como
[z,c] € [#,9] € (a,b)

ec¢ X, entdo ¢ ¢ AN (a,b), donde ¢ € A, ja que ¢ € (a,b). De (a,b) C AU B, vem
ce€ Bn(a,b), o que nos da

(c—0d,¢+9d) C BN (a,b), para algum 6 > 0.
Como ¢ — § < ¢ =sup X, entao existe h € X tal que c — § < h < c¢ < c+ 4, donde
he XNBN(a,b) CANBN(a,b),

o que é absurdo.

Consequentemente, todo intervalo aberto limitado é conexo. O]
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Proposig¢ao B.3.4. Em um espago topologico, a unidao de uma familia de subconjuntos

conexos com pelo menos um ponto em comum é um subconjunto conexo.

Demonstragio. Sejam X um espago topoldgico e {C)y}rea uma familia de subconjuntos

conexos de X com pelo menos um ponto em comum, isto é, com

D:mC)\%@

AEA

Suponhamos, por redugao ao absurdo, que

OZ:UC)\

AEA

é desconexo. Entao, existem subconjuntos abertos A e B de X tais que
CCAUB, CNA#2#CNB e CNANB=a.
Tome algum C; € {C)}. Como C; CC CAUBeCiNANB = g, entdo
CiNA=0#Ci,NB ou CiNB=g#C NA,

ja que C é conexo. Sem perda de generalidade, suponhamos que seja o primeiro caso.
Entao D C C; € B. Como C' N A # &, entao existe A € A tal que C\, N A # @. E como

C\NB2>2DNB=D#2,

temos

CyCAUB, C\nA#o#C\,NB e CyNANB=0g,
isto é, C nao é conexo. Absurdo! n

Corolario B.3.5. Intervalos abertos de ntimeros reais sao conexos.

Demonstracao. Todo intervalo aberto pode ser exprimido como uma uniao de intervalos

abertos limitados com um ponto em comum. O

Note que um subconjunto X C R é um intervalo se, e somente se, para quaisquer

u,v € X, com u < v, tem-se [u,v] C X.
Proposicao B.3.6. Sejam X um espaco topolégico e A C X. Se
ACBCA,

entdo B é conexo. Em particular, o fecho de um conjunto conexo é conexo.
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Demonstracao. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que existe B C X desconexo tal

que A C B C A. Entdo existem subconjuntos abertos P,Q C X tais que

BCPUQ, BNP#Y#BNE e BNPNQ=2.
Pelas hipoteses sobre B, temos

ACPUQ, ANPAT#ANQ e ANPNQ=2.
Como P e () sdo abertos, temos

ANY #0 < ANY #@, paratodo Y € {P Q}.

Logo, A é desconexo. Absurdo! O

Corolario B.3.7. Intervalos de ntimeros reais sdo conexos.

Demonstracao. E 6bvio que intervalos degenerados sdo conexos. Se a < b, ja sabemos que
(a,b) é conexo, o que nos da (a,bl, [a,b) e [a,b] sdo conexos, por conterem (a,b) e estarem

contidos em [a,b] = (a,b). Por um motivo similar, dado a € R, os intervalos [a, +00) e

(—00, a] também sao conexos. O

Corolario B.3.8. Um subconjunto da reta é conexo se, e somente se, ¢ um intervalo.

Demonstracao. Ja provamos a volta, agora provaremos a ida por contrapositiva. Se X C R
nao é um intervalo, entao existem u,v € X e w € R tais que u < w < v, mas w € X,
donde

X C (—o0,w) U (w,+00),

X N(—oo,w) # @ # XN (w,+00),

e, portanto, X é desconexo. O

Definicao B.3.9. Se X é um espago topologico, dizemos que C' C X é um conjunto
conexo maximal de X (ou uma componente conexa de X) se C' é um conjunto conexo
tal que

CCD = C=D, paratodo D CX conexo.

Proposicao B.3.10. Sejam X um espaco topoldgico e C' uma componente conexa de X.

Entao, para qualquer subconjunto conexo U de X,

UNC#90 <= U#2 e UCC.
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Demonstragao. A reciproca é 6bvia. Suponhamos U NC' # @. Entao, U UC é um conjunto

conexo (veja Proposigao B.3.4), donde
CCUUC = C=UulC = UCC,
como queriamos demonstrar. O

Proposicao B.3.11. Dado um espago topologico X, sao equivalentes:

1. Todo ponto de X possui uma vizinhanca conexa.
2. As componentes conexas de X sao abertas.

3. X é uma uniao de abertos conexos.

Demonstracao. Vejamos primeiro que 1. — 2.

Seja C' uma componente conexa de X. Para cada x € C, temos x € X, donde

existem um subconjunto aberto U, e um subconjunto conexo V, de X com
relU, CV,.
Dai, pela Proposicao B.3.10, temos
reC = 2zelU,CV, = V,NC#0 = V, CC,

donde

c=Uv.=UU,

zeC zeC
e, portanto, C' é aberto.

A implicacdo 2. = 3. se segue do fato de que as componentes conexas de X

formam uma particao de X.

A implicagdo 3. = 1. é imediata. m

Definigao B.3.12. Um espago topoldgico é dito localmente conexo se satisfaz qualquer

um dos itens da Proposicao B.3.11.

Um subconjunto de um espago topolédgico é dito localmente conexo se é um

espago localmente conexo com a topologia induzida.

Exemplo B.3.13. Todos os abertos da reta sdao localmente conexos.

Com efeito, dado um aberto U C R, se z € U, entao existe um intervalo aberto
(a,b) tal que
x € (a,b) CU.

Logo, (a,b) é uma vizinhanga conexa de x na topologia de U.
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Proposicao B.3.14. A colecao de componentes conexas de um aberto da reta é enumeravel

e contém somente intervalos abertos.

Demonstragdo. Seja A C R um aberto. As componentes conexas de A sdo subconjuntos
conexos de R, logo todas as componentes de A sao intervalos, sendo todos esses intervalos

abertos em vista do Exemplo B.3.13.

Sobre a enumerabilidade, considere C a colecao de todas as componentes conexas

de A. Fixe em cada C € C um ntmero racional r¢ € C'. Como a funcao
CeCr—rceQ

é injetiva, o resultado se segue da enumerabilidade de Q. O]

Teorema B.3.15. Conexidade ¢ invariante por funcoes continuas, isto ¢, dados espagos
topolégicos A e B e uma fungao continua f : A — B, se A é conexo, entdao f(A) é um

subconjunto conexo de B.

Demonstra¢ao. Vamos fazer a prova por contrapositiva, entdo comecamos supondo f(A)

desconexo. Assim, existem abertos Y e Z de B tais que
flA)CcyYuZz, f(ANY#o#f(ANZ e f(AANYNZ=2.

Como
ACfHfA) i (Yuz)=fY)uf (2,
com f71(Y) e f71(Z) abertos (pela continuidade de f),

ANfWNfHZ) S AN N Z) = (fANYNZ) =2

ANFAY) £ 24 ANfN2),

entao A é desconexo. O]

Corolario B.3.16 (Teorema do Valor Intermedidrio). Se f : [a,b] — R ¢é continua e
f(a) < d < f(b), entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = d.

Demonstragio. Como f é continua, entao f([a,b]) é conexo (e, portanto, um intervalo).
Desse modo, d € f([a,b]), donde existe ¢ € [a,b] tal que f(c) =d. Como f(a) < d < f(b),
entdo a < ¢ < b, isto é, ¢ € (a,b). H

Corolario B.3.17. Se X e Y sao espagos topologicos, f : X — Y é uma funcao sobrejetiva

continua e X é conexo, entao Y também é conexo.

Demonstragio. Sendo f sobrejetiva, Y = f(X) é conexo. ]
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Corolario B.3.18. Conexidade é um invariante topologico, isto é, se X e Y sdo espacos

topoldgicos homeomorfos, entdao X é conexo se, e somente se, Y é conexo.

Teorema B.3.19 (Teorema da Alfandega). Sejam M um espago topologico e X C M. Se
C' C M é um conjunto conexo tal que CNX # @ #CN(M\ X), entdo CNIOX # .

Demonstragcio. Se C'Nint X = &, entao todo ponto de C' N X esta na fronteira de X.
Analogamente, se C'Nint(M \ X) = &, entao todo ponto de C'N (M \ X)) estd na fronteira
de M \ X, e, portanto, estd na fronteira de X.

Suponhamos, portanto, que
CNint X # @ # CNint(M \ X).

Como C é conexo e
C'Nint X Nint(M \ X) = &,

entao

C Zint X Uint(M \ X).

Logo, existe ¢ € C tal que
c & int X Uint(M \ X),

donde
cgint X ecéint(M\ X).

Nessas condigoes, se A é um aberto de M tal que ¢ € A, entdo, de ¢ ¢ int X, temos
ANM\X) # o
e, do fato de que ¢ € int(M \ X), temos
ANX #@.

Consequentemente, ¢ € C'N0X. O

Definicao B.3.20. Um espaco topoldgico X é dito conexo por caminhos se, para
quaisquer x,y € X, existe um caminho em X ligando = a y, isto é, uma fungao ¢ : [0, 1] —

X continua tal que (0) =z e p(1) = y.

Corolario B.3.21. Sejam M um espacgo topologico e U C M um conjunto conexo por

caminhos. Entao, U é conexo.

Demonstracao. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que U nao é conexo. Entao, existem
abertos A, B C M tais que

UNANB=9@, A=UNA#@#B:=UNB e UCAUB.
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Como A # @ # B, entdo existem a € A ¢ b € B. Por hipétese, existe um caminho
¢ :10,1] = U tal que ¢(0) = a e p(1) = b. Como ¢ é uma aplicagdo continua e [0,1] é

conexo, entao im(y) = ¢([0,1]) é um conjunto conexo, com

a€im(p)NA

b € im(p) N B = im(p) N (U \ A)

donde, pelo Teorema da Alfandega (ver Teorema B.3.19), existe ¢ € A tal que
c€im(p) CU C AUB.

Do fato de que A é aberto, sabemos que ¢ ¢ A, donde ¢ € B, que é um conjunto aberto.
Como ¢ € A, entio
UNANB=ANB+#w.

Absurdo! O

B.4 Compacidade

Uma cobertura de um conjunto X é uma colecao A de subconjuntos de X tal
que X C UA. Uma subcobertura de A para X é um subconjunto B C A que ainda é
uma cobertura de X. Quando X é um espago topoldgico, uma cobertura de X formada

apenas por abertos de X é chamada uma cobertura aberta.

Um espaco topoldgico é compacto se toda cobertura aberta dele admite uma

subcobertura finita.

Um subconjunto D de um espago topolégico X é compacto se D é um espaco

topoldgico compacto, com a topologia induzida de X.
Exemplo B.4.1. Todo subconjunto finito de um espaco topolégico é compacto.

Proposicao B.4.2. O intervalo de nimeros reais da forma [a, b] é compacto.

Demonstragio. Suponhamos, por redugao ao absurdo, que existe uma cobertura { Ay} e

de abertos de [a, b] que ndo admite subcobertura finita.

b—
Note que || = ?a’ onde

[ | [—, b} ,  se {“T”’, b} nao admite subcobertura finita,
Il = |aq, bl =
a, —} , caso contrario.
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b —

okl onde [ = [Clk+17 bk+1] e

De modo geral, note que |I1| =

[@, bk} ,  se [@, bk} nao admite subcobertura finita,

(s, bpgr] = X
[ak, %} ., caso contrario.
e.)
Como I, O I, para cada k € N, entao existe ¢ € ﬂ Iy, pelo Teorema dos
k=1

Intervalos Encaixados A.2.7. Além disso,
cE [Cl,b] - U A/\7
AEA
donde
c € Ay, para algum \ € A,

e, portanto, existe 6 > 0 tal que (¢ — d,c¢+ d) C A, jd que A, é aberto. Como

b—
lim |I] = lim —— =0,
k—o0 k—o00

2

entdo existe ky € N tal que I, C (¢ — d,¢+ J) C A, e, portanto, Iy, admite {A,} como

subcobertura aberta finita. Absurdo! O]

Definicao B.4.3. Um espaco topoldgico é de Hausdorff se quaisquer dois pontos

distintos tém vizinhancas disjuntas.

Proposicao B.4.4. A reta é um espaco de Hausdorff.

a

Demonstracdo. Sejam a < b em R e tome ¢ := — Entao,
(a—ec,a+e)N(b—c,b+e) =2.

Logo, a e b tém vizinhancas disjuntas. O]

Proposicao B.4.5. Seja X um conjunto com pelo menos dois elementos e considere sobre
X a topologia trivial T := {&, X }. Entao, X nao é um espago de Hausdorff. Note ainda

que um subconjunto compacto de X nao é necessariamente fechado.

Demonstracao. Sejam x e y pontos distintos em X. Como X é o tnico aberto nao vazio

de X, entdo toda vizinhanga de x é a mesma vizinhanga de y (que é o conjunto X).

Além disso, dado = € X, como {x} é finito, entao {x} é compacto, mas Y := X \{z}
nao é aberto, ja que & #Y # X. Logo, {x} ndo é fechado. ]

Proposicao B.4.6. Todo subconjunto compacto de um espago de Hausdorff é fechado.
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Demonstracao. Sejam X um espaco de Hausdorff, K’ C X um conjunto compacto e
x € X\ K. Como X é Hausdorff, dado y € X, existem subconjuntos abertos disjuntos A,
e B, de X tais que x € A, e y € B,. Como K ¢é compacto e

K C | B,,

yeK
entdo existe F' C K finito tal que {B,},ecr ainda é uma cobertura de K. Como
A= 4,
yeF

é abertoe ANK = &, entao v € A C X \ K, donde z € int(X \ K). Por conseguinte,
X \ K é aberto, logo K é fechado. O

Teorema B.4.7 (Teorema de Borel-Lebesgue). Um conjunto X C R é compacto se, e

somente se, é fechado e limitado.

Demonstracao. Seja X C R um conjunto compacto. Como
X C R = U (_nan)a
neN
entao, da compacidade de X, existe F' C N finito tal que
X C U (—TL, TL)
neFr

donde X ¢ limitado. O fato de que X ¢é fechado vem do fato de que a reta ¢ Hausdorft.

Reciprocamente, se X C R é fechado e limitado, entao X C [a, b, onde a := inf X

e b:=sup X. Dada uma cobertura {A)} ca de abertos de X, temos
[a,b] C | Ay U (R\X).
AEA
Da compacidade de [a,b] (ver Proposicao B.4.2), existe F' C A finito tal que a cole¢ao
{Ax}rer U{R\F} ainda é uma cobertura de [a, b], o que nos da
X g U A,\,
AEF

como queriamos demonstrar. O

Teorema B.4.8. A compacidade é invariante por funcoes continuas, isto é, se X e Y sao
espagos topoldgicos, X é compacto e f: X — Y é uma fungao continua, entdao f(X) é um

subconjunto compacto de Y.

Demonstragio. Sejam X e Y espagos topolégicos, com X compacto, f : X — Y uma

fungao continua e {Y)} ea uma cobertura de abertos de f(X). Desse modo,

f(X)c UM,

AEA
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o que nos da

XX C s (U YA) = U '),

AEA AEA
Da continuidade de f, temos que Xy := f~1(Y}) é aberto, para cada A\ € A. Logo, { X\ }xea
é uma cobertura de X, que é um espaco compacto, logo admite uma subcobertura finita

{X\}xer. Por conseguinte,

X g U X,\,
AEF

o que implica

Logo, f(X) é compacto. O

Corolario B.4.9 (Teorema de Weierstrass). Se X é um espaco topoldgico compacto e

f: X — R é uma funcdo continua, entdao existem min f(X) e max f(X).

Demonstragio. Como f(X) é compacto em R, entao, pelo Teorema de Borel-Lebesgue
(ver Teorema B.4.7), o conjunto f(X) é fechado e limitado em R. Como « := inf f(X) e
f = sup f(X) sao valores de aderéncia de f(X), entao a, f € f(X). ]

Corolario B.4.10. Se f : [a,b] — R é continua, entdo f([a,b]) é um intervalo compacto.

Demonstragio. Como [a, b] é um intervalo (ja que [a, b] é conexo) compacto, entao f([a,b])

é um intervalo (ja que f([a,b]) é conexo) compacto. O

Corolario B.4.11. Se X e Y sao espacos topologicos, f : X — Y é uma func¢ao sobrejetiva

continua e X é compacto, entao Y também é compacto.

Demonstragio. Sendo f sobrejetiva, Y = f(X) é compacto. O

Corolario B.4.12. Compacidade é um invariante topolédgico, isto é, se X e Y sdo espagos

topoldgicos homeomorfos, entao X é compacto se, e somente se, Y é compacto.

B.5 Espacos métricos

Os exemplos mais comuns de espagos topoldgicos sao dados pelos espagos métricos.

Definicao B.5.1. Uma métrica em um conjunto M ¢é uma funcdo d : M x M — R

satisfazendo:

1. d(z,y) > 0, para quaisquer x,y € M.

2. d(z,y) =0 <= x =y, para quaisquer z,y € M.
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3. d(z,y) = d(y, ), para quaisquer x,y € M.
4. d(x,z) < d(x,y) + d(y, z), para quaisquer z,y,z € M.
Um espago métrico é um par (M, d), onde M é um conjunto e d é uma métrica
em M.

Defini¢ao B.5.2 (Bolas e esferas). Sejam M um espago métrico e a € M.

o A bola aberta de centro a e raio 0 > 0 é o conjunto

B(a,0) :={x € M : d(z,a) < 6}

« A bola fechada de centro a e raio § > 0 é o conjunto

Bla,d0) :={zx € M : d(z,a) <6}

o A esfera de centro a e raio 6 > 0 é o conjunto

S(a,d) :={r e M :d(z,a) =0}.

Um fato extremamente importante é que todo espago métrico M pode ser natural-
mente considerado um espago topoldgico com a topologia dada pela cole¢do de todos os

subconjuntos A C M que satisfazem
para todo x € A, existe § > 0 tal que B(z,d) C A.

Essa topologia é chamada a topologia usual do espago métrico M.

Dados espagos métricos M e N, dizemos que f : M — N é uma imersao isométrica
se d(f(z), f(y)) = d(x,y), para quaisquer z,y € M. Se, além disso, f for bijetiva, dizemos

que f é uma isometria.

Definicao B.5.3. Seja (M, d) um espago métrico. Dizemos que uma sequéncia (z,,) C M

n—oQ
0.

1. converge para L € M se d(z,, L)

2. é de Cauchy se, para cada € > 0, podemos obter ng € N tal que

m,n >ny = d(Tm,,x,) <E.

n—oo . . .
Escreveremos x,, —— L ou lim z,, = L para significar que (z,) converge para L.
’ . oo ~ z n—oo
Quando acharmos que ha risco de confusao, podemos escrever também z,, T> L para

deixar claro que a convergéncia é relativa a métrica d.
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Teorema B.5.4 (Unicidade do limite). Se (M, d) é um espago métrico e (z,,) € M, entdo
T}Lngoxnzpe nh_>noloxn:Q = P =0Q.

Demonstracao. Se nh_)n;@ r, = Pe nll_)lgo x, = @, entao
A(P,Q) = lim d(P,Q) < lim [d(P,z,) + d(z,, Q)] = 0.
Por conseguinte,
d(P,Q) =0,
donde P = Q). n
Defini¢ao B.5.5. Um espago métrico (M, d) é completo se
(r,) € M é uma sequéncia de Cauchy =— existe L € M tal que 1}1&2@ x, = L.

Definicao B.5.6 (Limite). Sejam M e N espagos métricos, f: X C M — N uma fungao
e a € X'. Escrevemos lim f(x) = L se, para qualquer (z,,) C X \ {a},

n— o0 n— o0

r, — a = f(z,) — L.
dM dN

Teorema B.5.7. (LIMA, 2017, Proposi¢ao 9, p. 130) Sejam (M, dys) e (N, dy) espagos
métricos e a € M. Entao, f : M — N é continua em a se, e somente se, para qualquer
(zn) € M,

T HZTTO) a = f(x,) n:—NOO> f(a).

Teorema B.5.8 (Monotonicidade do Limite). Sejam M um espago métrico, V' C M uma
vizinhanga de a e f,g : M — R fungoes tais que f(z) < g(z), para todo x € V' \ {a}.
Assim,

lim f(x) =Pe limg(zx) =Q = P <Q.

r—a T—a

Demonstra¢io. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que Q < P. Seja (z,) C M \ {a}
tal que n11_>n010 x, = a. Como V é uma vizinhanga de a, entao existe § > 0 tal que Bs(a) C V.

Do fato de que nh_}rgo d(x,,a) =0, existe n; € N tal que

n>n = d(z,,a) <9.

P
Sendo nh_)rglo f(z,) = Pe nh_)rgo g(x,) = Q, entdo, tomando ¢ := 5 existem

ne9,ng € N tais que
n>ny, = |f(z,) —P|<ce¢
n>ny = |g(z,) — Q| <e.
Assim, pondo ng := max{n, ng,n3}, temos
n>ny = g(z,) <Q+ec=P—c< f(z,) ed(zy,a) <6

donde g(xy,) < f(xn,) € x,, € Bs(a) C V, o que é absurdo. O
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Teorema B.5.9. Sejam M um espaco métrico, f,g: X C M — R fungoes e a € X' tais

que lim flz)e lim g(x) existem. Se lim flz) < lim g(x) e e > 0, entao existe 6 > 0 tal que
f(z) < g(x) + ¢, para cada z € [B(a,d) \ {a}] N X.

Demonstragdo. Se, para cada 0 > 0, existe z € [Bs(a) \ {a}] N X tal que f(z) > g(x) + ¢,

entao, para cada n € N, o conjunto

1
X, = {xeX:xeB(a,) \{a} e f(x) Zg($)~|—e}
n
¢é nao vazio. Escolhendo, para cada n € N, um x,, € X, obtemos uma sequéncia (z,,) tal
que x, € Bla, =)\ {a} e f(z,) > g(x,)+e. Como lim 2, = a, pelo Teorema do Confronto
(ver Teorema A.1.10), entao

lim f(z) = lim f(z,) > lim g(z,) +e > lim g(z,) = lim g(z),

pela Monotonicidade do Limite (ver Teorema A.1.11). O

As provas dos dois teoremas a seguir sao faceis adaptacoes das provas expostas em
(LIMA, 2019, Teorema 4, p. 198; Teorema 7, p. 200).

Teorema B.5.10 (Teorema do Confronto). Sejam M um espago métrico, f,g,h: X C
M — R funcoes e a € X'. Se

f(z) < g(x) < h(x), para todo x € X \ {a}
lim £(z) = lim h(z) = L,
entao lim g(z) = L.

Teorema B.5.11. Sejam M um espago métrico, f,g: X C M — R fungoes e a € X’. Se
lim f(z) = P e lim g(x) = @, entéo lim[f(z) + g(«)] = P+ Q ¢ lim[f() - g(a)] = P- Q.

Se @ # 0 e existe uma vizinhanga V' C M de a tal que tal que g(z) # 0, para todo

P
z € [V\ {a}] N X, entdo lim ngj; =0 Além disso, se P =0 e g é limitada em X \ {a},
z—a g(x

entao glclgé[f(x)g(a:)] = 0.



149

APENDICE C - Algebra Linear

Neste capitulo enunciaremos as principais defini¢oes e teoremas de Algebra Linear
que nos serao tteis. As proposigdes, os teoremas, etc. sem demonstragao ou i) sdo fatos
facilmente verificiveis (e nenhuma referéncia serd citada diretamente) ou ii) sao de dificil
demonstracao, mas sao teoremas classicos. As principais referéncias desse capitulo serao

(LIMA, 2018) e (BUENO, 2006).

C.1 Espacos vetoriais

Definicao C.1.1. Um conjunto F munido de operagdes +: E X E— EFe-:RxE — FE
é um espaco vetorial se

1. u+ (v+w) = (u+v) +w, para quaisquer u, v, w € E.

2. u+v =0+ u, para quaisquer u,v € F.

3. Existe Op € F tal que v+ Op = u, para todo u € F.

4. Para cada u € F, existe —u € F tal que u + (—u) = Og.

5. (a4 ) -v=a-v+ v, para quaisquer o, 3 E Rev € E.

6. - (u+v)=a-u+ «a-v, para quaisquer u,v € F e a € R.

7. a-(f-v)=(a-p)- v, para quaisquer o, E Rev € E.

8. 1-v=w, para todov € FE.
Exemplo C.1.2. R é um espaco vetorial com as operagoes de adicao e multiplicacgao.

Exemplo C.1.3. Dados X um conjunto e E um espaco vetorial, o conjunto F(X, F) das

fungoes f : X — E é um espaco vetorial com as operagoes

(f+9)(u) = f(u) +g(u), paratodo ué€ X,
(A= f)(u) ==X f(u), paraquaisquer ve X e ANeR.

Exemplo C.1.4 (Espaco de sequéncias). Defina, para cada p > 0, o conjunto

P(N) = {(mn) CR:D |zl < —|—oo}
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e seja

(*(N) == {(In) CR:suplz,| < —I—oo}.

neN
Entéao ¢?(N), para p € (0, 00|, é um subconjunto de (N, R) que ainda é um espago vetorial

com as operacoes herdadas.

Demonstracao. Seja 0 < p < oo. Observe que

x4+ P x|+ P
(52) < (M) < malep. oy < b+ 1o

o que nos da
|+ y” < 2°(]” + [y?).

Isso garante que a soma de duas sequéncias em (P(N) continua em /*(N).
Agora sejam (x,,), (y,) € £>°(N). Entao existem Cp,Cy > 0 tais que

|z, <Oy e |y, < Cy paratodo n€N.

Logo,
|0 + yn| < |2n| + |yn] < C1+Cy, paratodo n e N.

Isso prova que (z,,) + (y,) € (*°(N). O

Exemplo C.1.5 (Espago produto). Se Ej,..., E, sdo espagos vetoriais, entdao F :=

Ey x --- x E, é um espaco vetorial com as operagoes

(a1, .. an)+ (b1, ..., by) := (a1 +g, b1,...,an +5, by)

a-(ay,...,a,) = (@ g a1,...,0 g, ap).
Seja E um espaco vetorial. Dado A C FE, o espago gerado por A é o conjunto

n
span A := {Zaivi:ozl,...,oznER,UI,...,UHEA,TLGN}.

i=1
Dizemos que X C F gera Y (ou que Y é gerado por X) se Y = span(X).

Um conjunto X C E é linearmente independente (L.I.) se

n n
ZO@U@' =0 = a1 =---=aqa, =0, qualquer que seja Z%‘Ui € span X.
i=1 i=1

Um conjunto B C E é uma base de E se B gera F e ¢é linearmente independente.

Proposicao C.1.6. Se E é um espago vetorial, X := {v;}!.; C F é um conjunto L.I. e

v € span X, entao existem tnicos escalares aq, ..., «, tais que v = Z Q; ;.
i=1
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Proposicao C.1.7. Se E é um espago vetorial e B C E é uma base, entdo, para cada

v € E\ {0g}, existem tnicos uq,...,u, € B e Unicos escalares a,...,q, tais que

n
v:Zaiui eq; #0, paratodoi=1,...,n.
i=1

Dizemos que um espaco vetorial F tem dimensao finita se existe X C F finito
tal que span(X) = E. Nao é dificil ver que se E tem dimensao finita, entdo £ admite uma

base finita.

Teorema C.1.8. Se E é um espaco vetorial de dimensao finita e A, B C F sao bases,
entao |A| = |B|.

Definigao C.1.9. Se F é um espaco de dimensao finita, sua dimensao ¢ a quantidade

de elementos de (qualquer) uma de suas bases.

Teorema C.1.10. Se E é um espaco vetorial e X C F, sdo equivalentes:

1. X é uma base de E.
2. X é um conjunto L.I. maximal.

3. X é um conjunto gerador minimal.

Demonstra¢io. Suponhamos 1) e provemos 2). Se X nao fosse um conjunto L.I. maximal,
entdo haveria Y C F tal que X C Y e Y é L.I. Assim, existe a € Y tal que a ¢ X. Como
a € E e X é uma base de E, entdo a € span X, donde Z := X U {a} ndo é L.I., o que é
absurdo, ja que Z C Y.

Suponhamos 2) e provemos 3). Se X nao fosse um conjunto gerador minimal, entéo
haveria Y C F tal que Y C X e spanY = FE. Assim, existe a € X tal que a ¢ Y. Como

a € spanY, entdo Z :=Y U{a} ndo é um conjunto L.I., o que é absurdo, ja que Z C X.

Por fim, suponhamos 3) e provemos 1). Se X nao fosse uma base de F, entdo X nao
¢ L.I., donde existiria a € X tal que a € spanY, onde Y := X \ {a}. Logo, spanY = FE,

contradizendo a minimalidade de X. O

Teorema C.1.11 (Teorema do Completamento). Se F é um espaco vetorial e X C E é
um conjunto L.I., entdo existe B C E base de E tal que X C B.

Demonstragcao. Considere o conjunto

A={ZCFE:X CZeZéum conjunto L.I.}.

Seja {Hy}ren € A tal que

H, C Hyou Hy C H,, para quaisquer A, € A.
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Note que

H, C |J H,, para todo p € A.
AEA

Sejam uy, ..., u, € U H) tais que
AEA

a Uy + -+ oy, = Op.

Para cada ¢ = 1,...,n, existe \; € A tal que u; € H),. Como
U Hy, = Hy,, para algum Ao € {A1,..., A},
i=1

entao

UL,y ..., Uy € ]YAO,

que é um conjunto L.I., donde

o= =aqa, =0.

Logo,

U H\é6LL = |J H €A
A€A AEA

Isto prova que U H) é, com respeito a relagao de ordem de inclusao de conjuntos, uma
AEA
cota superior de {H)}ea.

Pelo Lema de Zorn, o conjunto A possui pelo menos um elemento maximal, digamos

B, com respeito a relagao de ordem de inclusao de conjuntos.

Pelo Teorema C.1.10, o conjunto B é uma base de E. m

Corolario C.1.12 (Existéncia de base). Se F é um espago vetorial nao trivial, entdo £

admite pelo menos uma base.

Demonstragio. Sendo E nao trivial, existe v € F'\ {Og}, donde {v} é um conjunto L.I.
de E. Pelo Teorema C.1.11, existe pelo menos uma base B de E tal que {v} C B. O]

Corolario C.1.13. Se F é um espaco vetorial de dimensao finita e X C E é um conjunto
L.I. tal que | X| = dim F, entao span X = E.

Demonstragio. Pelo Teorema do Completamento (ver Teorema C.1.11), o espaco E admite
uma base B tal que X C B. Como |B| =dim £ = | X]|, entdo X = B. O

Teorema C.1.14. Se F' é um espaco vetorial de dimensao finita e £ C F' é um subespaco

vetorial tal que dim F = dim F', entao £ = F.
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C.2 Transformacoes lineares
Dizemos que uma aplicagao T : F — F' é uma transformacao linear se

T(u+ M) =T(u)+ ANT'(v), para quaisquer uw,v € F e Xe€R.

Se T : E — F é uma transformacao linear, Tu := T'(u), para todo u € E. Uma

transformacao linear bijetiva é dita um isomorfismo linear.
O conjunto de todas as transformagoes lineares T : E — F' é denotado por L(FE, F).

Transformacoes lineares T' : E — FE sao chamadas operadores lineares em FE;
transformagoes lineares T : ' — R sdo chamadas funcionais lineares. Escrevemos £(E)
em vez de L(F, E) e E* em vez de L(E,R). O espago dual de E ¢é o espago vetorial dado

por E* munido das operagoes usuais.

Teorema C.2.1. Sejam E um espago vetorial, B C F uma base e f : B — F uma

aplicacao. Entao, existe uma unica transformacao linear 7' : E — F tal que

T(u) = f(u), paracadau € B.

Demonstragao. Pelo Corolario C.1.7, para cada v € E, existem tnicos uj,...,u, € Be
v v 3
escalares af,...,a; tais que
Ny
v,V .
v = Zaiui, com «; #0, paratodo i=1,... n.
=1

Provaremos que a aplicacao T': £ — I’ dada por
T(v) =) ajf(uf)
i=1
satisfaz as condig¢oes do enunciado. Claramente,

T(u) = f(u), para todo u € B.

T é linear. Dados v,w € E e um escalar A\ # 0, ponha

u; i=uy, paratodo ¢ =1,...,n,;
Up,+i = uy’, para todo i =1,... ny;
v ; .

af, seit=1,...,n,;
;=

0, caso contrario;

0, set=1,...,n;

Bi =

w
7

o, caso contrario;

N = Ny + Ny-
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Nessas condigoes,

v+ Aw = Z(Ozi + ABi)u;, com o + A\B; # 0, paratodoi=1,...,n,

=1

donde

n n n

T+ w) = (o + A0 fw) =D aif(u) + XD Bif (w;) = T(u) = T(v) + AT (w).

i=1 i=1 i=1
Isto prova que T é linear.

T é tnico. Seja h: E — F uma aplicagao linear tal que
h(u) = f(u), para cada u € B.

Dado v € E, temos
h(v) = h (Z afuf) =S alh(ul) =3 ol f(ul) = T(v).
=1 =1 =1

Logo, h =T, como queriamos demonstrar. O

Teorema C.2.2 (Transformagao linear injetiva leva L.I. em L.I.). Se E e F' sdo espagos

vetoriais e T': E — F é uma aplicacao linear, entdo T é injetiva se, e somente se,

T(X) é um conjunto L.I., para cada conjunto L.I. X C E.

Demonstracdo. Suponhamos T injetiva e que X C F é um conjunto linearmente indepen-
dente. Dado {u;}?,; C X, verificaremos que {T'u;}!, é L.L

Sejam [y,..., [, € R tais que
T (Bruy + -+ + Bpuy) = f1Tuy + - + B Tu, = 0p.
Pela injetividade de T', temos
fruy + -+ Buy, =0p = 1 =---=f3,=0.

Logo, {Tu;}!, é L.1., donde T'(X) é L.I..

Reciprocamente, suponhamos que T'(X) é L.I., para cada conjunto L.I. X C E. Se
T nao fosse injetiva, entdo haveria x € E'\ {Og} tal que Tz = 0p. Como {z} é L.I., entdo,
por hipdtese,

{0p} = {Tz} =T ({«})

¢ L.I., o que ¢é absurdo. O

Corolario C.2.3. Se F e F' sao espagos vetoriais, entao uma aplicagao linear 7': £ — F

é bijetiva se, e somente se, para cada B C FE base, T'(B) é uma base de F.
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Demonstra¢io. Suponhamos que T' é bijetiva. Se X é uma base de E, entdao T(X) é um
conjunto L.I., pelo Teorema C.2.2. Dado v € F, existe um tnico u € E tal que Tu = v,

pela bijetividade de T', donde existem ay,...,a, € Re xy,...,z, € X tais que
u= Zoz,-xi — v=Tu= ZaiTxi — v € spanT(X).
i=1 =1
Logo, spanT'(X) = F.

Reciprocamente, suponhamos que T'(B) é uma base de F, para cada B C E base.
Se houvesse u € E \ {0g} tal que Tu = O, entdo, pelo Teorema do Completamento (ver
Teorema C.1.11), existe X C E base tal que u € X, donde, por hipétese, T'(X) é uma base
de F, o que é absurdo, ja que 0 = Tu € T'(X). Logo, ker T'= {0g}, isto é, T é injetiva.

Provaremos agora que T também é sobrejetiva. Se E' é um espaco nao trivial, entao
existe B C F base, pelo Teorema C.1.12. Dai, por hipdtese, T(B) é uma base de F. Dado

v € F, existem escalares aq,...,qa, € uy,...,u, € B tais que
n n
v = Zoz,Tui =T (Z aiui> = veT(F).
i=1 i=1
Logo, T(F) = F, isto é, T' é sobrejetiva. O

O préoximo corolario deixa claro que dois espacos vetoriais sao isomorfos se, e

somente se, possuem a mesma dimensao.

Corolario C.2.4. Se E e F sao espacos vetoriais de dimensao finita, entdo dim £ = dim F’

se, e somente se, existe uma transformacao linear bijetiva T : £ — F.

Demonstrag¢do. Suponhamos que dim F = dim F. Assim, se A é uma base de F e B é
uma base de F', entao
|A| = dim E = dim F' = |B|,

isto é, existe uma aplicagao g : A — B bijetiva. Pelo Teorema C.2.1, existe uma transfor-

macao linear T : £ — F tal que
T(x) = g(z), paratodo =€ A.

Provaremos agora que 1" é bijetiva.

Dado v € F, existem escalares ay,...,a, e v1,...,v, € B = g(A) =T(A) tais que

n
V= Z%Uz‘- Para cada i = 1,...,n, existe u; € A tal que Tu; = v;, donde

i=1
v=> oTu; =T (Z Oéﬂh')
i=1 i=1

e, portanto, v € T(E). Logo, T é sobrejetiva.
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Se u € E tal que Tu = O, entao existem escalares aq,...,q, € v1,...,v, € A tais
n

que u = Z a;v;, donde
i=1

Op:Tu:ZaiTvi:Zaig(vi) == ay=-=qa,=0

i=1 i=1

e, portanto, u = Op. Logo, ker T' = {0g}, isto é, T é injetiva.
Reciprocamente, suponhamos que existe uma aplicagao linear 7' : £/ — F' bijetiva.
Se A C E é uma base, entdo T(A) é uma base de F', pelo Corolario C.2.3, donde

dim F = |T(A)| = |A| = dim E,
como queriamos demonstrar. O
Sejam E' e F' espago vetoriais, com V := {v;}l; C EF e W := {w;}"; C F bases

de F e de F, respectivamente. Se T': E — F' é uma aplicacao linear, entao, para cada

Jj =1,...,n, existem unicos escalares ay;, ..., an; tais que
m
T(vj) = ) ayjw.
i=1
Como, para cada x € F, existem tnicos escalares x1,...,z, tais que
n
T = Z Z;Vj,
=1

entao
n m n m

Tx = Zl’jT(Uj) = ZZL‘]‘ QWi = ZZ[E]'O!Z‘J"LUZ‘,
j=1

j=1 i=1 j=1li=1
O que nos permite escrever

@11 ... O1p T
Tx = [wl wm}-
m1 -+ Omn Tn
A matriz de T nas bases Ve W é
@11 ... O1p
[Tl =
Am1 - Omp

Note que dim £(F, F') = dim E - dim F..

Teorema C.2.5. Sejam E um espacgo de dimensao n e F' um espago de dimensao m. Se

A e B sao, respectivamente, bases de E e de F, entao a aplicagao
T € L(E,F) — [T]} € M(m x n)

é um isomorfismo.
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Teorema C.2.6. Se E e F sdo espagos vetoriais e T': E — F é uma bijecao linear, entao
T-': F — FE também é.

Demonstracdo. Sejam u,v € F'e A\ € R. Como T é bijetiva, entao existem tnicos a,b € F
tais que T'(a) = u e T'(b) = v, donde

u+ v ="T(a)+ AT'(b) = T(a+ \b),
e, portanto,
T Hu+ ) =a+Xb=T"(u) + \T ' (v).
Logo, T ¢ linear. O

Teorema C.2.7 (Teorema do Nicleo e Imagem). Se E e F' sao espagos vetoriais de

dimensao finita e T : £ — F' é uma aplicacdo linear, entao
dim £ = dimker 7" + dim T'(E).

Demonstragio. Seja B := {v;}¥_, uma base de ker T'. Se B for uma base de E, entdo, dado

v € F, existem Unicos escalares aq, ..., a, tais que v = Z a;v;, donde
i=1

Tv = ZaiTUi =0 = vEkerT.

=1

Logo,

T(E)={0p} = dimT(F)=0 = dim F = dimker T + dim T'(E).

Suponhamos agora que B nao é uma base de F. Pelo Teorema do Completamento
(ver Teorema C.1.11), existem vetores vgy1,...,v, € F tais que BU {vg41,...,0,} é uma
base de E.

Nosso objetivo é provar que Y := {Tv41,...,Tv,} é uma base de T'(F).

Comegaremos verificando que Y é um conjunto L.I.. Sejam ajq, ... a,, escalares
n

tais que Z a;Tv; = 0p. Assim,

i=k—+1
n n
T Z o, | =0 = Z ;U; € kerT.
i=k+1 i=k+1

Como B ¢é uma base de ker T, entao existem escalares aq, ..., ay tais que

n k k n

Z aivi:Zaivi — Zaivi— Z o, =0 —= o=y =---=aq, =0.

i=k+1 i=1 i=1 i=k+1

Logo, Y é linearmente independente.
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Por fim, verificaremos que spanY = T'(F). Dado y € T(F), existe € E tal que
Tx =y. Como x € E, entao existem escalares x1,...,x, tais que

n n
x:invi — y=Tr= Z ri/Tv; = y € span.
i=1 i=k+1

Portanto, Y é uma base de T'(F), donde dimT'(E) = n — k. O

Corolario C.2.8. Se E e F sao espagos vetoriais de mesma dimensao finitae T : £ — F

¢ uma aplicacao linear, entdo 1" ¢é injetiva se, e somente se, T é sobrejetiva.

Demonstra¢io. Suponhamos que T' é injetiva. Pelo Teorema do Ntcleo e Imagem (ver
Teorema C.2.7), temos
dimT(E) = dim F = dim F,

donde T'(FE) = F, pelo Teorema C.1.14, e, portanto, T' é sobrejetiva.

Reciprocamente, suponhamos que 1" é sobrejetiva. Como T'(F) = F', entao
dim F 4+ dimker 7' = dim F' + dimker 7' = dim T'(E) + dim ker 7" = dim F,

donde dimker T" = 0 e, portanto, ker ' = {0}, isto é, T' é injetiva. ]

Em dimensao infinita o resultado anterior nao vale sempre: o operador linear
T : R[z] = R[z] tal que T(1) = 2%, T(z) = 2*,T(2*) = 25 etc. é injetivo, mas nao ¢

sobrejetivo.

Teorema C.2.9. O vetor nulo é o tnico vetor de um espago vetorial que zera em todos

os funcionais lineares.

Demonstragio. Sejam V um espago vetorial e v € V '\ {0}. Como {v} é um conjunto
linearmente independente, existe B C V base tal que v € B. Pelo Teorema C.2.1, existe

uma (dnica) aplicagao linear £ : V' — R tal que
Ew)=1 e &w)=0, paratodo we B\ {v}.

Isto prova que, dado um vetor nao nulo v de um espaco vetorial V', é sempre possivel

encontrar um funcional linear £ € V* tal que £(v) # 0. O

Terminamos essa secao com um critério em geral de facil verificacdo pra determinar

se uma transformacao linear é injetiva ou nao.

Proposicao C.2.10. Seja T': E — F uma transformacao linear. Entao 7T é injetiva se, e
somente se, ker T :={u € E: Tu =0} = {0}.
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C.3 Espacos normados

Definicao C.3.1. Uma norma em £ é uma fungao || - || : £ — R tal que
1. ||u|| > 0, para qualquer u € E;
2. JJlul| =0 <= wu =0, para qualquer u € F;
3. [|A-u| = |A| - ||ul|, para quaisquer u € E e X € R;
4. ||u+ o] < |lu|l + ||v], para quaisquer u,v € E.
Se || -|| ¢ uma norma em E, dizemos que (F, ||-||) ¢ um espago vetorial normado.
Observe que toda norma || - || em um espago vetorial £ induz uma métrica em F
dada por
d(z,y) = [lz —yl|
Teorema C.3.2 (Continuidade da norma). Se E é um espaco vetorial e || - || ¢ uma norma
em F, entdo || - || é continua.

Demonstrag¢io. Sejam a € E e (z,) C E tal que z, T—|T°> a. Como

n—oo

0 < [lnll = llalll < llzn = all ==0,

entdo, pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10),

n—oo

2]l —= llal|.
Logo, || - || é uma fungéo continua. O
Exemplo C.3.3. A fun¢ao médulo em R é uma norma.

Exemplo C.3.4. Se E é um espaco vetorial e {v;}?_; é uma base de E, entdo, dado v € E,

existem unicos aq,...,q, € R tais que v = Z a;v;. As expressoes
i=1
n

lolh =3 lail e o]l = max |as]
i=1 T

definem normas sobre F.

Exemplo C.3.5. Dado p > 1, a expressao

()] (S, |2aP)?, se 1< p< oo,
Tn)l|lp =

SupneN |$n|7 s€ p= +OO7

define uma norma sobre (?(N) (veja Exemplo C.1.4).
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Demonstracao. Ver Teorema C.3.7. O

Teorema C.3.6 (Desigualdade de Holder). Sejam f € /P(N) e g € ¢4(N) com

1 1
p,q € [1,400] tais que -4 -=1.
p q

Nessas condigoes,
fge !(N) e [Ifglls < I fllpllglle-

Demonstra¢io. Vamos provar primeiro para p,q € (1,+00). Vamos comegar mostrando
que fg € (*(N). Pela desigualdade de Young (ver Teorema 6.2.17),

1P, gl
[fol < = —+—-,

p q

donde vem
S gy _ 71 Dl
Ifal =S 1G] < 3 (L0 oty L, Wl o
n n p q p q

Isso prova que fg € ¢*. Disso também vem que se ||f|, = [lg]l; = 1, entdo

1 1
Ifgli <-+-=1.
b q

Aplicando esse resultado as fungoes f':= f/| fll, € ¢' :== g/l|9]|4, temos

Hfg

=f'gh <1,
£ 1l llgllg

1

donde vem
1l < [/ 1bllglla
como queriamos demonstrar. (Observe que a desigualdade vale trivialmente quando

Hf”p =0 ou Hqu =0.)

Sejam agora p =1 e ¢ = +00. Entao
1fglls = >_1f(n)g(m)] < D (1f()llgllee) = lgllee D 1fal = Ngllocll fIIr.
como queriamos demonstrar. O

A subaditividade de || - ||, ¢ uma desigualdade particularmente especial:

Teorema C.3.7 (Desigualdade de Minkowski). Sejam f,g € ?(N) com p € [1,+0o0].
Entao,
1+ gllp < [1£llp + llgllp-
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Demonstracao. Para p = 1, temos

1f + gl =2 1(f +9) () < 3 (1F ()] + lg(m)) = 2 1F ()] + D lg(m) = Il + llgls-

n n

Para p = +o00, temos
f) < [Iflle e lg(n)] <llgllc, paratodo neN,

donde vem

[(F+9) )] < [f(n)] + g(n)] < Iflleec + llglloe,  para todo n €N,

e, portanto,
1+ gllee = sup [(f + 9) ()| < [[flloc + llgloc-

Por fim, suponhamos agora p > 1 e seja g tal que 1/p+1/g = 1. Veja que a desigualdade é
trivialmente verdadeira se || f + g||, = 0, entdo consideremos apenas o outro caso. Observe
que

f+gP=\f+gllf + gl <|fIIf + 9Pt + gl f +glP

Aplicando a desigualdade de Holder (veja o Teorema C.3.6) para as funcoes | f||f + g|P~!
e lg||f + g|P~!, obtemos

1/q
I+ g~ < FBlIL + gl Hla = 1£ 1l (Z !(f+g)(n)\p>

n

1/q
lgllf +glP~ e < Nlgllplllf + 9P~ g = llgll» <Z|(f+g)(n)!p> :

Logo,

1f +gllp = 1 + ) ()P = lIlf + gl < WAIF+ gl"~ Ml + Hgllf + gl

1/q
< <Z (f + g)(n)V’) (£l + Nglle) = ILF + glB (U f 1l + Nglln)

= IIf + gl (1l + Nlglly),

ja que 1+ p/q =p. Como 0 < ||f + g|l, < +oo (veja Exemplo C.1.4), podemos dividir

ambos os membros da desigualdade obtida acima por || f + gHg_l, o que nos da
1F+ gl < 171+ llgllp
como queriamos demonstrar. O]
Proposicao C.3.8. Dados p < ¢ em [1,400], temos
llzlly < |l=|lp, para todo =« € ¢P(N).

Em particular, /?(N) C ¢4(N).
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Demonstragio. Suponhamos g < +o00. Seja x € fP(N). O resultado é ébvio se ||z||, = 0.

Suponhamos entao ||z||, > 0. Defina

e =/,

Como 1 = |le||P = 3=, |e;]P, entao cada [e;| < 1. Logo, |e;|? < [e;|?, para todo j € N, donde

vem

1/q 1/q

el = (Sler) < (Sler) 1=
i i
e, portanto,
zllg < [l < o0
Se ¢ = 400, dado i € N, temos |z;[P < 355 [74? = ||z||}, donde vem |z;] < [[z]],.
Logo,
[2]loe = sup [ < x|, < 400,

7
o que termina a prova. O
Exemplo C.3.9. Se Fy,..., E; sdo espacos normados e F := F; X --- X E4, entao a
expressao

%] 0o := max_ llz;||, paratodo z = (x1,...,24) € E,
define uma norma sobre E. (Veja o Exemplo C.1.5.) Além disso, se ¢ : [0, 4+00) — [0, +00)

¢ uma funcao convexa e crescente tal que

P(0)=0 e lim ¢(z)=+oo,

r—r-+00

entao a expressao

d .

e =t fo 00550 (B05) <), oo 2= (s €
i—1

define uma norma sobre FE.

Resposta. Se x = (z1,...,x4) € E'\ {Og}, entao

|zi|| g, > 0, para algum ¢ € [d].

Como
loile, oo, o,
a
entao
w<||xz||El> a—0" T00
a
donde

25| &, lzillg, | a0t
— | > : 5 .
4 l@/}( " > 1) " 400

1=
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Em particular, para todo a > 0 suficientemente pequeno,

i@b(“””@) .
j=1 a

Logo, [lzly # 0.

Vamos verificar agora que
| Az|ly = |A|]|z||y, para quaisquer A € R e z = (z1,...,24) € E.

Sejam A € R, com A # 0, e z € E. (A validade da identidade para A = 0 é 6bvia.)

oo (Pt <)
1o (5

Sejam

Note que A = B. Com efeito,

AZi|| g
a€A <= a>0e Zw(” xc >§1

=1
]

<~ a>0e Z@b(w f;)gl

d .
<= a = |A|b, para algum b > 0 tal que Z¢ <”‘TZI)E> <1

=1

<= a € B.

Logo,

IAz]ly = inf A = inf B = |A|inf {b >0 Z¢ <”“’”

) < 1 = ilel

|z +ylly < |lzlly + |lylle, para quaisquer z,y € RY.

Por fim, vamos verificar agora que

Fixe z,y € R? e considere os conjuntos

Vamos verificar que

Zw (H‘x’ —:_y;“E ) < 1, para quaisquer a € A’ e bc B'.
a
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Para isso, fixe a € A’,b € B’ e considere

Dai,

lyill &

ZMW) Zw<a+b a+b>
—Zw(‘ L )
StZw(”le”Ei>+<1_t>Zw(”yib”E")

<t+(1-t)=1.

Disso vem que

x4+ y|ly < a+b, para quaisquer a € A e b e B,
%

0 que nos permite concluir que
[z +yllo < llzlle + 1Yl
como queriamos demonstrar. O
Para cada p > 1, a funcao
€ [0, +00) — P,(z) = 2P

satisfaz as hipdteses do Exemplo C.3.9, fazendo com que || - ||, := || - ||, seja uma norma
sobre E. Note ainda que, dado x = (z1,...,2,) € E, temos

1

n ‘ P n 1
Il = inf{a >0:3 (”"TG"E> < 1} — inf {a >0 (Z %, ) a}
i—1 —
- (ani@i) |
=1

As normas || - ||, sobre o espago produto Ej X - - - X E,, constituem para este trabalho

o exemplo fundamental de uma familia de normas equivalentes.

Definigao C.3.10. Dizemos que duas normas || - ||, || - ||" sobre o mesmo espago vetorial F
sao equivalentes se ||z|| = O(||z|") e ||=]" = O(||=||) quando = — 0.
Proposicao C.3.11. Duas normas || - || e || - || sobre o mesmo espago vetorial E sao

equivalentes se, e somente se, existem a,b > 0 tais que

|lz|| < allz|’, paratodo € E,

|z||" < bljz||, paratodo x € E.
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Demonstra¢ao. Suponhamos ||-|| e ||-|| equivalentes. Entao existem a,b > 0e U C (E, ||-|)

e VC(E,| -|) vizinhangas de Of tais que
[zl < allzl]” e [yl <bllyl, para quaisquer €U,y e V.

Seja x € E e tome ki, ky > 0 tais que kix € U e kyx € V. Temos

kllz]| = [k < allkiz]]” = aki |||/
e
kol|2)|" = [[ka[|” < bl ko || = ko],
donde vem
2l < allz]]” e [zl < bfjz,
como queriamos demonstrar. A reciproca é imediata. O
Teorema C.3.12. Se Fi, ..., F, sao espacos normados e F := E; X --- X F,, entao
P
Z H‘IIH%Z , Se peg [1,—|—OO),
”(mla""xn)np: (
max e, se p= oo,
para cada z = (z1,...,x,) € E. Além disso, para cada = € F fixado, a aplicagao
p=>1w |z,
é ndo crescente e todas as normas || - ||, sobre E sao equivalentes.
Demonstracao. Que
p=1e [zl

é nao crescente é a mesma prova de Proposicao C.3.8. Além disso, note que

1 1
BT < (i) = =,

|20 = max |||z, = (max ||;]

Suponhamos agora ¢ > p > 1 e ponhamos r := ki > 1. Pela Desigualdade de Holder
p
(ver Teorema C.3.6), temos

Sl < (3 (lallt,)")

S =
QI3

(Z17) 7 = (Sl ) ',

donde

11
]l < me[z]]-
Por fim, supondo agora oo > ¢ > p = 1, temos

[zl < nllzlle < nllzfly.

Logo, || - ||, e || - ||4 s@o equivalentes. O
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Teorema C.3.13. Sejam || - || e || - [|* duas normas sobre um mesmo espago vetorial E.

Entéo ||+ || e || - || s@o normas equivalentes se, e somente se, dada uma sequéncia (x,,) C E,
(x,,) converge para L € E na norma || - || <= (z,) converge para L na norma || - ||*.
Demonstragio. Suponhamos primeiro que || - || e || - ||* sdo equivalentes. Entao existem

a,b > 0 tais que
lz|| < allz|* e || <b||x|, paratodo z € E.

n—

Suponhamos que z,, H—\TO> L. Assim, dado £ > 0, existe ng € N tal que

€
n>ny — ”xn_LH<g7

donde z,, ===>% L, j4 que

Il
€

nzng = llon = LI < bllea — L] <b->

E.

Agora suponhamos que z, —— L. Assim, dado € > 0, existe ny € N tal que

Il

€
n>ny = |z, —L|”* <

Como
€
|z, — Ll < allz, — L||* < a- o=5

n—oo

entao x,, W L.

Reciprocamente, suponhamos que (z,) converge para L € FE na norma | - ||
<= (z,) converge para L na norma || - ||* e consideremos a aplicagdo identidade
I:(E|-I)— (E-]*). Dada z, — 0 na norma || - ||, temos, por hipétese, que

||*. Logo, I é continua em 0. Como [ é linear, entao, pelo

I(x,) =z, — 0 na norma || -

Teorema C.4.1, existe a > 0 tal que
||| = |[Iz]* < allz||, paratodo =z € E.
Aplicando o mesmo teorema & aplicacao I~! obtemos b > 0 tal que
|z|| < bl|z]|*, paratodo =z € E.

Isso prova que as normas sao equivalentes. 0

C.4 Transformacoes lineares continuas

Teorema C.4.1. Se E e F sao espacos normados e 7' : E — F' é linear, entao as seguintes

afirmagdes sao equivalentes:



APENDICE C. Algebra Linear 167

1. T é continua.
2. T é continua em Og.
3. Existe ¢ > 0 tal que || T(x)|| < ¢, para todo x € FE com ||z|| = 1.

4. Existe ¢ > 0 tal que ||T'(x)|| < ¢||z||, para todo = € E.

Demonstragio. Que 1) = 2) é ébvio.

Suponhamos, por redugao ao absurdo, que 2) vale, mas 3) nao. Entao, para cada

n € N, podemos escolher z, € E tal que
|lznl| =1 e || Tx,| > n.
Como T é continua em 0, tomando € := 1, existe 6 > 0 tal que
z € B(0,§) = ||Tz| < 1.
Logo, tomando & € (0,4), temos dz,, € B[0,8] € B(0,9), donde
1 1
n < ||Tx,| = gHT(éxn)H <5, Dara todo n € N,

o que é absurdo.

Suponhamos 3) e provemos 4). Se u # 0, entao

1 1
[l 2 [ull

Por fim, suponhamos 4) e provemos 1). Sejam a € E e (x,) C E tal que nh_}rgo T, = a.

1T (w)llr =

< clull e
F

= [lulle
F

Como existe ¢ > 0 tal que ||Tz||r < ¢||z| g, para todo z € E, entao

n—oo

0 <|[T(zn = a)llr < cllzn —alle =0,
donde, pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10),

lim Tz, — Ta = lim (Tx, — Ta) = lim T(z, —a) =0

n—oo n—oo n—oo
e, portanto, lim Tx, = Ta. O
n—oo

Corolario C.4.2. Se T': E — F ¢ linear, entao T' é continua em a € F se, e somente se,

T é continua.

Demonstragio. Se T é continua em a, entdo ¢ : E — F dada por ¢(z) := T(x + a) é
continua em 0. O Teorema C.4.1 garante a continuidade de ¢ e, portanto, a continuidade
de T, ja que T'(x) = p(xz — a). O
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Exemplo C.4.3. Se E e F' sao espacos normados, a norma usual do espago vetorial
L(E,F):={T:FE — F:T ¢linear e continua}

¢é dada por
1T := sup{[|Tz|[p : ||z| e =1},

para cada T' € L(E, F).

Para o proximo lema, [k] := {1,...,k}, para todo k € N.

Lema C.4.4. Se (z}),...,(zF) sdo sequéncias de nimeros reais convergentes, entao a
sequeéncia

Yp *= MaxX T,
i€k]

é convergente, com
lim y, = max lim z,,.

n—oo ze[k} n—oo

Demonstracao. Para k =1 o resultado é obviamente valido.
Suponhamos, por hipdtese de indugao, que o resultado vale para k = m e conside-
remos o caso k = m + 1. Pondo

ap = m[aﬁ z,, para cadan € N, e a :=lima,
i€m

by := 2"t para cadan € N, e b:=limb,,

temos

a = max lim z;,
i€[m] n—00

da hipotese de inducao, e

i _ i omat | G by A |an — by
max ! = max{ maxz.,x =

i€[m+1] i€[m) n 2 ’
donde
i nooo. @+ b+ |a—bl .
max 1, > = max{a,b} = max_ lim z,,
ie[m+1] 2 i€[m+1] n—00
como queriamos demonstrar. O
Teorema C.4.5. Sejam Fy, ..., E, espacos normados e z* = (2%,... 2¥) uma sequéncia

em F := F; x--- x E,. Entao,

k k—oo k k—oo .
¥ —=y:=(Y1,...,Yn) <= z; — y;, paracada i=1,...,n.

[I-llo
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Demonstracao. Comegamos supondo que

k k—oo
— Y.

Como

o il < e [ | = o o

para cada k € N, e

k—o0

l2* = yllee =0,

entao

k k—oo
xi 7 Yi,

pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10).

A reciproca é consequéncia direta do Lema C.4.4. O

Teorema C.4.6. Sejam FE um espac¢o normado de dimensao n munido da norma do

maximo || - || € {v;} uma base normalizada de E. Entao a aplicagao
T:E—FE x---xXE,

dada por
T (Z a,»vi) = (quy, ..., apUy)
i=1

é uma isometria linear, onde

Ei = Span{vi}v
paracadat=1,...,n.

Demonstracao. Vamos mostrar que 1' é uma imersao isométrica. Dado = € FE, existem

unicos ay,...,qa, € R tais que
r = ZOZZ‘UZ'.

Nessas condigoes,

I7(@) | = |7 (3 aww:)

‘ = ||<a1v17"'705nvn>”oo :maXHOéﬂ}zHoo
o0 i

Logo, T' é uma imersao isométrica. Como a aplicagao
(qvg, ..., vy) € By X - X By — Z%Uz‘ ck

¢ obviamente inversa de T, entao T' é bijetiva e, portanto, 7' ¢ uma isometria.
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Por fim, vamos verificar que que T' é linear. Com efeito, dados z,y € F e A € R,

existem tunicos oy, ..., ay, B, ..., 0, € R tais que

n n
T = Zaivi ey = Zﬁlvl
i=1 i=1

Dai,
T+ y)=T (Z(Ozi + )\@-)'UZ) = ((c1 + A\B1)v1, ., (o + ABn)vn)
i=1
= (U1, ..., QL) + A(B1v1, - - -, Batn)
=T(z)+ \T(y).
Logo, T é linear, como queriamos demonstrar. O

Corolario C.4.7. Sejam E um espago normado e {v;} uma base normalizada de E. Entao,

n
= Zaf Z
i=1

Zﬁzl )k]H—O%Bl, paracada 1=1,...,n.

H ”oo

Demonstragao. Considere T' definida como no Teorema C.4.6 e suponhamos

n
k:Zaf V4 k—>00 Zﬁz V-

i=1 [
Assim,
k k—>oo
(alvl,.- e Un) = Zoz v | = (x ) Zﬁzvz (Brv1, - - -, Ban),
II-llx =
donde, pelo Teorema C.4.5, temos
k— .
af 2% B, paracada i=1,...,n.
Reciprocamente, se
k— .
af 2% B, paracada i=1,...,n,

entao

k k
(alvl,...,anv ) (51 1a'~'76nvn)a

lI-llo

donde, pela continuidade de T, temos
n k n
—_ —00
Z&fvz‘ =T (alfvl, . aaﬁvn> 7 r- (512717 s Batn) = Z@z‘%

como queriamos demonstrar. O
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Corolario C.4.8. Sejam F um espaco normado de dimensao n munido da norma do

mAaximo || - ||« € considere {v;} uma base normalizada de E. Se
n
k k
" =" alfv;
i=1
é uma sequéncia limitada, entdo (z*) possui uma subsequéncia convergente.

Demonstragio. Considere j € {1,...,n}. Como existe C' > 0 tal que, para todo k € N,

n
Z afvi

i=1

= [la"]l < C,

lo®| < max |aF| =
J i 1

oo

entao (oz?) r € uma sequéncia limitada de nimeros reais, donde, pelo Teorema de Bolzano-

Weierstrass (ver Teorema A.3.5), a sequéncia (o), possui uma subsequéncia convergente

(a?’")m. Pelo Corolario C.4.7, (x*m),, converge. O

Teorema C.4.9 (Equivaléncia das normas). Se E' é um espago vetorial de dimensao finita,

entao todas as normas sobre E sao equivalentes.

Demonstra¢ao. Sejam || -|| uma norma em E e {v;}? ; uma base normalizada, com respeito
anorma || - ||, de E. Se

n

Zaﬂ)i S E,

i=1
entao

n
D v
i=1

n n n
<> el =D Jeu| <> max|aj| = nmax|a;| =n
i=1 i=1 i=1 !

n
> aw
=1

o0

Suponhamos agora, por redugao ao absurdo, que || - || e || - ||« ndo sdo equivalentes.

Dai, para cada m € N, o conjunto
X i ={z € E:mlz| < ||z}

é nao vazio. Escolhendo um 2™ em cada X,,, obtemos uma sequéncia (™) C FE tal que

™ € E e m|jz™] < [|[2™]|s- Desse modo,

| ™ H ™) 1
= < —,
[z ool [l2™ e~ m
para cada m € N, donde
x™ m—00
Ym - OE'7

R

pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10). Como

|ym|lo = 1, para cada m € N,
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entao (y,,) é limitada na norma || - ||«. Pelo Teorema C.4.8, a sequéncia (y,,) possui uma
subsequéncia (y,,, )r convergente na norma || - ||«. Dali, existe y € E tal que
k—o0
ymk

[I-lloo

Como todas as normas sao continuas, temos

Iyllee = ‘,}ggoymk = iy floo = lim 1= 1.
De
k—oo
[Yme — Yl < 12|y — Ylloo —— 0,
vem
k—o0
ymk E— Y,

Il
pelo Teorema do Confronto, donde y = 0, pela unicidade do limite (ver Teorema B.5.4).

Por conseguinte,
[9lloe =0,

o que é absurdo. O

Corolario C.4.10 (Teorema de Bolzano-Weierstrass). Toda sequéncia limitada em um

espago normado de dimensao finita admite uma subsequéncia convergente.
Corolario C.4.11. Todo espago normado de dimensao finita é um espaco de Banach.

Corolario C.4.12 (Continuidade de aplicagoes lineares em dimensdo finita). Se F e F
sao espagos normados, com dim F/ < 400, e T': E — F' é uma aplicacao linear, entao 1" é

continua.

Demonstragio. Seja {v;}?_, uma base de E e considere (z*) C E tal que

k k—oo

¥ —— 0.
I-le
Para cada k € N, existem tnicos of, ... of € R tais que

n
ok = > akv;.
i=1

Pelo Teorema C.4.7, temos

o, —— 0, paracada 1=1,...,n,

l; k—o0
donde . .
T (;pk) =T <Z Ozfvi> = ZafTvi TTOO> 0p.
i=1 i=1 e

O caso com as outras normas se segue do Teorema C.4.9 e do Teorema C.3.13. [
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C.5 Produto interno
Defini¢ao C.5.1. Um produto interno em E é uma funcao (-,-) : E x £ — R tal que

1. (u+ v, w) = (u,w) + X\ - (v, w), para quaisquer u, v, w € F;
2. (u,v) = (v,u), para quaisquer u,v € E;

3. Se 0 #u € E, entao (u,u) > 0.

Isto é, um produto interno é uma forma bilinear simétrica e definida positiva.

Teorema C.5.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Seja E um espago munido de um

produto interno. Entao, para quaisquer u,v € E, temos
[(u, v)] </ {u, u) (v, v).
Demonstracio. Sejam u,v € E. Faca
FON) == {(u— v, u— M) = (v,0)A% — 2{u, )\ + (u, u).

Como f > 0, entao
A = 4(u,v)? — 4(v,v) (u,u) <0,

o que nos da
(u,0)* < (u, u){v, ),

como queriamos demonstrar. O
Corolario C.5.3. Se E é um espago vetorial com produto interno (-, ), entao

[ll =/ {u, w)
¢ uma norma em F (chamada a norma induzida pelo produto interno).

Teorema C.5.4 (Continuidade do produto interno). Se E é um espaco vetorial e (-,-) é

um produto interno em E, entdo (-,-) é uma fungdo continua.
Demonstragio. Sejam a,b € E e (z,), (y,) C FE tais que lim z, =ae lim y, = b. Como

0 < [{zn, yn) — (a,b)| = [{2n, yn) — (@, yn) + (@, yn) — (a, D)
{0 = @, yn) + (@, yn — b))

(0 — @, yn)| + [(a; yn — )|

< llzn = allllyall + llallllyn — bl === 0,
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pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema C.5.2) e pela Desigualdade Triangular,

donde, pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10),

lim [(x,,y,) — (a,b)| =0,

n—oo
isto é,

lim (z,,, y,) = {(a,b).

n—o0

Portanto, (-,-) é uma fun¢do continua. O]
A proposicao abaixo é um fato util.
Proposicao C.5.5. Se E é um espaco com produto interno e u,v € E sao tais que
(u,w) = (v,w), paratodo w € F,
entao u = v.
Demonstracao. Como
(u—wv,w) =0, paratodo wée€E,
entao, em particular, para w := u — v, temos
|u—v||* = (u—v,u—2v)=0

e, portanto, u = v, como queriamos demonstrar. O

C.6  Autovalores, autovetores e operadores autoadjuntos

Comegamos as definigoes dessa segao com (LIMA, 2018, p. 146).

Um vetor v # 0 em E chama-se um autovetor do operador A : E — E quando
existe A € R tal que
Av = \v.

O ntimero A € R, por sua vez, chama-se autovalor do operador A quando existe
um vetor ndo nulo v € E tal que Av = Av. Diz-se entado que o autovalor A corresponde, ou
pertence, ao autovetor v e, vice-versa, que o autovetor v também corresponde, ou pertence,

ao autovalor \.
Definicao C.6.1. Dizemos que uma matriz quadrada A é simétrica se A' = A.

Teorema C.6.2 (Propriedades basicas da transposi¢ao).

e Sex,y,z€ R" e XA € R, entdo (z+ \y)'z = 2’z + \y'z.
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e Sex,y € R", entao z'y = y'x.
o Se x € R"\{0}, entdo z'z > 0.

e Se Ae M(m xn)eBée M(nxp), entdo (AB)" = B*A".

Todas as propriedades elencadas acima se verificam por um célculo direto.
Corolario C.6.3. Se A é uma matriz quadrada de ordem n, entao

A é uma matriz simétrica <= z'Ay = y'Ax, para quaisquer z,y € R™.

Demonstracao. Se A é uma matriz simétrica, entao

o' Ay = o' Aly = (Az)'y = ' A

Reciprocamente, seja a;; o j-ésimo termo da i-ésima linha de A. Como
— el Aes = et Aes = a
aij = e;Ae; = €;Ae; = ayj,
entao A = At isto é, A é uma matriz simétrica. n

Defini¢ao C.6.4 (Operador autoadjunto). Se ' é um espago com produto interno, dizemos
que um operador linear T': £ — FE é autoadjunto se a forma bilinear A: ' x EF — R

dada por
A(z,y) = (z,Ty)
é simétrica, isto é,
(x,Ty) = (y,Tx), para quaisquer z,y € FE.
Teorema C.6.5. Se E é um espaco vetorial de dimensao finita com produto interno,

entdo um operador linear T': E — E é autoadjunto se, e somente se, a matriz [T] relativa

a uma base ortonormal de FE é uma matriz simétrica.

Demonstragio. Seja {ey,...,e,} uma base ortonormal de E e suponhamos T autoadjunto.
Dados u = (u;)-y,v = (v;)l~; € R", tome x = Y we; e y = Y vje;. Entdo, z,y € E e

temos
u'[Tlo = [2]'[T][y) = [2]'[Ty] = (v, Ty) = (y, Tx) = [y]'[T2] = [y]'[T][x] = v'[T]u.
Logo, [T] é uma matriz simétrica, pelo Corolario C.6.3.

Reciprocamente, suponhamos [T] uma matriz simétrica. Dados © = Y x;e;,y =
Y yje; € E, faga u = (2;); e v = (y;);. Entdo u,v € R" e, novamente pelo Corolario C.6.3,

temos
(z, Ty) = [2]'[Ty] = [2]'[T[y] = «'[T]v = o' [TTu = [y]'[T[x] = [y]'[Tz] = (y, T).

Logo, T' é autoadjunto. O
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Teorema C.6.6. (LIMA, 2018, Teorema Espectral, p. 160) Para todo operador autoadjunto
A F — E, num espago vetorial de dimensao finita munido de um produto interno, existe

uma base ortonormal {uy,...,u,} C E formada por autovetores de A.

C.7 Transformactes multilineares
Sejam Fy, ..., E, e F espacos vetoriais. Uma aplicagao
T:Ex---xFE,—>F
¢ n-linear se, para quaisquer i =1,...,nev; € E;, com j € {1,...,n} \ {i}, a aplicagao
w; € B = T(v1, .o 01, Ui, Vi1, -, 0p) € F

é linear.

A aplicacdo T também é chamada uma transformacgao multilinear e, quando

F =R, dizemos que T' é uma forma multilinear.

Dado x € E, defina

e ™= (z,..., ).
———

n vezes

Se F e F' sao espagos vetoriais e T': E™ — F' ¢ uma aplicacao n-linear,
Tz =T .2 =T (:c(")) , para todo z € E.
Além disso, se T': Fy X --- x E, — F é uma aplicacao multilinear,
Tuy...u, =T (uy,...,u,), para todo u; € E;, comi=1,... n.
Quando E4, ..., F, sao espagos normados, ao tratarmos do espago E; X --- X E,,

a nao ser quando mencionarmos o contrario, sempre o consideraremos munido da norma

| - |lo (ver Exemplo C.3.9) ou de uma norma que lhe é equivalente (ver Teorema C.3.12).
Teorema C.7.1. Se Ey,...,E, e F sao espacos normados e T': Fy X --- X E, — F ¢é
uma aplicacao n-linear, entao as seguintes afirmagcoes sdo equivalentes:

1. T é continua.

2. T é continua em (Og,,...,0p,) € By X --- X E,.

3. Existe ¢ > 0 tal que
T (uy,...,un)||F <c,

quaisquer que sejam u; € F; com ||u;||g, =1ei=1,...,n.
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4. Existe ¢ > 0 tal que
1T (s un) e < e [T il

para todo u; € F;, comi=1,...,n.
Demonstracao. Idéntica a demonstragao do Teorema C.4.1. [

Seguindo (LIMA, 2002, p. 3), se E1,..., E, e I sdo espagos normados, podemos

munir naturalmente o espago vetorial
L(Ey,...,E;F):={T:E x---x E, — F:T én-linear e continua}
de uma norma pondo, para cada T € L(Ey,...,E,; F),

1T (B Buir) = sup [T (1, - x|
zr,€EF; e IIIiHEi:L
para todo i=1,...,n

Exemplo C.7.2. A aplicacao
()2 :R"xR" =R
dada por
(@12, w2 o= Y
¢ uma forma bilinear.

Exemplo C.7.3. O produto interno real é uma forma bilinear.

A existéncia do determinante, com as propriedades que conhecemos, tem uma
construgao longa, que nao faremos aqui. Os detalhes da construcao podem ser consultados

na referéncia indicada.

Teorema C.7.4. (BUENO, 2006, pp. 57-64) Existe uma tnica fungao

det : R"x--- xR" =R
—_———

n vezes

que é n-linear, alternada' e tal que
det(ey,...,e,) =1,

onde {e;} é a base canonica de R".

! Dizemos que uma forma n-linear T é alternada se T(cy,...,c,) = 0 sempre que ¢; = ¢j, para i # j.
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Dados u,v € R*, como det(u,v,-) : R® = R é um funcional linear continuo (pois

R? é um espaco de dimensdo finita) e a funcao

definida no Exemplo C.7.2 é um produto interno em R?, entdo, pelo Teorema da Repre-

sentacdo de Riesz (ver Teorema C.9.4), existe um tinico vetor u A v € R? tal que
det(u,v,w) = (u A v,w), para todo w € R?.
O vetor u A v é o produto vetorial de u e v.
Exemplo C.7.5. O produto vetorial
A:RPxR? — R

dado por
A(u,v) :=uAwv,

para quaisquer u,v € R é uma aplicacao bilinear continua.

Demonstragio. Sejam w, z,y € R® e a € R. Por um calculo direto, para cada z € R?,
(wA (x+ ay), z) = det(w, x + ay, 2)
= det(w, z, z) + adet(w, y, 2)
=(wAz,z)+alwAy,z)
=(wAz+a(wAy),z).
Logo, pela Proposicao C.5.5,
wA(x+ay) =wAz+alwAy).
Isto prova que o produto vetorial ¢ linear na segunda entrada. Um calculo andlogo mostra
que A é linear na primeira entrada também.

A continuidade de A vem do fato de que R® é um espaco de dimenséo finita. [

Um caso particularmente importante de transformacoes multilineares é o das

transformacoes simétricas.

Definicao C.7.6. (COLEMAN;, 2012, p. 88) Sejam E e F espagos vetoriais e T': E™ — F
uma aplicagdo n-linear. Dizemos que T' é simétrica quando, para quaisquer hy, ..., h, € E,
temos

T(hy, .. hn) =T (Boq), s hotm))

para toda permutagao o € S,,.

Exemplo C.7.7. A forma bilinear definida no Exemplo C.7.2 é simétrica.
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C.8 Espacos de Banach e espacos de Hilbert

Este capitulo se baseia livrevemente em (BOTELHO; PELLEGRINO; TEIXEIRA,
2015; LIMA, 2018; BUENO, 2006; KREYSZIG, 1989).

Nao precisamos, pelo menos para a maior parte da teoria basica do calculo dife-
rencial, falar sobre espacos de Banach ou espacos de Hilbert. Espagos normados sao, em
geral, o ambiente suficiente. Esta secdo existe, no entanto, porque um ou dois teoremas
importantes (ver Teorema 4.1.2 e Teorema 4.2.1) requerem que o espago normado seja
completo (espagos de Banach) e alguns conceitos, como a defini¢ao geral de vetor gradiente,
requerem a no¢ao de um produto interno completo (espacos de Hilbert), defini¢ao essa

que é dada via o Teorema da Representagao de Riesz (ver Teorema C.9.4).

Definigao C.8.1 (Espagos de Banach e espagos de Hilbert). Seja £ um espago vetorial

real.

« Dizemos que um espago normado (£, || -||) ¢ um espago de Banach se F é um

espago métrico completo com a métrica induzida pela norma.

« Dizemos que E munido de um produto interno (-, -) é um espago de Hilbert se £

¢ um espaco de Banach com a norma induzida pelo produto interno.

Proposicao C.8.2. Seja E um espago de Banach. Um subespacgo vetorial de £ é um

espaco de Banach, com a norma induzida de F, se, e somente se, é fechado em F.

Demonstracao. Seja F' um subespago vetorial de F.

[—=>] Seja (z,,) C F uma sequéncia convergente em FE. Assim, existe x € E tal
que z, —% g. Como (x,) converge, entio (z,) é de Cauchy em F. Como F é espaco de

Banach, entdo existe y € F tal que z,, ——» 1. Pela unicidade do limite, z =y = = € F.
[<=] Seja (x,) € F uma sequéncia de Cauchy. Como F' C E e E é espago de

Banach, entdo existe z € E tal que z,, —— . Logo, z € F = F. O

Exemplo C.8.3. Todo espaco normado de dimensao finita é um espaco de Banach.

Demonstracao. Se E é um espaco normado de dimensao finita, como todas as normas em
espacos vetoriais de dimensao finita sao equivalentes, a norma de E é equivalente a norma

Il - |1, o que torna E um espago de Banach. O

Exemplo C.8.4. Se E é um espago de dimensao finita, qualquer produto interno em E o

torna um espaco de Hilbert.

Demonstracao. Como todo espago normado de dimensao finita ¢ Banach, qualquer norma

induzida por um produto interno em E o torna um espago de Banach. O
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Exemplo C.8.5. Sejam Vi, ..., V; espacos de Banach e V' := T[], V;. Entao, V' é um espaco

1/p
ol = (Z Hvz||p> |

de Banach com a norma

para todo p € [1,+00).

Demonstracio. Seja (v,) C V uma sequéncia de Cauchy. Note que
[vmli] = vald][IP < D [Jom[s] = vald]IIP,
J

donde
[vm[i] = vald] ]| < [[vm — vallp-

Dado € > 0, como (v,,) é de Cauchy, existe ng € N tal que
m,n >nyg = ||[vnli] —vpli]]] < ||vm — vl <e.

Logo, (v,[i]) é de Cauchy em V; e, portanto, convergente (ja que V; é Banach), com

ofi] = limv,[i] € V.
Como
lim > [|vnli] = ofd] " = >_Tim [lon[i] — v[i][I” = 0,
temos
1/p
n—oo
oo = oll = (Sl = ofill) 22250,

assegurando a convergéncia de (v,,). O

Exemplo C.8.6. Dado p € [1, +¢], 0 espago P(N) (ver Exemplo C.1.4) com a norma

1/
(@)l = (Clzal?) ™ e (@)oo = sup|a|

neN

é um espaco de Banach.

Demonstragao. Seja (f,) C P uma sequéncia de Cauchy. Suponhamos primeiro p = +oc0.
Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que || f, — finlleo < €. Dai,

|fn(G) = f(D)] < |Ifo — finlloo <&, para quaisquer j €N, m,n > n,.
Logo (fn(j)) ¢ uma sequéncia de Cauchy em R, para todo j. Definimos

fG) = Jm f(5).

n—oo

Fixe € > 0 e tome ny € N tal que

m,n>nyg = ||fo— finlleo < €/2.
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Tome n > ny. Temos, para todo j € N,

Logo,
fn = Flloo = sup|fulj) = FU)[ < £/2 <.

Agora
[ flloe < 1 = frolloo + [1.fn lloo < 00,

0 que termina a prova.

Suponhamos agora p € [1,+00). Entao, tomando ¢ = 1 na definigdo de sequéncia

de Cauchy, obtemos n; € N tal que
mon = = [|fm— full, < 1/2.
Agora, tomando ¢ = 1/2, obtemos ny > ny + 1 tal que
m,n 2 ny = |[fm = foll, <1/4.
Tomando € = 1/4, obtemos n3 > ny + 1 tal que
m,n 2 ny = |[fm = fall, <1/8.
Continuando esse processo obtemos uma subsequéncia (f,,,) com a propriedade de que

ank-H - fnk”p < 1/2k-

Definamos

o0

() = fu (4 Z JoenJ) = fai(4)), paratodo jeN.

Para isso estar bem definido, precisamos verificar que a série que aparece na definicao de

f(j) acima converge. Defina

Zlfnk“ — fu () e g(j) = lim gn(j).

N—oo

(Veja que esse limite g(j) faz sentido na reta estendida, ja que gn(j) é uma sequéncia nao

decrescente; ver Teorema A.2.6.) Como || - ||, é uma norma, temos, para cada N € N,
N N L [ .
lgnlle = = full| < 20 Moy = Fuellp < D_(1/2%) < 3 (1/2%) =1
p k=1 k=1 k=1

pelo Exemplo A.4.3. Pelo Lema de Fatou (ver Teorema A.4.9),

||g||p—Zg p—th gn (7 p<hm1angN p—hm1nf||gN||p<1
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Em particular, ||g||, <1 e cada g(j) é finito. Logo, a série

S s () — )

k=1
converge absolutamente para cada j € N e, portanto, é convergente (ver Teorema A.4.8).

Observe agora que
N—
Z fnk+1 fnk

donde vem
lim f,(j) = f(j)-
Como (f,) é de Cauchy, dado € > 0, existe ng € N tal que

m,n > ng = || fim — full, <e/2.
Dai, tomando n > ng e aplicando Fatou novamente, temos

17 =Fall = S GV~ S < gnint 37 1o ()= oD = lginf o~ ol < (/20"

o que nos da
If = fullp <€/2 <e.

Em particular, isso prova que
11y = 11 = faollp + [[.fr llp < 400
(isto é, f € P) e || f — full, = 0, 0 que termina a prova. O

Exemplo C.8.7. O espago /*(N) com o produto interno

(@), (4n)) = f; _

é um espaco de Hilbert.

Demonstragdo. Veja primeiro que esse produto interno estd bem definido: isso é con-
sequéncia da Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema C.5.2). Com efeito, dadas
(2,), (yn) € €%, temos

[{(zn); (yn))] < \/Z [2al? D [ynl® = [1(zn) [l2ll (yn) |2 < +o0.

(As outras propriedades que definem um produto interno sao facilmente verificaveis.) Agora,

seja || - || a norma induzida pelo produto interno. Entao

[(@n)]| = \/((zn), (74)) Z |20 |2 = |[(zn)]2,

isto &, || ]| = || - ||2- Pelo Exemplo C.8.6, £2 com a norma || - || ¢ um espago de Banach. [J
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Provaremos agora algumas propriedades importantes de espacos de Banach.

Teorema C.8.8. Seja E' um espago normado. Entao, £ é um espago de Banach se, e

somente se, toda série > v,, absolutamente convergente converge.

Demonstracio. Suponhamos F Banach e seja Y v, uma série absolutamente convergente.
Assim, Y ||ug]| < o0, 0 que equivale a dizer que s, := > }_; ||vg| é uma sequéncia de

Cauchy. Logo, fixado € > 0, existe ng € N tal que, para m > n > ng, temos

m n m
e > Jsm — sl = 2 llonl = 3 loell] = 2 ol
k=1 k=1 k=n-+1

Isso nos da

m n m m
ka—ka|: oo < DD ol <e.
k=1 k=1 k=n+1 k=n+1

Logo, t, := >_p_, vx ¢ de Cauchy em E. Como E ¢é Banach, entao (t,) converge.

Reciprocamente, suponhamos que toda série absolutamente convergente converge e

seja (z,) € E uma sequéncia de Cauchy. Escolha uma subsequéncia (z,, ) tal que
||xnk+1 - x”k” < ?
(Isso é possivel tomando € = 1/2 e o ny correspondente na defini¢ao de (z,,) ser de Cauchy;

depois tomando € = 1/4 e escolhendo um ny correspondente de tal modo que ny > ny; e

assim sucessivamente.) Faga agora vy := x,, 1 — Tn,. Temos

Z Hka - Z HxnkJrl - ‘Tnk” < 2(1/2k> =1L

Entao Y vy é absolutamente convergente, logo converge, digamos, para L € E. Observe

que

p
_ p—)OO
Ty, = g Vg — Ty — L — 2y,
k=1

Assim, (z,,) é uma subsequéncia convergente da sequéncia de Cauchy (x,), donde, por

um argumento analogo ao do Teorema A.2.2, a sequéncia (x,) converge. ]

Teorema C.8.9. Sejam E um espago normado e F' um espago de Banach. Entao L(E, F)

¢ um espaco de Banach.

Demonstragdo. Seja (T,,) C L(E, F) uma sequéncia de Cauchy. Dado x € E, temos

m,n—00

1T () = Ta(@) || < T = Tallll] 0.

Logo, (T,(x)) C F é uma sequéncia de Cauchy, para todo z € E. Como F é Banach, para
cada z € I, existe
T(x):= lim T,(z) € F.

n—o0
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Afirmamos que 7" é (i) linear e (ii) continua. Vamos comecar provando (i). Dados u,v € E

e a € R, temos
T(u+av) = lim T, (u+av) = lim (T,(u) + oT5,(v)) = T(u) + aT(v).

Para provar (ii), seja « € E. Como (T,,) é de Cauchy, entao

m,n—00

[Tl = NTulll < 1T = Tl 0.

Logo, (||7,]|) é de Cauchy e, portanto, é limitada, pelo Teorema A.1.8. Isto é, existe C' > 0
tal que ||T,,|| < C, para todo n € N. Isso nos da

1T ()l =

A, (@)

= lim [T, (2)]| = lim sup ||T,, ()|} < limsup([| T, [[|=[]) < Cfl]].
n—oo n—oo

Pelo Teorema C.4.1, isso prova que T é continua.

n—00

Agora vamos provar que |1, — T|| — 0. Seja ¢ > 0. Como (7},) é de Cauchy,
existe ng € N tal que

m,n>ny = |1, —T,| <e.

Fixe n > ng. Veja que
|7 =Tl = sup [[Tn(z) = T(x)]-

llzll=1

Agora, se © € E com ||z|| = 1. Temos:
ITu) = T@)| = [ To(@) — lim Tou(@)| = lim_ | Tu(e) = Tn(@)] < lim [T — Tull < 2,

o que nos da
1T, =T <e,

como queriamos demonstrar. O

Lema C.8.10. Se F é um espaco de Banach e B € L(F) tem norma ||B|| < 1, entao
I — B ¢ invertivel, onde I : E — FE ¢é a identidade.

Demonstracdo. Observe que
o IBM < > IBI,

onde a série da direita é uma série geométrica, logo convergente. Isso prova que 3 || B¥|| ¢
convergente, pelo Teste da Comparagao. Como E é um espago de Banach, isso implica
que Y B* converge para um operador S € L(E). (Veja Teorema C.8.8.) Vamos mostrar
que S = (I — B)™L.

Com efeito,

> B¥=I+B+---+B"
k=0
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BZBk:B+B2++Bn+1,
k=0

o que nos da

(I—B)f:Bkzl—B"“. (C.1)

k=0
Observe que ||B"™|| < ||B||"** 2= 0, o que implica que B"*' — 0. Logo, como a

multiplicagao de operadores é continua, passando o limite com n — oo em (C.1), obtemos
(I-B)S=I-0=1.
A prova de que S(I — B) = I é andloga. ]

Teorema C.8.11. Sejam E e F espagos de Banach e Z(E, F) o conjunto de todos os
T € L(E, F) invertiveis. Entao Z(FE, F') é um subconjunto aberto de L(E, F).

Demonstragio. Sejam T € Z(E, F) er:=1/||T7!| e tome S € B(T,r). Entao
S=T+(S—-T)=T(I+B), onde B:=TYS~-T).
Como T' é invertivel, se I + B for invertivel, entdo S também sera. Como
| = Bl = 1T = )| < TS = Tl < 1T~ = 1,

entao, pelo Lema C.8.10, I + B é invertivel. n

C.9 Teorema da Representacao de Riesz

O teorema abaixo, que se encontra em (KREYSZIG, 1989, p. 144), servira de apoio

para a demonstracao do Teorema da Representacao de Riesz.

Teorema C.9.1 (Vetor minimizante e ortogonalidade). Se X é um espago vetorial com
produto interno, M C X é um conjunto completo, convexo e nao vazio e x € X, entao

existe um unico y € M tal que

Inf f|lz — gl = llz -yl
Se, além disso, M é um subespaco vetorial de X, entdao z := x — y é ortogonal a M.
Demonstragio. Existéncia. Como M ¢é nao vazio e 0 é cota inferior de

A= {Jz—g]:5e M},
entao A é nao vazio e limitado inferiormente, donde existe

o :=inf A.
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Dai, para cada n € N, existe a,, € A tal que
1
a<a, <o+ —.
n
Isto é, para cada n € N, existe vy, € M tal que
1
a< |z =yl <a+—.
n
Pelo Teorema do Confronto (ver Teorema A.1.10),
dim [lz —ynl| = o

Note que, pela identidade do paralelogramo, temos

H(yn - {E) + (ym - x)HQ + ”ym - ynH2 = Q(Hyn - xHZ + Hym - xH2>7

para quaisquer m,n € N. Da convexidade de M vem
2

2

1 1
U+ ) = € A = (g =) + (g =) = 4|5 (0n + ) —

Como

lim |lyx — :10”2 = a?,
k—oo

entao, dado £ > 0, existe ng € N tal que

2 2

€ €

mon > ng = [l — 2l —0?| < T e llym — 2> —a? < 5
2 2 e 2 2 e

= |lyn — 2| < @ —|—Ze|\ym—x|] <« +Z

= ym —tal® < = |lym —vall <e.

Logo, (y,) é de Cauchy. Como M é completo, existe y € M tal que

Jim o = o
donde, pela continuidade da norma,
o = lim = gl = llo = yll.

Isto prova a existéncia.

Unicidade. Sejam 7 € M tal que
lz—7gl=a e 0<t<1

Dai,
(I-t)g+tye M

> 402,



APENDICE C. Algebra Linear 187

e ==ty +tyl =[[1=t)(xz —7) +tz —y)| < (1 =)z = 7| + ||z —yl| = a,
donde
|z —(1-t)g+ty]| =a = [y,7] C Salz) = y =7,

jé que a esfera S(z, «) (ver Defini¢do B.5.2) nao contém segmentos de reta ndo degenerados.

Isto prova a unicidade.

Ortogonalidade. suponhamos, por reducio ao absurdo, que z € M. Desse modo,
existe g € M tal que 5 := (z,7) # 0. Como ( # 0, entdo 7 # 0. Note que

Iz — ayl]* = (z — a7, z — ay) = ||2[]* — @(z,7) — a(y, 2) + aa|y|]®

= [|12]* — {7, 2) — (2, 7) — allg]*),
para todo a € R. Em particular,
—12 2 — 2 W‘Q 2

”Z_Oéﬂy” = HZH —a0<y, Z) = H’ZH - HZJH2 < HZH )

onde o := p 5+ Logo,
Iyl
|z =Rl = [z —y — aoFll = [z — ¥l < [[z]| = [lx =yl = inf [lz— 7],
geM

onde h :=y + agy € M, o que é absurdo. Portanto, z € M=, O

O corolario abaixo foi retirado de (KREYSZIG, 1989, p. 146).

Corolario C.9.2 (Soma Direta). Se Y é um subespaco fechado de um espago de Hilbert
H, entao
H=Ya®Y"

Demonstracgio. Seja x € H. Como Y é convexo (ja que é subespago vetorial de H),

completo (pelo Teorema C.8.2) e ndo vazio (pois 0 € Y'), entdo, pelo Teorema C.9.1, existe

um unico y € H tal que jn}f/ lz—7l| =lz—yllez:=xz—ye Yt entaoxr =y+2z € Y+Y™*
ye
Como Y NY+ = {0}, entdo H =Y ¢ Y+ O

Lema C.9.3. Se f € L(FE, F), entao ker f é um subespago fechado de E.

:= lim z,,. Como

Demonstragio. Sejam (x,) C ker f uma sequéncia convergente e ir
n oo

T
f(z,) =0, para todo n € N, e f é continua, entdo 0 = nh_}rgo f(z,) = f(T), donde T € ker f.

Portanto, ker f é um subespaco fechado de F. O

O teorema abaixo, que se encontra em (KREYSZIG, 1989, p. 188), é utilizado,

como j& mencionamos, na definicdo de vetor gradiente (veja a Se¢ao 5 do Capitulo 1).
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Teorema C.9.4 (Teorema da Representagao de Riesz). Se H é um espago de Hilbert e

f: H — R é um funcional linear continuo, entao existe um tnico vetor v € H tal que

f(h) = (h,v),

para todo h € H, e ||[v|| = || f||-

Demonstracao. Se f =0, tomamos v := 0.

Suponhamos que f # 0. Assim, existe w € H tal que w ¢ ker f. Como H =
ker f @ ker f+, como combinacdo do Corolario C.9.2 e do Lema C.9.3, entdo existem tinicos
a € ker f e b € ker f* tais que w = a + b. Se fosse b = 0, terfamos w = a € ker f, o que é
absurdo. Logo, b # 0.

Considere a aplicacao g : H — R dada por
g(x) = f(x)b— f(b)x, paracada z=€ H.

Como
flg(@)) = f(@)f() — f(b)f(x) =0,
entdo g(r) € ker f. Como b € ker f*, entdo b L g(z), donde

0= (b, g(2)) = (b, f(x)b— f(b)a) = f(@)[b]]* = F(B)(b,2) = [(z) = (z,v),

f(b)
11

Quanto a unicidade, seja v € H tal que f(h) = (h,v), para todo h € H. Assim,

onde v := b. Isto prova a existéncia.

(h,0) = (h,v) = (h,0—v) =0,
para todo h € H. Em particular,

(D—v,5—v)=0 = |1 —v|?=0 = =0
A fim de verificar que ||v]| = || f]|, note que

v
I 2 |1 ()| Il = £60) = oved = Bol® = 171 ol
Além disso, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz (ver Teorema C.5.2),

[f@)] = [{z, 0)| < lzllllv]] = ||f|!=”§ch1:pl|<w,v>| < [l

Logo, [[vll = [ f]]- =
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C.10 Teorema da Aplicacao Aberta

O nosso objetivo agora é provar o Teorema da Aplicacdo Aberta (ver Teorema
C.10.4) e o Teorema do Ponto Fixo de Banach (ver Teorema C.11.2), que serao utilizados

no Capitulo 4.

Lema C.10.1. Sejam E um espago métrico, F' C E um subconjunto fechado de interior
vazio e J C E um subconjunto aberto nao vazio. Nessas condi¢oes, FF contém uma bola

fechada B que nao intersecta F' e tal que B C J.

Demonstracao. Suponhamos, por reducao ao absurdo, que esse nao seja o caso. Dado

c € J, como J é aberto, entao
Ble,e] € J, para algum € > 0.

Note que
By, := Blc,e/n] C Ble,e] € J, para todon € N.

Por hipdtese, para cada n € N, existe ¢, € B, N F'. Como
d(cp,c) <e/n, paratodon €N,
entao, pelo Teorema do Confronto,

lim ¢, =c¢
n-soo ’

donde, do fato de que F' é fechado e cada ¢, € F', vem c € F.

Logo, J C F' e, portanto, F' ndo tem interior vazio. Absurdo! O]

Teorema C.10.2 (Teorema de Baire). Sejam E um espago métrico completo e Fy, Fy, . ..

subconjuntos fechados de ' com interior vazio. Entao, U;cy F; tem interior vazio.

Demonstracio. Seja J C E um subconjunto aberto nao vazio. Como F} é um subconjunto

fechado de E' com interior vazio, pelo Lema C.10.1, temos
FiNBy =@, paraalgum B; := Bly;, ] C J.

Como B(y1,01/2) é um subconjunto aberto de E e Fy é um subconjunto fechado de E,

entao, novamente, temos
FyN By, =@, paraalgum By := B[y, 02] C B(y1,61/2).

Como B(ys,02/2) é um subconjunto aberto de E e Fj3 é um subconjunto fechado de E,

entao, novamente, temos

F3N By =@, paraalgum B; := Blys, d3] C B(ys,d2/2).
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Continuando esse processo, obtemos uma sequéncia (y,) de elementos de £, uma sequéncia
(0,) de ntimeros positivos que decresce para zero e uma sequéncia encaixada (B,,) de bolas

fechadas de F tais que
312322332 e Bn :B[yn,5n]

Como
m,n— 00

d(yma yn> < 5min{m,n} 07

entdo (y,) é uma sequéncia de Cauchy em E, donde, da completude de E, existe

y = lim y,.

n—oo

A mesma desigualdade nos da, para todo n € N fixado,

d(y, yn) = nlbl—{noo d<ym7 yn) < nlbl—{noo 5min{m,n} = 0n,

0 que prova que

y € B,, paratodon €N,

donde
y & F,, paratodon €N,
e, portanto,
y & U Fa
neN
Logo,
JZ | F
neN

Como J era um aberto nao vazio arbitrario, isso prova que a uniao dos F, nao contém

nenhum aberto nao vazio e, portanto, tem interior vazio. O

Lema C.10.3. (COLEMAN, 2012, Lemma 8.3, p. 185) Sejam E e F' espacos de Banach
e L € L(E, F) sobrejetiva. Entao, a imagem de uma bola aberta centrada em Og contém

uma bola aberta centrada em Op.

Demonstracao. Defina
B, := Bg(0,r) e B.:=Bp(0,r), paratodor > 0.

Da sobrejetividade de L,

0 que nos permite dizer
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Como F' tem interior ndo vazio, o Teorema de Baire (ver Teorema C.10.2) implica que

L(B,,) tem interior ndo vazio, para algum m € N.

@ # A:=int L(B,,) C L(B,,)

vem

ANL(B,,) # 2.

Como A é uma vizinhanga de cada um de seus pontos, entao
C:=ANLB,) # 2.
Tomando yy € C, temos
yo = L(xo), para algum xy € B,,.
Note que, se x € B,,, entao
|z — 2ol < ||z — 0| + |0 — zo]| < m+ m = 2m,
donde z — xy € B»,, e, portanto,
L(z) —yo = L(x) — L(xo) = L(x — z9) € L(Bay).

Logo,
L(Bm) — Yo g L(B2m)7

o que também implica

L(Bpn) —yo = L(Bm) — Yo € L(Bam)-

Como
y()EA — OGA—yo,
entao
0 € int L(B,,) — yo = int(L(By) — yo) C int L(Bay,) C int(2mL(By)),
donde

0 € int L(B,)

e, portanto, existe € > 0 tal que

Afirmamos que
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Tome
yeB. e re(0,e/2)

tais que B(y,r) C BL. Nessas condigoes,

B(y,r) € L(By),

donde existe y; € B(y,r) N L(B;) e, portanto, existe 1 € By tal que L(x1) = y;.

Agora,
tp = (1/2)BL C (1/2)L(B1) = L(By2).
Ponhamos
yi=y—u
e tomamos

r’ € (0,e/2%) suficientemente pequeno tal que B(y',r’) C BL,.

Como

B(y/a ’I“/) - L(B1/2)7

entdo existe yo € B(y',r") N L(B1/2), donde existe x5 € L(B/2) tal que L(xs) = y,. Note

que
€ €

22 22’
Continuando esse processo obtemos uma sequéncia (z,,) C E e uma sequéncia (y,) C F

yp€BWY. ") = W —wnl<5 = ly—n—1ul <

tais que y, = L(x,), para cada n € N,

1 - €
ol < o e Jo-3ouf < S
i=1

Pondo

n

Sp = Zﬂfi,

i=1

temos
max{m,n} max{m,n} 1 e
|S$m — Snll = > x| < > — — 0,
t=min{m,n}+1 i=min{m,n}+1

garantindo que (s,) ¢ uma sequéncia de Cauchy em E. Como E é Banach, existe

r:= lim s, € F,
n—oo

donde vem

n
|z|| = || lim > z;| = lim

n
>
i=1

Note ainda que, como L é continuo, temos

L X1
< ggo; i < ggrgo; 51 =2 <3

Lw) = Jimy, L(sn) = Jim, 3 L(zi) = lim > i =,
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o que nos dé y € L(Bs;). Consequentemente, da arbitrariedade de y, temos
B. C L(B3) = B.;3 C L(By),
0 que termina a prova. O

Finalmente podemos provar o Teorema da Aplicacdo Aberta.

Teorema C.10.4. (COLEMAN, 2012, Theorem 8.6., p. 187. Open mapping theorem)
Sejam E e F espacos de Banach e L : F — F uma transformacao linear continua e
sobrejetiva. Entao, L é uma aplicacao aplicacao aberta, isto é, L mapeia subconjuntos
abertos de F em subconjuntos abertos de F'. Além disso, se L também for injetiva, entao

L é um homeomorfismo.

Demonstragio. Sejam U C E um subconjunto aberto e y € L(U). Entao, existe x € U tal
que L(z) = y. Como U é aberto, existe € > 0 tal que B(x,e) C U C E. Pelo Lema C.10.3,
existe uma bola aberta Bl C F' centrada em O tal que B.. C L(B.). Entao,

B'(y,r)=y+ B. Cy+ L(B.) = L(z + B.) = L(B(x,)) C L(U),

mostrando que L(U) é aberto.

Agora, se L também ¢é injetiva, entdao L é bijetiva e, como L é uma aplicacdo aberta,
P := L~! é uma aplicacio tal que pré-imagem por P de subconjuntos abertos de F' é um

subconjunto aberto de E. Logo, P é continua. O]

C.11 Teorema do Ponto Fixo de Banach

Por fim, vamos provar o Teorema do Ponto Fixo de Banach.
Sejam E um espac¢o métrico, S C E e f: S — S uma aplicacdo. Dizemos que f é

uma contragao se existe k € [0,1) tal que

d(f(x), fly)) < k-d(z,y), para quaisquer x,y € S.

Lema C.11.1. Sejam E um espaco métrico e (r,,) C E. Suponha que existe A € [0,1) tal
que, para todo n € N,

d(anrZa anrl) S A d(ajnJrlv xn)

Nessas condigoes, (z,) é uma sequéncia de Cauchy.
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Demonstragio. Se A = 0, entao (x,) é identicamente nula. Suponhamos A > 0. Assim,

dados m,n € N, com m > n, pondo k :=m — n, temos

k
ATy 0) <Y d( @iy Togiot) < V71 £ X2 d (g, 1)
=1

_ )\nfl(l AN+t )\kfl) . d(iCQ,l'l)

1=\
=)\" ! 1— d(fEQ,.’L’l)
n—1
< 1 )\d(xg,xl),
ja que
0<1-M<1.
Como .
nh—{glo 1— )\d(.fg,l’l) - Oa
entdo (x,) é de Cauchy. O

O Teorema abaixo foi extraido de (COLEMAN, 2012, Theorem 8.7, p. 188).

Teorema C.11.2 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Sejam E um espago métrico
completo e S C E um subconjunto fechado. Se f : S — S é uma contracao, entdao f tem

um, e somente um, ponto fixo.

Demonstracio. Existéncia do ponto fixo. Sejam zo € S e
Ty = f(rp_1), paracadan € N.
Como f é uma contragao, entao existe k € [0,1) tal que

d(f(z), fly)) < k-d(x,y), para quaisquer z,y € S.

Como
d(xn+27 $n+l) = d(f<xn+1)a f($n>) S k - d(xn+17 $n),

para todo n € N, entao, pelo Lema C.11.1, a sequéncia (z,) é de Cauchy e, portanto,

convergente, ja que E é um espago métrico completo. Como (z,,) C S e S é fechado, entéo
lim z, =2z €S.
n—o0
Como (f(z,)) é uma subsequéncia de (z,) e f é continua, entao
7=l o = Jim fl@a) = fl2).

Logo, x é um ponto fixo de f.
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Unicidade do ponto fixo. Vamos provar agora que x é o unico ponto fixo de f.

Com efeito, se f(y) = y, entao

d(z,y) = d(f(x), f(y)) < k- d(z,y),

o que nos da

(1 —k)d(z,y) <0,

=
donde
d(z,y) <0
e, portanto,
T =Y,

como queriamos demonstrar. O
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