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RESUMO

BARROSO, P. V. L. Desenvolvimento de uma ferramenta computacional para
determinacio de propriedades geométricas e calculo de tensdes normais na flexdo geral.
2025. Trabalho de Conclusdo de Curso - Faculdade de Tecnologia, Universidade Federal do
Amazonas, Manaus, 2025.

Este trabalho teve como finalidade o desenvolvimento de uma ferramenta computacional que
permite o calculo automatizado das propriedades geométricas de se¢des transversais genéricas
simétricas e assimétricas de um ou mais materiais e a aplica¢do do calculo de tensdes normais
na flexdo geral. Para tanto, foi realizado o estudo das formulagdes referentes ao calculo das
propriedades geométricas de secdes transversais planas e das tensdes normais na flexao geral
para um ou mais materiais, seguido do levantamento bibliografico em artigos, livros e teses e
dissertacdes para fundamentacdo. Em seguida, deduziu-se formulas para as propriedades
geométricas por meio da resolugdo de integrais de contorno da area baseada no Teorema de
Green, de modo que seja possivel realizar o cdlculo automatizado dessas propriedades. Além
disso, baseado na revisao bibliografica, o calculo das tensdes normais foi diretamente aplicado
nas formulas da flexao geral. Assim, organizou-se toda a rotina de calculo ja feita em algoritmos
para implementacao computacional realizada em linguagem Fortran. Por conseguinte, a analise
de dados e resultados foram feitas em planilhas eletronicas, além de softwares de pos-
processamento gratuitos. Primeiramente, apds a implementa¢do computacional apenas para
secdes transversais poligonais de apenas um material, foram processados diversos testes com
exemplares de problemas da literatura voltadas as propriedades geométricas para assegurar o
correto funcionamento do programa e sua validacdo. Todavia, por ultimo, o programa
computacional englobou ndo apenas sec¢des transversais poligonais como também secdes
transversais circulares e circulares parciais, ambas com um ou mais materiais, além do calculo
das tensdes normais na flexdo geral. Logo, foram realizados exemplos para demonstrar a
aplicabilidade do programa que serda desenvolvido para situagdes mais gerais de secdo
transversal com solicitagdes. Por fim, concluiu-se que os resultados obtidos foram satisfatorios,

ndo sendo observadas diferencas relevantes nos resultados quando comparado com a literatura.

Palavras-chave: calculo automatizado; implementagdo computacional; propriedades

geométricas; secdes transversais; tensdes normais.



ABSTRACT

BARROSO, P. V. L. Development of a computational tool for determining geometric
properties and calculating normal stresses in general bending. 2025. Graduation work -
College of Engineering, Federal University of Amazonas, Manaus, 2025.

The aim of this work was to develop a computational tool that allows the automated calculation
of the geometric properties of generic symmetrical and asymmetrical cross-sections of one or
more materials and the application of normal stress calculations in general bending. To this end,
a study of the formulations related to the calculation of the geometric properties of plane cross-
sections and normal stresses in general bending for one or more materials was carried out,
followed by a bibliographic survey of articles, books, theses, and dissertations for foundational
analysis. Subsequently, formulas for the geometric properties were deduced through the
resolution of contour integrals of the area based on Green's Theorem, so that the automated
calculation of these properties is possible. Furthermore, based on the bibliographic review, the
calculation of normal stresses was directly applied to the general bending formulas. Thus, the
entire calculation routine was organized into algorithms for computational implementation in
Fortran. Therefore, data analysis and results were performed using spreadsheets, as well as free
post-processing software. Initially, after the computational implementation for polygonal cross-
sections of a single material, several tests were conducted with examples of problems from the
literature focused on geometric properties to ensure the correct functioning of the program and
its validation. However, finally, the computational program encompassed not only polygonal
cross-sections but also circular and partial circular cross-sections, both with one or more
materials, in addition to the calculation of normal stresses in general bending. Therefore,
examples were performed to demonstrate the applicability of the program, which will be
developed for more general cross-sectional situations with loads. Finally, it was concluded that
the results obtained were satisfactory, with no relevant differences observed in the results when

compared to the literature.

Key-words: automated calculation; computational implementation; geometric properties;

cross-sections; normal stresses.
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1. INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES GERAIS

O termo “estrutura” se refere a um sistema de elementos conectados utilizados para
suportar cargas, logo, quando um engenheiro civil faz o projeto de qualquer obra, este deve
levar em consideracdo as propriedades do material a ser utilizado para garantir que a estrutura
da obra disponha da rigidez e resisténcia necessarias de acordo com a sua fungao.

Consoante descrito em Hibbeler (2013), a classificacao das estruturas ¢ importante para
o engenheiro civil, visto que permite identificar os variados elementos estruturais bem como
suas formas e fung¢des. Assim, quanto a forma, os elementos estruturais podem ser em tirantes,
colunas e vigas, por exemplo, e nestes pode-se perceber a importancia dos materiais que os
compdem e de suas propriedades geométricas.

Conforme descrito em Hibbeler (2013), as vigas sdo elementos estruturais retos
dispostos horizontalmente cuja funcdo ¢ sustentar cargas verticais e, dependendo do material,
suas secoes transversais podem mudar. Logo, quando o material usado ¢ aco, ou alguma liga de
aluminio, as vigas costumam ser usadas com uma se¢do transversal “I”’ em que as forcas nos
extremos secao transversal da viga, as mesas, resistem ao momento aplicado, enquanto a parte
do meio, a alma, tem resisténcia ao cisalhamento aplicado; entretanto, quando o material
utilizado ¢ o concreto armado, essas estruturas costumam apresentar se¢do transversal
retangular, de modo que as barras de ago incorporadas ao concreto resistam as tensdes nas
regides da viga onde sdo solicitadas.

O objetivo da analise estrutural €, depois de idealizar o comportamento das acdes e do
material presente na estrutura, definir esforgos solicitantes e deslocamentos decorrentes (Fonte,
2005). Logo, qualquer que seja o tipo de analise estrutural realizada no projeto de uma obra, a
determinagdo de propriedades geométricas das seg¢des transversais dos elementos estruturais
que a compdem ¢ um dos primeiros passos a serem feitos. Isso acontece, pois essas propriedades
sdo a base para os calculos de rigidez e de tensdes desses elementos, o que ¢ fundamental no
processo de dimensionamento.

A primeira disciplina de graduagdo do curso de Engenharia Civil focada na area de
estruturas da UFAM ¢ “Mecanica” em que, apos a abordagem de esforcos solicitantes, €
explorado o calculo das propriedades geométricas de interesse para o processo de
dimensionamento. A partir disso, o entendimento correto do céalculo dessas propriedades ¢

imprescindivel para as demais disciplinas de estruturas, independente do material.
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Dessa forma, entende-se que o célculo manual dessas propriedades para areas simples
de segdes transversais costuma ser mais pratico e facilitado, porém, a medida em que as areas
se tornam mais complexas, inclusive com a presen¢a de mais de um material, esse calculo passa
a ser mais trabalhoso e demorado, possibilitando também a ocorréncia de erros nesse processo.
Dado esse contexto, o desenvolvimento de uma ferramenta computacional que permita o
calculo automatizado das propriedades geométricas de seg¢des transversais genéricas, sejam elas
simples ou complexas, incluindo a presen¢a de varios materiais, faz-se necessario.

Como descrito em Santos (2020), os esforgos internos, como momento fletor e esforco
cortante, geram tensdes em elementos estruturais sujeitos a carregamentos. Sendo assim, pelo
fato de atuarem internamente, isto €, nas sec¢Oes transversais desses elementos, a analise ¢
calculo das propriedades geométricas dessas secdes sdo necessarios para a determinacao dos
valores das tensoes, sejam elas normais ou de cisalhamento.

Dado esse carater geral, aproveitou-se o desenvolvimento dos calculos das propriedades
geométricas das se¢des transversais para, posteriormente, utilizando os valores gerados, aplicar
ao calculo de tensdes normais provenientes da flexao geral. Além disso, conforme descrito em
Coda (2017), sendo a flexdo geral a atuagao conjunta de momento fletor numa diregao arbitraria
(flexdo obliqua) e de esfor¢o normal (flexdo composta), esses esforcos podem ser aplicados a
segoes transversais simétricas ou assimétricas.

Vale ressaltar que, primeiramente, foi desenvolvido apenas o cddigo do programa
computacional responsavel pelo calculo automatico das propriedades geométricas de secoes
transversais de lados retos homogéneas. Em contrapartida, por ultimo, foi desenvolvido o
codigo do programa computacional responsavel pelo célculo automatico das propriedades
geométricas de sec¢des transversais poligonais e/ou circulares homogéneas e ndo homogéneas e

o calculo das tensdes normais na flexao geral dessas segdes.
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1.2.  OBJETIVOS

1.2.1. OBJETIVO GERAL

Desenvolver um programa computacional para determinacdo de propriedades
geométricas de secdes transversais simples de um material e compostas de varios materiais e

calculo de tensdes normais na flexao geral para essas secdes.

1.2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1) Estudar e desenvolver formulagcdes que permitam automatizar o célculo das
propriedades geométricas de secdes transversais compostas de varios materiais,
especificamente centroide, momentos estaticos € momentos e produtos de inércia;

2) Implementar algoritmo de programa computacional para o célculo das propriedades
geométricas de areas de secdes transversais compostas de varios materiais;

3) Desenvolver e implementar algoritmo para calculo de tensdes normais provenientes
da flexao geral aplicada a se¢des transversais com varios materiais;

4) Realizar exemplos numéricos de validagado e aplicacao.
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1.3. JUSTIFICATIVA

Conforme a ABNT NBR 6118:2023, a analise estrutural ¢ uma das mais importantes
fases do projeto de uma obra, ja que permite determinar esforgos internos, tensodes, deformagdes
e deslocamentos de um elemento estrutural ou de toda a estrutura. Além disso, de acordo com
Santos (2020), durante o estudo da Mecanica dos Solidos, antes de qualquer anélise de tensdes,
deve-se entender e determinar as propriedades geométricas das segdes transversais que
caracterizam os elementos estruturais. Logo, faz-se importante que a determinagdo de
propriedades geométricas e céalculo de tensdes normais na flexdo geral sejam feitos de forma
correta.

A metodologia corriqueira no célculo das propriedades geométricas ¢ simplesmente
utilizar formulagdes especificas presentes na literatura para cada tipo de se¢do transversal que
se encontram nos elementos estruturais analisados. Essa metodologia ¢ eficiente quando se trata
de calculos manuais, no entanto, para se¢cdes mais complexas e com diferentes materiais, esse
processo passa a ser cada vez mais complexo e dispendioso, o que pode gerar atrasos e até erros
na analise estrutural, especialmente devido a aproximagoes.

Em varios trabalhos voltados para analise e desenvolvimento de ferramentas para
determinagdo de propriedades geométricas, sdo utilizadas formulagdes especificas ja
apresentadas na literatura, o que limita essas ferramentas a casos em que a se¢do nado € usual e
possui mais de um material, fato que mostra a importancia da utilizacdo de uma metodologia
menos usual para contemplar mais casos envolvendo propriedades geométricas de segdes.

Neste trabalho, utilizou-se a resolucdo de integrais de contorno da area baseada no
Teorema de Green para deduzir as formulacdes das propriedades geométricas. Além disso, para
a determinacdo de tensdes normais na flexdo geral, foram usadas formulagdes tiradas
diretamente do levantamento bibliografico. Dessa forma, através da implementagdo
computacional desse formulario organizado em algoritmo, sera possivel o calculo automatizado
dessas varidveis em condi¢des gerais na qual o elemento estrutural tenha uma se¢ao transversal
planas e com uma menor amplitude de erros em relagdo ao calculo manual.

Portanto, a justificativa para a utilizagdo desse programa computacional seria a
resolucdo de exemplos gerais que exijam a utilizagdo de seg¢des transversais mais complexas,
sejam elas simétricas ou assimétricas, incluindo secdes com um ou mais materiais, além da
disponibiliza¢do do programa para que alunos da Universidade Federal do Amazonas (UFAM)

possam utilizé-lo durante a graduagao.
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14. METODOLOGIA

Primeiramente, foi realizado um levantamento bibliografico para determinar as
propriedades geométricas onde foram estudadas as formulagdes referentes ao célculo de
propriedades geométricas de segdes transversais planas, incluindo a possibilidade de ter um ou
varios materiais. Em seguida, foi realizado também um levantamento bibliografico em busca
de trabalhos que tratam do calculo de tensdes normais na flexdo geral, incluindo se¢des com
varios materiais, que usualmente ndo ¢ encontrado nos livros didaticos de Resisténcia dos
Materiais. Neste sentido, para a pesquisa, utilizou-se o Sistema de Bibliotecas da Universidade
Federal do Amazonas (SISTEBIB/UFAM), com acesso ao acervo dos livros didaticos de
graduacdo da Biblioteca Setorial de Ciéncias Exatas e Engenharias, de um banco de teses e
dissertacdes, além das bases de dados do portal de periddicos da CAPES.

Na sequéncia, foram desenvolvidas as formula¢des para os calculos das propriedades
geométricas a partir da resolucao de integrais sobre o contorno da area baseada no Teorema de
Green, de modo que fosse possivel o calculo automatizado dessas propriedades. Essa etapa ¢
constituida pela analise do Teorema de Green e de conceitos basicos importantes para a dedugao
das formulas como: parametrizagdo da reta, campo vetorial, divergente de um campo vetorial e
vetor unitario normal. Assim, através dessas definigdes, ¢ mostrada a dedugao de detalhada de
cada uma das propriedades geométricas.

Com as propriedades geométricas determinadas, o calculo das tensdes foi realizado
diretamente com base na formulacdo de flexdo geral citada anteriormente. Dessa forma, todo
esse procedimento de calculo foi organizado em algoritmos para que fosse implementado
computacionalmente.

As implementac¢des computacionais dos algoritmos desenvolvidos foram realizadas em
linguagem Fortran. A linguagem possui ambiente de desenvolvimento e compilador para
Windows® com licenga gratuita. Para analise dos dados e resultados, sdo utilizadas planilhas
eletronicas, além de softwares de pds-processamento como AcadView (Coda, Paccola, 2005) e
Paraview (Ahrens; Geveci; Law, 2005), ambos com licenga gratuita.

Com relacdo a andlise de resultados, a implementacdo computacional foi validada com
exemplos encontrados na literatura, feitos em uma planilha eletronica. Além disso, foram
realizados outros exemplos para demonstrar a aplicabilidade do programa que foi desenvolvido
para situagdes mais gerais de forma que contemple se¢do transversal e solicitagdes, como

problemas envolvendo vigas e pilares.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nos proximos itens, sera comentada a base teorica para as formulagdes utilizadas neste
trabalho. Primeiramente, serdo abordadas as propriedades geométricas das se¢des transversais
planas, incluindo se¢des com apenas um material (secdes homogéneas). Em seguida, serdo
abordados os célculos que envolvem a tensdo normal na flexdo geral devido as secdes
analisadas no item 2.1. Por ultimo, serdo abordadas as propriedades geométricas das secdes

transversais planas, incluindo se¢des com apenas um material (se¢des ndo homogéneas).

2.1. PROPRIEDADES GEOMETRICAS

De acordo com Santos (2020), as tensdes atuam ao longo das se¢des transversais € sao
determinadas seguindo os seguintes passos: calculo dos esfor¢os internos; determinacdo das
propriedades geométricas da se¢do transversal e aplicacdo das equacdes para as tensdes. Dessa
forma, determinar e calcular as propriedades geométricas das se¢des transversais, seja de um
ou mais materiais, ¢ imprescindivel para o calculo das tensdes normais.

Conforme Melconian (2009), as propriedades geométricas mais importantes para o
calculo das tensoes sdo divididas em: area, momento estatico de area, centroide, momento de
inércia, produto de inércia e raio de giragao.

Consoante Oliveira (2023), cada propriedade geométrica possui uma aplicagdo da

Engenharia Civil:

I. Area da secdo transversal: principal propriedade geométrica para determinar a
quantidade de material que serd aplicado numa estrutura. Através dessa propriedade, o
engenheiro civil pode dimensionar a quantidade de area de ago, concreto e madeira, por
exemplo, em elementos estruturais, como vigas e pilares, € fazer com que o projeto seja
mais econdmico;

II. Centroide: ponto que corresponde ao centro geométrico de um objeto e que, em modelos
estruturais, ¢ importante ja que pode definir o ponto de aplicacdo de forcas resultantes
em elementos estruturais adjacentes;

ITII. Momento de inércia: determina a capacidade da se¢do transversal de um elemento
estrutural de resistir aos esfor¢os internos atuantes. Isso pode ser observado em qualquer

secdo, e um exemplo disso sdo em vigas de secdo I, onde a area ¢ mais distribuida na
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mesa do que na alma, com a finalidade de aumentar a capacidade de resistir a0 momento
fletor;

IV.Raio de giracdo: ¢ usado para descrever a estabilidade de objetos giratorios e pode
influenciar na rigidez da secdo transversal de um elemento estrutural, tal que previne

falhas por flambagem na mesma.

2.1.1. AREA

A éarea corresponde a uma medida de superficie, isto ¢, uma por¢do de um espago

bidimensional, como um poligono, de acordo com a Figura 1.

Figura 1 - Representagdo genérica da area.

y

Fonte: Autoria propria.

Logo, Melconian (2009) considera dA como um elemento de area e os eixos x e y
como os eixos de coordenadas em que a area da superficie esta inserida, a area total da superficie

pode ser dada por (2.1):

A =fAdA (2.1)

A analise dimensional da 4rea mostra que [A] = [L?]. Logo, as unidades de medida da

area podem ser [mm?], [cm?], [m?].
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2.1.2. MOMENTO ESTATICO DE AREA

Segundo Castro e Junior (2009), o momento estatico de um elemento de superficie ¢
obtido a partir do produto entre o elemento de area dA e a distdncia que separa esse elemento

dos eixos de referéncia, x ou y, dado por (2.2) e (2.3):

dQx =y.dA (2.2)

dQ, = x.dA (2.3)

Para representar o momento estatico de uma superficie plana, deve-se considerar a

Figura 2.

Figura 2 - Representag@o genérica do momento estatico em uma superficie plana.

Y

£ )

X

Fonte: Castro e Junior (2009).

Dessa forma, como descrito em Castro e Junior (2009) e Beer (2012), os momentos
estaticos de uma superficie plana, ou momentos de primeira ordem da area A em relagdo aos

eixos, sdo dados por (2.4) e (2.5):

Q, = jAy .dA (2.4)

Qy = fo .dA (2.5)
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A analise dimensional dos momentos estaticos de area mostra que [Qx] = [Qy] =
[L].[L?] = [Qx] = [Qy] = [L3]. Logo, as unidades de medida dos momentos estaticos de area
podem ser [mm?], [cm?], [m?].

Vale ressaltar que, pelo fato de os momentos estaticos terem dimensao [L*], os valores

podem ser positivos e negativos.

2.1.3. CENTROIDE

Conforme descrito em Beer (2012), o centro de gravidade corresponde ao ponto
especifico de um corpo em que uma forga resultante serve como substituta de um sistema de
forgas distribuidas, ja o centroide de uma superficie plana € o ponto cujas coordenadas sdao o
resultado das médias das coordenadas dos pontos de uma figura geométrica.

Além disso, consoante Oliveira (2017), quando essa figura geométrica corresponde a
uma se¢do homogénea de um corpo, entdo o centroide tem a mesma posi¢ao que o centro de
massa e quando o corpo € homogéneo e um campo gravitacional constante atua sobre ele, esse
ponto corresponde ao centro de gravidade.

Logo, para representar o centroide de uma superficie plana, pode-se considerar a

representacdo da Figura 3.

Figura 3 - Representag@o genérica do centroide de uma superficie plana.

- 2| =0

Fonte: Beer (2012).

Determinando as formulacdes da area total de uma superficie plana e dos momentos
estaticos de area, as coordenadas sdao dadas pela razao entre essas propriedades geométricas.
Entdo, o ponto de centroide de uma superficie plana ¢ definido por essas coordenadas dadas por

2.6) e (2.7):
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Q, J, x.dA

Q, fAy.dA
c,= — = 2.7
yT AT T da @.7)

Assim, o ponto do centroide de uma superficie plana ¢ C (C,, C,). A analise dimensional

3
das coordenadas mostra que [Cx] = [Cy] = % = [L]. Logo, as unidades de medida das
coordenadas do centroide podem ser [mm], [cm], [m].
Vale ressaltar que, conforme Oliveira (2017), para uma figura geométrica com centroide

na origem dos eixos, 0s momentos estaticos sdo nulos, logo, em €, = C,, = 0.

2.1.4. MOMENTO DE INERCIA

Consoante Castro e Junior (2009), o momento de inércia ¢ propriedade geométrica
relevante durante o dimensionamento de elementos estruturais, visto que compde a rigidez de
segOes transversais a rotagdo, ou seja, quanto maior for os valores de momento de inércia da
seccao transversal, maior sera a resisténcia a rotagao.

Como descrito em Beer (2012), tomando como referéncia a Figura 2, os momentos de

inércia, ou momentos de segunda ordem da area A em relagdo aos eixos, sdo dados por (2.8) e

(2.9):

.= ]Ayz .dA (2.8)

I, = f x2.dA (2.9)
A

A analise dimensional dos momentos de inércia de area mostra que [Ix] = [Iy] =
[L?].[L?] = [L*]. Logo, as unidades de medida dos momentos de inércia podem ser [mm?*],
[cm*], [m?].

Vale ressaltar que, pelo fato de os momentos de inércia terem dimensao [L*], os valores

podem ser apenas positivos.
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2.1.5. PRODUTO DE INERCIA

Conforme descrito em Beer (2012), o produto de inércia ¢ dado por (2.10):
Ly =fx.y.dA (2.10)
A

A analise dimensional dos momentos de inércia de 4area mostra que [Ixy] =
[L].[L].[L?] = [L*]. Logo, as unidades de medida dos momentos de inércia podem ser [mm*],
[cm*], [m?].

Vale ressaltar que, consoante descrito em Beer (2012), o produto de inércia I, pode ser

positivo, negativo ou nulo.

2.1.6. RAIO DE GIRACAO

De acordo com Melconian (2009), os raios de giracdo de uma superficie planas

consistem nas distancias entre essa superficie e os eixos, como pode ser visto na Figura 4.

Figura 4 - Representagdo genérica dos raios de gira¢do de uma superficie plana.

vj

-
X
Fonte: Melconian (2009).

Dessa forma, considerando as propriedades geométricas de momento de inércia e area
total de uma superficie, os raios de giragao de uma superficie planas sao dadas por (2.11) e

(2.12):

Ix
— X 2.11
A ( )
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(2.12)

I
N ey

A analise dimensional dos raios de giragdo de uma superficie mostra que [ix] = [iy] =

1

4175 2
[% = % = [L]. Logo, as unidades de medida dos raios de gira¢do de uma superficie podem

ser [mm], [cm], [m].

2.2. TENSAO NORMAL NA FLEXAO GERAL
2.2.1. CONCEITO DE TENSAO E TENSAO NORMAL

De acordo com Hibbeler (2010), a tensdo corresponde a intensidade da forga interna
sobre um plano especifico (superficie plana da area) que passa por um ponto, no qual o material
que compde essa superficie € coeso e continuo. Além disso, da-se o nome de tensdo normal a
intensidade da forga, AF,, que age na direcdo perpendicular a um elemento de area, isto &, €

normal a area. Essa relagdo que pode ser descrita por (2.13):

AF,

Alilr—r}o AA ( )

Oy

Outro ponto importante, ¢ que a tensdo tracionar o elemento de area, considerada tensao
de tragdo, ja se comprimir esse elemento, sera considerada tensao de compressao.

Como descrito em Hibbeler (2010), quando uma barra estd sob uma deformacao
uniforme e constante, sabe-se que uma tensao normal constante o estd agindo sobre ela. Logo,
considerando que cada elemento de area AA de toda a secdo transversal do plano esta submetido
auma forga AF = g.AA, a forca resultante interna N seria o resultado da somatoria de todas as

forgas que agem na se¢do. Assim, a tensdo normal média constante seria descrita por (2.14):
N
=— 2.14
o=- (2.14)

Onde:
o —» Tensdo normal média em qualquer ponto na area da secdo transversal, no Sistema

Internacional (SI), ¢ dado em mega pascal (Pa);
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N — Forca normal interna resultante, que ¢ aplicada no centroide da area da sec¢do transversal;
no Sistema Internacional (SI), ¢ dado em newtons (N);
A — Area da secdo transversal da barra; no Sistema Internacional (SI), é dado em metros
quadrados (m?).

Em contrapartida, Como descrito em Hibbeler (2010), quando a barra esta sujeita a
varias cargas externas ao longo de seu eixo ou quando sobre alteracdes na se¢do transversal, a
tensao normal no interior desse elemento pode mudar, o que exige que seja determinada a tensao
normal média maxima. Logo, faz-se necessario determinar a forga interna N em vdrias se¢des
ao longo da barra através de um diagrama de forga axial ou normal. Entdo, a for¢a que age sobre
a barra pode ser representada pela Figura 5, enquanto a tensdo normal média o gerada pode ser

representada pela Figura 6.

Figura 5 - Representagdo da forga interna na barra 1.

N

Fonte: Coda (2017).

Figura 6 - Representagdo da forga interna na barra 2.

NN
\G
S
s
S
N\
N

Fonte: Coda (2017).

Vale ressaltar que, por convengdo, a tensdo de compressdo ¢ considerada com sinal

negativo e a tensao de tracdo ¢ considerada com sinal positivo.
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2.2.2. FLEXAO GERAL

Determinando o momento interno em uma secao transversal, a tensao por flexao podera
ser calculada. Além disso, a tensdo normal por flexdo pode ser calculada para diferentes
situacdes em elementos estruturais retos, seja em se¢do transversal simétrica e com elementos
feitos de materiais homogéneos lineares elasticos, seja em se¢do transversal assimétrica € com
elementos feitos de materiais diferentes (Hibbeler, 2010). Assim, a tensdo normal pode
acontecer em: flexao pura e reta, flexdo pura e obliqua, flexao composta e flexdo geral (Coda,
2017).

Consoante Coda (2017), a tensdo por flexdo pura e reta ocorre, quando, no elemento
estrutural ou barra geral, existe momento fletor sendo aplicado na dire¢do ortogonal ao eixo de

simetria da secdo desse elemento. Essa situa¢do pode ser representada pela Figura 7.

Figura 7 - Representagdo da flexao pura e reta.

Fonte: Coda (2017).

Logo, para secdes homogéneas, isto ¢, de apenas um material, a tensdo normal por flexao
pura e reta pode ser representada pela formula (2.15) quando o momento fletor estd no eixo z e

pela formula (2.16) quando esta no eixo y :

M,.
L il (2.15)
I,
M,.z
oy = — (2.16)
Iy

Conforme Coda (2017), a tensdo por flexdo pura e obliqua ocorre, quando, no elemento

estrutural ou barra geral, existe momento fletor em dois eixos que, juntos, resultam em um



24

momento fletor inclinado em relacdo ao sistema de eixos adotados. Essa situacdo pode ser

representada pela Figura 8 e pela Figura 9.

Figura 8 - Representagdo da flexdo pura e obliqua em duas dimensdes.

L #Msendl

L CEE
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Fonte: Coda (2017).

Figura 9 - Representagdo da flexdo pura e obliqua em perspectiva.

y b g

M,= M cos @

Fonte: Hibbeler (2010).

Logo, para se¢cdes homogéneas, a tensdo normal por flexdo pura e obliqua pode ser

representada pela férmula (2.17) quando o momento fletor estd no eixo z € no eixo y :

(2.17)

Tomando em consideragdo as Figuras 8 € 9, a representacao, em perspectiva, das tensdes

normais maximas por flexao pura obliqua pode ser mostrada na Figura 10.
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Figura 10 - Representacdo das tensdes normais maximas em perspectiva.

y

[(odmix T (&' Imaxl ‘F?f_‘g =
N

(@ dmix + (0 Jmas] (@ Dot

[(@dmax + (0" max]

(o) max

Fonte: Hibbeler (2010).

Por ultimo, vale ressaltar que, nas posi¢des do diagrama de tensdes normais em que as
tensdes se anulam, o eixo neutro atravessa. Logo, pode-se dizer que o eixo neutro corresponde
auma linha neutra presente na secao transversal do elemento estrutural em que a tensdo normal
na flexdo € nula, como descrito em Hibbeler (2010). Utilizando as Figuras 8, 9 ¢ 10 como base
e considerando o angulo e como angulo de inclinacdo do momento fletor inclinado, a equagao

da reta que define o eixo neutro para a secao transversal ¢ dada por (2.18):

I,
tgﬂ=l—.tg9 (2.18)
y

em que S corresponde ao angulo da linha neutra em relagdo ao eixo z .

De acordo com Coda (2017), a tensdao normal por flexdo composta ocorre, quando, no
elemento estrutural ou barra geral, existe momento fletor, em pelo menos um dos eixos, €
esforco normal. Essa situacdo pode ser representada na Figura 11, quando o esfor¢o normal se
encontra no centro de gravidade da secdo, e na Figura 12, quando este se encontra fora do centro

de gravidade.

Figura 11 - Representacdo da flexdo composta 1.

Entrada

Fonte: Coda (2017).
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Figura 12 - Representacdo da flexdo composta 2.
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Fonte: Coda (2017).

Logo, para se¢cdes homogéneas e esforco normal passando pelo centro de gravidade
dessas se¢des, a tensdo normal por flexdo composta pode ser representada pela formula (2.19)

quando o momento fletor estd no eixo z e no eixo y :

Oy =

M.y M,z N
2y . (2.19)

I, I

Em contrapartida, em relagdo a formula (2.19), para se¢cdes homogéneas e esforgo
normal passando fora do centro de gravidade dessas secdes, a tensdo normal por flexao
composta pode ser representada pela formula (2.20) quando o momento fletor estd no eixo z e

no eixo y :

(M,, +N.yy).y (M, ,+N.zy).z N
I, L, A

o, (2.20)

Sendo yy e zy as distdncias do ponto de atuacdo do esforco normal N até,
respectivamente, 0 €iX0 z € 0 €iX0 y .

Por fim, de acordo com Coda (2017), a tensdo normal por flexao geral ocorre quando
existe a combinacao de momentos fletores ¢ for¢a normal atuando numa barra, ou elemento
estrutural reto, cuja secdo transversal pode ser simétrica ou assimétrica. Sendo assim, a flexao

geral engloba todos os outros casos em que hé tensdo normal por flexdo, com a diferenca de
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englobar também elementos estruturais com segdes transversais assimétricas. Essa situacao
pode ser representada pela Figura 13.

Figura 13 - Representacdo da flexdo geral.

$ My
1

g
M, Z N

1*."
Fonte: Coda (2017).

Logo, para segoes homogéneas e esfor¢o normal passando pelo centro de gravidade
dessas secoes, a tensdo normal por flexdo geral pode ser representada pela formula (2.21)

quando o momento fletor estd no eixo z e no eixo y :

M,.L, — M,.I M,.z—M,.I N
ax=< D yz).y+< L4 Zzyz>.z+— (2.21)
LI, — 1% LI, — 1% A

Onde:

M,, M, - Momentos fletores nos €ixos z e y, respectivamente; no Sistema Internacional (SI),
sao dados por newtons vezes metro (N.m);

I,,, I, » Momentos principais de inércia calculados nos eixos z € y , respectivamente; no Sistema
Internacional (SI), sdo dados por metros a quarta poténcia (m?);

I,,, - Produto de inércia calculados nos eixos z € y ; no Sistema Internacional (SI), ¢ dado por
metros & quarta poténcia (m?);

y,z —» Coordenadas do ponto medidas em relagdao aos eixos y € z com origem no centroide da
area da secdo transversal; no Sistema Internacional (SI), sdo dados em metros (m);

o — Tensdo normal por flexdo geral; no Sistema Internacional (SI), ¢ dado em mega pascal
(Pa);

N — Forca normal interna resultante; no Sistema Internacional (SI), ¢ dado em newtons (N);
A - Area da secdo transversal da barra; no Sistema Internacional (SI), ¢ dado em metros

quadrados (m?).
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Logo, em relacdo a formula (2.21), para secdes homogéneas e esfor¢o normal passando
fora do centro de gravidade dessas secdes, a tensdo normal por flexdo geral pode ser

representada pela férmula (2.22) quando o momento fletor estd no eixo z € no eixo y :

_ (Mg + N.yy).1I, — (My, + N.zy).1,,
o = 1.1, — IZ, Y
(2.22)

N (My, + N.zy).1, — (M, + N.yy).1,, LN
L.1,— 12 A

Sendo yy e zy as distancias do ponto de atuagdo do esforco normal N até,
respectivamente, o eixo z e o eixo y . Logo, para qualquer situacao geral de tensdo normal por
flexdo para se¢des homogéneas, especificamente no referencial adotado na Figura 13, a formula

(2.22) pode ser usada.

2.3. SECOES NAO HOMOGENEAS
2.3.1. FATOR DE TRANSFORMACAO

Segundo Hibbeler (2010), as se¢des ndo homogéneas correspondem a secdes
transversais formadas por um ou mais materiais. Além disso, consoante Coda (2017),
aplicagdes comuns dessas se¢des correspondem aos casos de se¢cdes nao homogéneas utilizando
fibras longitudinais em barras gerais ou de se¢des ndo homogéneas com trechos maci¢os com
materiais de propriedades elasticas diferentes.

Um exemplo de material cuja se¢do ¢ ndo homogénea é concreto armado, em que as
barras de aco da armadura tém a funcdo de resisténcia a tragdo nas regioes tracionadas das
barras gerais, compensando a baixa resisténcia a tracdo do concreto, enquanto o concreto tem
resisténcia a compressao. Além disso, no limite de resisténcia, o0 comportamento ductil do ago
estrutural compensa o comportamento fragil do concreto ao longo do elemento estrutural (Coda,
2017).

Consoante Hibbeler (2010), apesar de elementos estruturais poderem apresentar segoes
nao homogéneas, a formula da flexdo geral exige que o material da se¢do seja homogéneo, logo,
a opcao para realizar o célculo em se¢des ndo homogéneas ¢ transformé-las em segdes

homogéneas através de um fator de transformagao ou coeficiente de homogeneizagao n.



29

Segundo Hibbeler (2010) e Coda (2017), o fator de transformagdo n ¢ a razao entre os
modulos de elasticidade dos diferentes materiais que formam uma se¢do ndo homogénea.
Assim, utilizando-o como multiplicador, o fator converte as dimensdes da secao transversal do
elemento estrutural composto em um simples, de apenas um material, de forma que ambos os
elementos possuam a mesma resisténcia. Logo, devido a conversdo de dimensdes, as formulas
de propriedades geométricas e de tensdo devem ser multiplicadas pelo coeficiente de
homogeneizagao.

O coeficiente de homogeneizagao ¢ dado por (2.23):

_Ey , _Ep

n—E—Z H—E—l

(2.23)

Onde:
E; —» O moédulo de elasticidade do material mais rigido, ou 1;
E, - O modulo de elasticidade do material menos rigido, ou 2;

n,n’ - Numero adimensional de fator de transformacgao ou coeficiente de homogeneizacao.

Logo, como n > 0, transforma-se a secdo de material 1 em material 2 utilizando o
coeficiente e faz-se necessario uma quantidade maior de material 2 para suportar o momento
aplicado no elemento estrutural. Em contrapartida, como n’ < 0, transforma-se a se¢ao de
material 2 em material 1 utilizando o coeficiente e faz-se necessario uma quantidade menor de
material 1 para suportar o mesmo momento aplicado no elemento estrutural, como mostrado na

Figura 14.

Figura 14 - Representacdo da transformacdo de se¢des ndo homogéneas.

Materia)l /
rigidof
~

<' by =n'b
Fonte: Hibbeler (2010).
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De acordo com Hibbeler (2010), sobre a tensdo, apds a se¢do transversal ndo
homogénea do elemento estrutural ser transformada em homogénea, a distribuicao de tensdo na

se¢do sera linear, como mostrado na Figura 15.

Figura 15 - Representacdo da tensdo nas se¢des transformadas.

Fonte: Hibbeler (2010).

Consequentemente, as propriedades geométricas e a tensdo podem ser calculadas da
maneira usual, no entanto, para a se¢dao que foi transformada, a tensdo deve ser multiplicada
pelo fator de transformacgao n (oun” ) para que a tensao verdadeira seja obtida (Hibberler, 2010).

Generalizando os casos, o fator de transformagao serd dado por (2.24):

E;
Eref

@ = (2.24)

Onde:

E; » O moddulo de elasticidade do material “i1”;

E,er — O moédulo de elasticidade do material de referéncia;

a; » Numero adimensional de fator de transformacdo ou coeficiente de homogeneizacao do

[13%2]
1.

material

2.3.2. PROPRIEDADES GEOMETRICAS DE SECOES NAO HOMOGKNEAS

Para generalizar os calculos das propriedades geométricas para segdes homogéneas e
nao homogéneas, basta multiplicar o fator de transformagado presente em (2.24) pelas integrais
de area em (2.1), (2.4), (2.5), (2.8), (2.9) e (2.10). Além disso, vale ressaltar que, para o caso de
secdes homogéneas, o coeficiente serd a; = 1, logo, as integrais de area permanecem as

mesmas. Desse modo, as integrais de area para as propriedades geométricas de area, momento
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estatico em x, momento estatico em y, momento de inércia em x, momento de inércia emy e

produto de inércia sdo dadas, respectivamente, por (2.25), (2.26), (2.27), (2.28), (2.29) e (2.30):

. z [ as 225)
0= Yo v 229
0= Yo xaa 22
=Y [y 228)
XA 2)

Ly = z . f x.y.dA (2.30)
- A

onde “m” ¢ o nimero de materiais que compdem a area.
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3. FORMULACAO DAS PROPRIEDADES
GEOMETRICAS

3.1. CONSIDERACOES PRELIMINARES

No Capitulo 2, foi mostrado que todas as propriedades geométricas das segdes
transversais dependem da area dessas secoes para serem calculadas. Para calcular quaisquer
propriedades geométricas de segdes transversais poligonais e/ou circulares, sejam simétricas ou
assimétricas, homogéneas ou ndo, € necessario entender o que influencia as integrais de area.
Sobre as tensdes normais na flexao geral, ¢ necessario adaptar a formula geral (2.22) para o

referencial de eixos adotado na elaboragdao do programa computacional.

3.2. TEOREMA DE GREEN

De acordo com Stewart (2013), “o Teorema de Green consiste em uma relacao
matematica entre uma integral de linha, ou de contorno, ao redor de uma curva C fechada e
simples e uma integral dupla de area sobre uma regido do plano D delimitado por C ”. Essa

descricdo pode ser visualmente representada pela Figura 16.

Figura 16 — Representacdo do Teorema de Green.

VA

B

Fonte: Stewart (2013).

Pelo Teorema de Green, entende-se que a orientacdo da curva C deve ser no sentido
anti-horario, considerando que a regido D ¢ constituida de todos os pontos de C . Dessa forma,
sendo o vetor diretor v um vetor de magnitude d que representa um lado qualquer de um
poligono no plano xy, a orientagdo adotada no vetor diretor v deve ser dada da esquerda para

direita, como mostrado na Figura 17.
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Figura 17 — Componentes do vetor v.

yi+1 T

| |
1

X, X,

i i+1

Fonte: Adaptado de Stewart (2013).

Sendo o vetor separado em duas componentes, conforme a férmula (3.1):

v=(vyvy) = (41 — X0, Vier — Vi) (3.1)

Dessa forma, segundo Stewart (2013), considerando que uma fung¢ao vetorial r(t), no
intervalo te[a, b], descreve a curva fechada S a qual delimita a regido A, se P ¢ Q,
componentes de campo vetorial F, possuem derivadas parciais de primeira ordem continuas
sobre essa regido, a expressao que mostra que uma integral de linha pode ser considerada como

uma integral de area ¢ dada por (3.2):

iF-drziF-ndsszAV-FdA (3.2)

Onde:

F — Campo vetorial;
n — Vetor normal;
r — Funcdo vetorial.

V-F — Divergente do campo vetorial.
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3.3. CONCEITOS IMPORTANTES

Utilizando a féormula (3.2), para a deducao das formulas das propriedades geométricas,
existem outros conceitos importantes que devem ser considerados, sdo eles: campo vetorial,

vetor normal n, divergente de um campo vetorial e parametrizagdo de uma reta.

3.3.1. CAMPO VETORIAL

Conforme Stewart (2013), considerando um conjunto A numa regido plana R?, o campo
vetorial nessa regido ¢ uma funcao F que vincula a cada ponto P(x,y) em A, um vetor de duas

dimensoes F (x, y), como mostrado na Figura 18.

Figura 18 — Campo vetorial em R2.

YA
F(x,y)
\o
(X, y)
/ / >
¥ 0 o %
.\\

Fonte: Adaptado de Stewart (2013).

Como o vetor F ¢ bidimensional, ele pode ser escrito decompondo seus componentes

em P e Q, os chamados campos escalares, como mostrado em (3.3):

F(x,y) =P(x,y)i+ Q(x,y)j = F = Pi+ Qj (3.3)

O vetor F (x, y) sera importante na deducao, visto que, serd utilizada para alterar os

termos que serdo integrados durante a dedugdo das féormulas das propriedades geométricas.

3.3.2. PARAMETRIZACAO DA RETA

Conforme Stewart (2013), a parametriza¢do da reta em um plano xy pode ser feita a
partir de um vetor diretor v e de um ponto P(x, y) pertencente a reta. Logo, as coordenadas dos

pontos da reta, em fun¢do do parametro t, serdo dadas por (3.4):
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P(x(),y(0) = (xi + Vy.t, yi +Vy.1) (3.4)

Portanto, como as férmulas das propriedades geométricas da area secdo transversal
serdo feitas a partir do primeiro lado do poligono, cujo intervalo det sera t € [0, 1], sendo todos

esses valores numeros inteiros positivos.

3.3.3. DIVERGENTE DE UM CAMPO VETORIAL

Consoante Stewart (2013), se F = Pi + Qj ¢ um campo vetorial em R? e as derivadas

. . 0P 7] . . . ,
parciais — ¢ % existem, o divergente desse campo vetorial ¢ dado por (3.5):
X

P
div F = a_+_ (3.5)

Além disso, como o divergente de F ¢ um campo escalar, em termos de gradiente, ele

¢ considerado o produto escalar do gradiente pelo campo vetorial F e pode ser dado por (3.6):

divF =V F—(a a) o)=L 4% 3.6
wr= - ax'ay Q © ox dy (3.6)

Pela resolugdo do Teorema de Green, a integral de contorno ¢ dada por (3.7):

jEF-nds:Lb(P.dy—Q.dx)=ffA<Z—i+Z—§>dA (3.7)

Portanto, pela resolu¢ao do Teorema de Green, a integral de contorno ¢ dada por (3.8):

iF-ndsszAV-FdA (3.8)
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3.3.4. VETOR NORMAL

Sobre o vetor diretor v, sabe-se que ele ¢ dado por (3.1). Além disso, sabe-se que, assim
como o vetor tangente unitario T(t) mostrado na Figura 19, o vetor diretor v ¢ perpendicular a
um vetor normal n(t), logo, também ¢ ortogonal ao mesmo vetor, como mostrado na Figura 20.

Assim, o vetor normal n(t) ¢ dado (3.9):

n(t) = (%y —%) (3.9)

Figura 19 — Representacdo do vetor normal n.

y.il
W
r(t
D ) n(t)
G
0 X

Fonte: Stewart, 2013.

Figura 20 — Representacdo dos vetores ortogonais v e n.

y

Yier T

T

X. X. X

i i+1

Fonte: Autoria propria.
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3.4. FORMULACOES DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS

Nos itens anteriores, foram mostradas condi¢des importantes para o desenvolvimento

das formulacdes das propriedades geométricas:

a) O ponto P(x,y), pertencente a uma reta parametrizada cuja direcdo ¢ a mesma de vetor
diretor v, ¢ dado por (3.4), de forma que o intervalo de t seja t € [0, 1], logo, a partir das
coordenadas desse ponto, sera definido o intervalo de integragdo da integral de linha;

b) Através da resolugdo Teorema de Green, pela equacdo (3.2), uma integral de area A
delimitada pela funcao vetorial r(t) ¢ igual a uma integral de linha de curva S definida
pela equagdo vetorial r(t), logo, todas as integrais de area das propriedades geométricas
terdo o mesmo formato;

¢) O vetor diretor v ¢ um vetor tangente a curva S e ortogonal ao vetor unitario normal n,

logo, o vetor unitario normal n sera dado por (3.9).

Além disso, apesar das integrais de area das propriedades geométricas presentes em
livros de Mecanicas dos Sélidos para graduag@o serem representadas por integrais simples, para
livros de Calculo, estas sdo integrais duplas.

Portanto, considerando essas condigdes, € necessario verificar, entdo, o campo vetorial
F (x, y) que cada propriedade geométrica tera visto que, conforme a formula (3.7), transformar
uma integral de area em uma integral de linha resulta em reverter o divergente do campo vetorial
para o campo vetorial na forma algébrica. Portanto, baseado nessas consideracdes, serd possivel
deduzir as formulagdes das propriedades geométricas de segdes transversais homogéneas de

lados retos.

3.4.1. FORMULA DA AREA

A formula geral da area para secdes homogéneas ¢ dada integral de area (2.1). Logo,

pela equacdo (3.7), tem-se que essa relacdo ¢ dada por (3.10):

A=LdA=jLV-FdA (3.10)

Assim, o divergente do campo vetorial F da féormula geral da area ¢ dado por (3.11):
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V-F=1 (3.11)

Entdo, o campo vetorial na sua forma algébrica pode ser adotado por (3.12) ou (3.13):

F=(x,0) (3.12)

F=(0,y) (3.13)

Aplicando as formas algébricas do campo vetorial (3.12) e (3.13) na férmula (3.6):

0 09 ad a(0
diszv-F=(—,—)-(x,0)=ﬂ 0O _y

Ox dy ox dy
T _00) 0
divF =V F_(ax'6y> 0,y) = P + 3 =1

Entdo, os campos vetoriais (3.12) e (3.13) possuem como sendo o divergente do campo
vetorial (3.11), o que valida os campos vetoriais (3.12) e (3.13) como sendo opgdes para a
deducdo. Vale ressaltar que qualquer campo vetorial pode ser utilizado na dedugdo, com a
condi¢do de que o divergente do campo vetorial escolhido seja equivalente ao integrando da
integral (3.10) que, nesse caso, ¢ “1”. Essa explicacdo serd considerada nos itens 3.4.2, 3.4.3,
3.45,34.6e3428.

Na deducao, foi adotado o campo vetorial dado por (3.12), mas ambos resultam em
formulas semelhantes. Assim, o termo integravel seria o resultado do produto escalar entre a
forma algébrica do campo vetorial F e o vetor unitario n, como foi mostrado em (3.2). Entao,

seguindo a deducao, tem-se por (3.14):

(%).d.dtzjsx.vy.dt:

A= fx.vy.dt (3.14)
s
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Em seguida, deve-se: aplicar o intervalo de integracdo te [0, 1] e substituir o
correspondente do ponto P(x,y) no eixo x presente em (3.4) para, assim, deixar a equagdo da

integral em fun¢do do parametro t. Logo, seguindo a deduc¢ao, tem-se por (3.15):

1 1 1
Azf x.vy.dtzf x.vy.dtzf (x; + vy ) . 1. dt =
0 0 0

1
S A =] (x; + vy.t) . 1. dt (3.15)
0

De acordo com Stewart (2013), a integral de uma constante vezes uma funcio

corresponde a constante vezes a integral dessa fung¢ao, regra que ¢ dada por (3.16):

b b
j k.f(x).dx = k.f f(x).dx (3.16)

a a

Além disso, a integral de uma fun¢ao ¢ dada por (3.17):

b
f f(x).dx = F(b) — F(a) (3.17)

Logo, seguindo a dedugdo, tem-se por (3.18):

1 1 V. t2\ | 1
A=] (xi+vx.t).vy.dt=vy.j (x; + vp.t) . dt = vy. | x;.t + > |O=
0 0

2.x.t v t?\ 1 vy 1 v, 2x + vy)
=vy.< > + > >|0=7.(2.xi.t+vx.t2)|0= 5 =

_ Uy 2.x; + vy)

. (3.18)

S A

Entdo, considerando o equivalente dos componentes do vetor diretor v nos eixos x € y

em (3.1), tem-se por (3.19):
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A= V). (2.%; + ) _ Yir1 —Yi)- (2ox; + X541 — x;) _ Vir1 — Vo) (X1 +x7) N
2 2 2

_ G + %) Qi — y0) (3.19)

S A
2

Vale ressaltar que a formula obtida em (3.19) corresponde a somente um lado de um
poligono, logo, deve-se generalizar essa formula como uma somatdria para contemplar
qualquer poligono, independentemente do ntimero de lados. Além disso, de acordo com Stewart

(2013), quanto a somatoria com uma constante, sem que a constante dependa de i, tem-se por

(3.20):
n n
Z c.a; = c. Z a; (3.20)
i=m i=m

669

Portanto, generalizando a equacdo (3.19), sendo “n” o nimero total de arestas do

€699

poligono e sendo “i” a primeira aresta do poligono, a formula geral da area de segdes

transversais homogéneas para lados retos ¢ dada por (3.21):

1 n
A=5) Gia + 30 Gers = ) (321)

i=1
3.4.2. FORMULA DO MOMENTO ESTATICO DE AREA EM X

O divergente do campo vetorial da formula geral do momento estatico de area em x ¢

dado por (3.22):
V-F=y (3.22)

Entdo, o campo vetorial, na sua forma algébrica, pode ser adotado por (3.23):

_ (0¥
Fe (0’ 7) (3.23)

Aplicando a forma algébrica do campo vetorial (3.23) na formula (3.6):
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2

2 ay—
wor—vor—(22).(2) 20, A2)_
we= ~ \ox’ ay "2 ) ox dy ke

Entdo, o campo vetorial (3.23) possui como sendo o divergente do campo vetorial
(3.22).
A partir desse ponto, o procedimento adotado na férmula geral da 4rea foi o0 mesmo,

resultando na formula (3.24):

1 5 1 ! 5 1 ! 2
=——.fy .vx.dt=——.j y .vx.dt=——.f (yl-+vy.t) V. dt =
2 S 2 0 2 0

v, (! ve (1
:—?x.f (yi+vy.t)2.dt=—?x.f (yi2+2.yi.vy.t+v§.t2).dt:>
0 0

(x; — Xi41)- 2 + Vi Vier + V1) (3.24)

Qsz 6

669

Portanto, generalizando a equacdo (3.24), sendo “n” o numero total de arestas do

31
1

poligono e sendo a primeira aresta do poligono, a formula geral do momento estatico de

area em x de sec¢des transversais homogéneas para lados retos ¢ dada por (3.24).

n
1
Qx = 5 Z (x; — Xi41)- (ylz +Yi-Vig1 T }’i2+1) (3.25)

i=1

3.4.3. FORMULA DO MOMENTO ESTATICO DE AREA EM Y

O divergente do campo vetorial da férmula geral do momento estatico de area em y ¢

dado por (3.26):
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(3.26)

Entdo, o campo vetorial, na sua forma algébrica, pode ser adotado conforme (3.27):

xZ
F= (7, o) (3.27)

Aplicando a forma algébrica do campo vetorial (3.27) na formula (3.6):

X2

. 0 9\ (x? "’(7) 9(0)

divF = V-F=(—,—)- —0)=—F4+——=x
dx dy 2 dx dy

Entdo, o campo vetorial (3.27) possui como sendo o divergente do campo vetorial
(3.26).

A partir desse ponto, o procedimento adotado na formula geral da area foi o mesmo,
resultando na formula (3.28):

2

I E: vy, Uy _lj‘ x%.v, B
Qy—f5(2,0> (d, d).d.dt—z. 5< ). d.de =

1 (! 1 (!
=§.fx2.vy.dt=§.f xz.vy.dtzi.f (x; + vy ) vy dt =
s 0 0

v, [} v, (!
—%j (xi+vx.t)2.dt=7y.f (x? + 2.%;. V. t + V2. t2) . dt =
0 0

_ Vi1 — Vi) (xlz + X Xi4q + xi2+1)

&0, . (3.28)

Portanto, generalizando a equacdo (3.28), sendo “n”

o numero total de arestas do
poligono e sendo “1”

a primeira aresta do poligono, a formula geral do momento estatico de

area em y de se¢Oes transversais homogéneas para lados retos ¢ dada por (3.29).
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n
1
Qy = & z Wit1 = Y- (& + X x40 + xF41) (3.29)

i=1
3.4.4. FORMULAS DO CENTROIDE

Com a dedugdo da formula da area (3.21) e das formulas dos momentos estaticos em
x(3.25)eemy (3.29), com base em (2.6) e (2.7), as férmulas do centroide de segdes transversais
homogéneas para lados retos sdo dadas por (3.30), paralelo ao eixo x, e por (3.31), paralelo ao

eixo y:

1
Qy E-Z?z 1ivr = Y- O + X x40 + xE40)

C, = " T =
527 = 1(Xir1 + %) Vivr = i)
1 n 2 2
g-Zi: 1Vivr =Y (7 + x5 X410 + Xf4q)
oC, = - (3.30)
521 =1(Kiwr + %) Yivr — Y1)
1 n 2 2
c Qy g-Zi =1( = xi40)- OF + Vi Yivr T Vida)
= — = e
y A 1
527 = 1(Xir1 + %) Vi1 — i)
1 n 2 2
3.2-= 16— Xi01)- O + Vi Vier + Viv1)
sC, = (3.31)

1
EZL 11 +x0). Vigr — Vi)

3.4.5. FORMULA DO MOMENTO DE INERCIA EM X

O divergente do campo vetorial da formula geral do momento de inércia em x ¢ dado

por (3.32):
V-F=y? (3.32)

Entdo, o campo vetorial, na sua forma algébrica, pode ser adotado por (3.33):
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3
F= <o,y?> (3.33)

Aplicando a forma algébrica do campo vetorial (3.33) na formula (3.6):

d 6)_(0,}’3):@4_@_},2

divF=V-F=<—,— — =
dx 0y 3 dx ay

Entdo, o campo vetorial (3.33) possui como sendo o divergente do campo vetorial
(3.32).
A partir desse ponto, o procedimento adotado na férmula geral da 4rea foi o0 mesmo,

resultando na formula (3.34):

3 3
y Vy Uy 1f V7. Uy
= 0,= | |=,——).ddt==.| — d.dt =
* fs<,3> (d d) 3 Js ( d )

1 1 (! 1t 3
= ——.fy"’.vx.dt: ——.f y3 . v dt = ——.f (yi + vy.t) vy dt =
3 Js 3 Jo 3 Jo

v, (! v, (!
=—?x.f (yi+vy.t)3.dt=—?x.f (VP +3.y.v2. 62+ 3. y2 vt +v5.t3) . dt =
0 0

_ W + yi)- (o = %) O + Yigr) (3.34)

=" 12

Portanto, generalizando a equacdo (3.34), sendo “n” o nuimero total de arestas do

[19%2]
1

poligono e sendo “i” a primeira aresta do poligono, a formula geral do momento de inércia em

x de segoes transversais homogéneas para lados retos ¢ dada por (3.35).

n
1
b= E'Z(yiz + ¥ O = Xisn) O + Yiwn) (3.35)

i=1
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3.4.6. FORMULA DO MOMENTO DE INERCIA EM Y

O divergente do campo vetorial da formula geral do momento de inércia em y ¢ dado

por (3.36):
V:F = x? (3.36)

Entdo, o campo vetorial, na sua forma algébrica, que pode ser adotado por (3.37):

x3
F= (?, o) (3.37)

Aplicando a forma algébrica do campo vetorial (3.37) na formula (3.6):

x3
. CAWES 0(?) 3(0)
dwF=V-F=(—,—)- —,0]= +—— = x?
dx 0y 3 dx ay

Entdo, o campo vetorial (3.37) possui como sendo o divergente do campo vetorial
(3.36).
A partir desse ponto, o procedimento adotado na formula geral da area foi o mesmo,

resultando na formula (3.38):

1 3 1 (! 3 1 (! 3
=—.fx .vy.dtz—.f x .vy.dtz—.f (x; + vy 1)° vy dt =
3 Js 3 Jo 3 Jo

v, (! v, (1
=?yf (xi+vx.t)3.dt=?y.f (x} +3.x.v2. t2 + 3.x. v t + V3. 83) . dt =
0 0

xf + xfq). (4 xi1). Vier — Vi
o Iy =( i z+1) ( 2 121+1) (yl+1 yl) (3.38)
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669

Portanto, generalizando a equacdo (3.38), sendo “n” o nimero total de arestas do

73T
1

poligono e sendo “i” a primeira aresta do poligono, a férmula geral do momento de inércia em

y de segdes transversais homogéneas para lados retos ¢ dada por (3.39).

n
1
by = 12° z (e + xfn)- O+ Xiva)- Qisr = ¥2) (3.39)

i=1

3.4.7. FORMULAS DO RAIO DE GIRACAO

Com a dedugdo da foérmula da area (3.21) e das formulas dos momentos inércia em
x(3.35) e em y (3.39), com base em (2.11) e (2.12), as férmulas do raio de giracao de segdes
transversais homogéneas para lados retos sao dadas por (3.40), paralelo ao eixo y, € por (3.41),

paralelo ao eixo x :

1

] I, 12 Z?: 1(yi2 + Yi2+1)- (i = Xi41)- Vi + Vig1) -
I, = —_ =
A 1
527 =11 + %) Yivr = i)
%Z?: 1(yi2 + yi2+1)- (% — Xi41)- Vi + YVig1)
i, = : (3.40)
527 =1 (X1 + %) Vivr = i)
1 n 2 2
_ L 13- 2= 1O x5 (G + Xiv1)- (Vier — Vi)
iy= |==
A 1
520 =1(Firr + %) Wisr — Y1)
%Z?: 1(951'2 + xi2+1)- (x; + Xi41)- Yig1 — Vi)
iy = (3.41)

1
527 = 1K1 + %) Yivr — i)
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3.4.8. FORMULA DO PRODUTO DE INERCIA

O divergente do campo vetorial F da férmula geral do produto de inércia ¢ dado por

(3.42):

V-F=x.y (3.42)

Entdo, o campo vetorial, na sua forma algébrica, pode ser adotado por (3.43):

_[(x*y
F—( - ,0> (3.43)

Aplicando a forma algébrica do campo vetorial (3.43) na formula (3.6):

divF=V-F=(—,— x.y
dx’" dy d0x dy

9 a)'<x2.y,o> :6( 2y>+0(0) _

Entdo, o campo vetorial (3.43) possui como sendo o divergente do campo vetorial
(3.42).
A partir desse ponto, o procedimento adotado na férmula geral da 4rea foi o0 mesmo,

resultando na formula (3.44):

x2y v, v 1 x%.y.v
Ly = 0 (=, —= .d.dtz—.f —— ). d.dt
o= [[(F00) G a5 [ (5

1 1 1 (!
=—.fx2.y.vy.dt =—.j x2.y.vy.dt =—.f (x; + v )% (Vi + vy ). v, dE =
2 S 0 2 0
1 1
=§f (x; + V. ). (y; + vy 0).dE =
0

o
= ?yj;) (xf + 2.%;. V. t + VE2) . (7; + vy 1) dE
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_ (3-xi2 + 2.0 X401 F xi2+1)- Vi Vier — ylz)
S Ixy = >4
+ (xlz + 2.2 %41 + 3-xi2+1)- (Yi2+1 — ¥i-Vis1)
24

(3.44)

Portanto, generalizando a equacdo (3.44), sendo “n” o nuimero total de arestas do

;o
1

poligono e sendo a primeira aresta do poligono, a formula geral do produto de inércia de

secoes transversais homogéneas para lados retos ¢ dada por (3.45).

n
1
Ly = ﬁ;[ﬁxlz + 2. %3 X1 + x4 1) O Yier — V) (3.45)

+ (xlz +2.%. %41 + 3-xi2+1)- (Yi2+1 — ¥i.VisD)]

A deducao completa das formulas das propriedades geométricas de segdes transversais

homogeéneas para lados retos encontra-se no Apéndice A.

3.5. TEOREMA DOS EIXOS PARALELOS

Conforme Hibbeler (2010), “Se o momento de inércia de uma area em torno de um eixo
centroide for conhecido, pode-se determinar o momento de inércia da drea em torno de um eixo
paralelo correspondente através do Teorema dos Eixos Paralelos”. Entdo, para deduzir o
teorema, deve-se considerar o momento de inércia em torno de x, cuja formula € (2.8). Além
disso, considerando um elemento diferencial d4 , esse elemento esta localizado a uma distancia
y’" do eixo centroide x’, € a distancia entre os eixos paralelos x € x’” € definida como d,,. Isso pode

ser mostrado na Figura 21 para os eixos x ¢ y.
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Figura 21 — Representacdo de uma secdo transversal.

y >

C

Fonte: Hibbeler, 2010.

Para o elemento diferencial d4, o momento de inércia em x ¢ dado por (3.46) e,

generalizando para a area total do elemento, ela resulta em (3.47):

dl, = y%dA = dl, = (y + d,)".dA (3.46)

]x:f(y’-}-dy)z_dA:fy’z.dA+2dy.fy'.dA+d32,.fdA (3.47)
A A A 4

Por fim, sabendo o segundo termo da integral (3.47) € nulo, pelo fato do eixo x’ passar

pelo centroide do elemento, a formula do momento de inércia em torno de x’ ¢ dada por (3.48):

I, =1

xeq +A_d32/ =L =1 +A@-y)2=IL =1 — A.C; (3.48)

cg cg

Analogamente, a formula do momento de inércia em torno de y’ ¢ dada por (3.49) e a

férmula do produto de inércia ¢ dado por (3.50):
I, = chg +Ad; =1, = chg +A(x—x) = chg =1, —A.C} (3.49)

Iy = Ixycg +A.dy.d, =1, = Ixycg +Ax—-x").(y—-y)=

(3.50)
Lyy = by = A.C. Gy



50

Vale ressaltar que, as formulas (3.48), (3.49) e (3.50) a partir das formulas deduzidas no
topico 3.4 do Capitulo 3 de area, momentos de inércia, produto de inércia e centroide.
Sobre os centroides em x e y, nas formulas acima, € representado, respectivamente, por

Cy e Cy.

3.6. PROPRIEDADES GEOMETRICAS PARA SECOES NAO HOMOGENEAS

No Capitulo 2, mostrou-se que, para generalizar os calculos das propriedades
geométricas para se¢des homogéneas e ndo homogéneas, bastou multiplicar o fator de
transformagao pelas integrais de area, o que gerou as integrais de area (2.25), (2.26), (2.27),
(2.28), (2.29) e (2.30).

Além disso, ao longo Capitulo 3, o Teorema de Green foi utilizado para converter as
integrais de area das propriedades geométricas de se¢des transversais em integrais de linha e,
assim, gerar somatodrias dessas propriedades. Dessa forma, utilizando as somatdrias presentes
em (3.21), (3.24), (3.29), (3.35), (3.39), (3.45) e aplicando a propriedade da somatoria em
(3.20), assim como foi feito anteriormente, multiplicou-se o fator de transformagdo pelas
formulas das propriedades geométricas, o que gerou as somatorias (3.51), (3.52), (3.53), (3.54),
(3.55) e (3.56):

n
a;
Z S Cier + %0 Oter = ) (3:51)
n
a; 2 2
Z g — Xi+1)- i + Vi Yier T Vi) (3.52)
n
Z  (Vie1 — Vi) (xlz + X X4 T xi2+1) (3.53)

n
a.
= z l_é (ylz + yi2+1)' (i — Xi41)- Vi + Yig1) (3.54)
i=1
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a.
ly= Z 1_2 Ce? + 2 1). O+ Xian)- s — 22 (3.55)

n
al
Iy = z — . [B.x? + 2. %1 %41 + x711). Wi Vier — YD)
£i24 (3.56)

+ (‘xlz +2.%;. X4 + 3-xi2+1)- (Yi2+1 = ¥i-Vit1)]

3.7. SECOES CIRCULARES

Casos comuns de aplicagdo de segdes circulares e/ou semicirculares podem ser
observados em se¢des homogéneas vazadas, cujas aberturas sdo circulos ou semicirculos, ou
se¢oes nao homogéneas utilizando fibras longitudinais em barras gerais (Coda, 2017), como

pode ser mostrado na Figura 22.

Figura 22 — Se¢des com segoes circulares.

SEGAO VAZADA CONCRETO ARMADO

N/

BARRAS

Fonte: Autoria propria.

Para englobar as se¢des circulares e/ou semicirculares no célculo das propriedades
geométricas, ¢ necessario descrever as formulas que descrevem a parametrizagdo da
circunferéncia. De acordo com Stewart (2013), considerando uma circunferéncia de centro
C(x.y:), raio R e angulo 6 variando no intervalo dado por 6 € [0,27], a parametrizagdo da

circunferéncia ¢ dada por (3.57):
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P(x,y) = (x. + R.cos(8), y. + R.sen(6)) (3.57)

A representagdo da circunferéncia e de sua parametrizagdo pode ser mostrada na Figura
23.
Figura 23 — Representacao da parametrizacao da circunferéncia.
y
pil2

P (xy)

pi C (Xe, ¥) 0 ou 2pi

3pil2

Fonte: Autoria propria.
Definida a parametrizacdo da circunferéncia, ¢ necessario verificar elementos
importantes para a programacao do calculo das propriedades geométricas de seg¢des circulares
e/ou semicirculares: os angulos iniciais 8, em cada quadrante da regido circular delimitada e o

sentido de orientagdo da circunferéncia. Logo, os angulos sao dados por:

e 1° quadrante do circulo: 6, = 0;
e 2°quadrante do circulo: 8, = %;
e 3°quadrante do circulo: 8, = m;
e 4° quadrante do circulo: 6, = 3?”

Sobre o sentido de orientagdo, como mostrado no tépico 3.2 do Capitulo 3, pelo
Teorema de Green, entende-se que a orientacdo da curva deve ser no sentido anti-horario,
considerando que a regido deliminada pela curva ¢ constituida de todos os pontos da curva.
Desse modo, se a orientagdo da curva for inserida, através das coordenadas (x,y), no sentido
horéario, as férmulas das propriedades geométricas deduzidas no topico 3.4 do Capitulo 3
fornecerao dados negativos, informagdo que pode ser usada para calcular essas propriedades
em secOes homogéneas vazadas no geral, seja elas com aberturas poligonais ou circulares, e

secdes ndo homogéneas com barras longitudinais, como o concreto armado.
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Para calcular as propriedades geométricas das se¢des homogéneas vazadas, € necessario
definir a ordem das coordenadas de forma que, para os vértices externos, deve seguir o sentido
anti-horario, porém, para vértices internos, deve seguir o sentido horario. Isso pode ser

mostrado nos exemplos da Figura 24 e Figura 25.

Figura 24 — Secdo homogénea vazada com abertura poligonal.

Fonte: Autoria propria.

Figura 25 — Se¢@o homogénea vazada com abertura circular.

Fonte: Autoria propria.

Para as aberturas circulares em se¢des homogéneas vazadas, para retirar o circulo ou
semicirculo, considerou-se os seguintes elementos de circunferéncia: arcos (4 iguais por
circunferéncia), coordenada do centro, raio, ordem dos quadrantes por arco ¢ ordem de sentido
horario. Além disso, como os critérios considerados contemplam apenas arcos de 90° em 90°,
cada arco pode ser dividido em 1 ou mais arestas conectadas por 1 ou mais vértices, cujas

coordenadas sdo calculadas através das formulas de parametrizagdo da circunferéncia (3.57).
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Por fim, para se¢des ndo homogéneas com barras longitudinais, como no caso de seg¢oes
de concreto armado, o processo ¢ semelhante ao anterior, no entanto, para adicionar as segoes
circulares correspondentes as barras, o sentido adotado ¢ anti-horario. Isso pode ser mostrado

no exemplo da Figura 26.

Figura 26 — Se¢@o homogénea vazada com abertura circular.

Fonte: Autoria propria.

3.8. TENSOES NORMAIS PARA FLEXAO GERAL

Para o célculo das tensdes normais na flexao geral em segdes transversais, utilizando as
expressoes deduzidas nos itens 3.4, 3.5 e 3.6, faz-se necessario empregar as formulas (2.21) e
(2.22), devidamente adaptadas ao referencial adotado no programa computacional. Logo, como
as coordenadas adotadas para as se¢des transversais estao contidas no primeiro quadrante de
um sistema de eixos (x, y), os valores positivos das coordenadas estao, para y , estdo para cima
e, para x , estdo para direita, o que pode ser mostrado na Figura 27.

Vale ressaltar que, por conven¢ao, no eixo z, a for¢a normal N sai do plano xy, assim

como os valores de tensdo normal por flexao geral geradas.
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Figura 27 — Secdo transversal na flexdo geral.

Fonte: Autoria propria.

Segundo Coda (2017), para tensdes na flexao geral, serd admitida a Hipotese de Euler-
Bernoulli, na qual, admite que “sec¢des planas e ortogonais a linha de referéncia permanecem
planas e ortogonais a linha de referéncia apds a deformag¢do”. Portanto, de acordo com Coda
(2017), o campo de deformagdo &, derivado de momentos fletores M, e M, possui
comportamento linear ao longo de uma seg¢ao transversal, no entanto, para segdes assimétricas,
em primeiro periodo, ndo se reconhece de que forma o campo depende dos momentos citados.

Resumidamente, na Hipotese de Euler-Bernoulli, ignorando a for¢a normal, o campo de
deformacao ¢, ¢ dado pela férmula (3.58), em que a origem dos eixos (x,y) € o centro de

gravidade da seg¢ao:
& =ay+bx (3.58)

3.8.1. SECOES HOMOGENEAS

Conforme Coda (2017), para se¢des homogéneas seguindo as dire¢des adotadas dos
eixos x e y pela Figura 27, aplicando-se, no centro de gravidade, a Lei de Hooke uniaxial sobre
a formula (3.58) e a admitindo a presenga da for¢a normal, a férmula da tensdo normal na flexao

geral ¢ dada por (3.59):

N
JZ=a.y+b.x+Z (3.59)
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Além disso, considerando o eixo z e o referencial adotado para eixos (x,y), sabe-se que
as integrais de area da for¢a normal N e momentos fletores M, ¢ M,, sdo dadas por (3.60), (3.61),

(3.62):

N = f o,.dA (3.60)
A

M, =]az.y.dA (3.61)
A

M, = — ] a,.x.dA (3.62)
A

Assim, considerando que o momento estatico nos eixos (x,y), visto que a origem ¢ o
centro de gravidade da secdo transversal e as integrais de drea dos momentos de inércia (2.8) e
(2.9), substituindo (3.59) em (3.60), (3.61) e (3.62), tem-se as seguintes formulas resultantes
(3.63), (3.64) e (3.65):

N N
sz (a.y+b.x+—).dA=a.fy.dA+b.fx.dA+—.fdA=N (3.63)
A A A A A ),

N N
szf (a.y+b.x+—>.y.dA=a.fyz-dA‘*‘b-fx-Y-dA‘*‘_-fy-dA
p A A 4 A J, (3.64)

© M, =al,+b.l,

N N
M, = —f (a.y+b.x+—).x.dA=—a.fx.y.dA—b.fxz.dA——.fx.dA
A A A A A J, (3.65)

—b.1

S M, =—a.l y

y xy

A partir do sistema de equacdes formado por (3.64) e (3.65), isolou-se a constante “a”
na equacao (3.66) e essa foi substituida na equacao (3.65), gerando a equacao da constante “b”

dada por (3.67):
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M, —b.1
al +bly =M =a= % (3.66)
X

~My. Ly, + b. 12,

~a.lLy, —b.l, =M, = ; —b.I, =M, =
X
oy Myl mMely Myt MLy G.67)
I.L,— 12, L1, —IZ,
Assim, a equacdo da constante “a” ¢ dada por (3.68):
M.+ My. L. Ly + My IZ,
_ My-blL, * L. 1, — IZ, M, Myl Ly + M,.I%, B
=T T I ~ 1 2.1, — L. 12,
My L. Iy — My 12, + My L Ly + My 12, L. (My I, + My, L)
2.1, — L. I, L. (I L, — I2)
M,. I, +M,.I
oq= XY VX (3.68)

I.L,— I,

Logo, inserindo as constantes “a” e “b” na equagdo (3.59), tem-se a formula da tensao

normal na flexdo geral dada por (3.69):

M1, + My.Ixy> - (My.lx + Mx.Ixy> L (3.69)
: Xt :

o, =
: ( .1, —I%, L.l,— 1%,

Aplicando as féormulas (3.48), (3.49) e (3.50) obtidas pelo Teorema dos Eixos Paralelos
na formula (3.69), isto ¢, momentos de inércia e produto de inércia em torno de eixo centroidais,

tem-se a formula dada por (3.70):

M,.I, +M,.I My. 1, +M,.I N
0z = < — yz xycg)-y_< - xz xycg)-x‘*‘z (3.70)

I, .1

Xcg® Veg - Ixycg
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Além disso, caso a forca normal N ndo esteja aplicada no centro de gravidade da secdo
transversal, como em (2.22), considerando eixos centroidais, a formula da tensao normal na

flexao geral ¢ dada por (3.71):

((MX0 +Noyy)Iy, + (Myo +N. xN) .Ixycg>
O'Z = y

Ligg 1y, = 1,2%
(3.71)
(My, + N.xy) I, + My, + N.y,). Ly,, N
- 2 X+ Z
Loy Iy, = Dy,

Sendo yy, e zy as distancias do ponto de atuagdo da for¢ca normal N até, respectivamente,
0 eixo x e o eixo y. Logo, para qualquer situacdo geral de tensdo normal por flexao,
especificamente no referencial adotado na Figura 27, para se¢cdes homogéneas, a formula (3.69)

pode ser usada.

3.8.2. SECOES NAO HOMOGENEAS

Para se¢des ndo homogéneas, seguindo as dire¢des adotadas dos eixos x e y pela Figura
27, conforme o item 2.3 do Capitulo 2, a tensdao deve ser multiplicada pelo fator de
transformagao «; para que a tensao verdadeira seja obtida. Logo, as férmulas da tensdo geral na

flexdo geral, pegando como base as formulas (3.70) e (3.71), s@o dadas por (3.72) e (3.73):

M1, +M,.I,, My. Iy + M., N
P < ; ;’ — |y - p Ig — X+ (3.72)

Xeg® ycg - Ixycg Xcg® ycg o Ixycg

(Myy + N.yy). I, + (M, +N.xy). I,
Oz = (. = - =

2
Ly Iy, = Loy,
(3.73)
(My, +N.xy). Iy, + My, + N. )Ly, N
- > X+
I, .1 1 A

Xcg® ycg_ xycg
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3.8.3. LINHA NEUTRA

Conforme mostrado no item 2.2 do Capitulo 2, o eixo neutro corresponde a uma linha
neutra presente na secao transversal do elemento estrutural em que a tensdo normal na flexdo ¢

nula. Logo, considerando a formula (3.59), a equacao geral da linha neutra ¢ dada por (3.74):

N
aZ=a.y+b.x+z=0<:)a.y+b.x+c=0 (3.74)

[Pl

Onde as constantes as constantes “a”, “b” e “c” equivalem a (3.75), (3.76) e (3.77),

respectivamente:

M, L, +M,.I
a :( X Yeg yz"y”9> (3.75)
Ixcg'IJ’cg - IxJ’cg
M,. I, +M,.I
b= _< Al B xycg) (3.76)
Ixcg'chg - IxYCg
N
=— 3.76
c=- (3.76)
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4. PROGRAMA COMPUTACIONAL

4.1.

CONSIDERACOES GERAIS

O programa computacional desenvolvido neste trabalho consistiu em rotinas de calculo

nas quais, por meio de dados fornecidos pelo usuério a partir de um arquivo de entrada “.txt”,

determinam as propriedades geométricas de area, momento estatico de darea, centroide,

momento de inércia, produto de inércia, raio de giracdo e das tensdes normais na flexdo geral.

Esses valores sao determinados a partir das formulas descritas no Capitulo 3.

O cédigo do programa foi escrito em linguagem Fortran, linguagem propria para

resolugdes de operacdes matematicas simplificadas, o que justifica a dedugdo e simplificacao

das formula¢des das propriedades geométricas considerando o Teorema de Green. De forma

geral, o codigo foi formado por uma rotina de célculos dividida em quatro médulos, com cada

modulo sendo dividido em sub-rotinas. Os quatro modulos criados sdo divididos em:

Declaracio de varidveis: contém todas as variaveis que serdo utilizadas no programa,
sejam elas principais, como a area, momento estatico, momento de inércia, produto de
inércia, tensdes normais, € secundarias, como numero de vértices, arestas, matérias,
modulo de elasticidade, nimero de arcos de uma circunferéncia, entre outros;

Entrada de dados: contém uma sub-rotina responsavel pela leitura dos dados de
entrada fornecidos pelo usuario. Esse processo foi feito utilizando de um arquivo de
entrada “.txt”, cujo formato basico, considerando os exemplos que serdo apresentados
no Capitulo 5, foi descrito no APENDICE B;

Calculos: contém sub-rotinas que realizaram as operagdes matematicas de acordo com
as formulagdes das propriedades geométricas abordadas no Capitulo 3 desse trabalho;
Saida de dados: contém uma sub-rotinas destinada a mostrarem os resultados gerados
pelo programa para o usudrio. Esse processo foi feito utilizando um arquivo de saida
“txt”, cujo formato basico, considerando o processamento dos exemplos que serdao

apresentados no Capitulo 5, pode ser descrito no APENDICE C.

Na secdo 4.2, esses modulos e suas sub-rotinas serdo detalhados, além da apresentagdo

dos procedimentos presentes nas sub-rotinas € a utilizacdo da formulacao das propriedades

geométricas desenvolvidas no Capitulo 3.
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4.2. FUNCIONAMENTO DO PROGRAMA

Com a apresentacdo do arquivo de entrada, programa computacional executa as rotinas
de célculo citadas anteriormente e concebe os resultados no arquivo de saida. Essa situacao

pode ser demonstrada no fluxograma da Figura 28.

Figura 28 — Fluxograma do funcionamento do programa.

Leitura dos dados de Determinagio do
entrada centroide em x
R 5 Determinagdo do
Determinagdo da area ceotroide ec y
Determinagdo do . L
momento de inércdaemx Raio de giragdo em x
Determinagio do . N
momento de inérciaemy Raio de giragdo em y
Determinagio do Tensdes normais na
produto de inércia flexdo geral
Determinagdo do Apresentagio dos
momento estatico em x resultados

Determinagdo do
momento estatico em y

Fonte: Autoria propria.

A sub-rotina de leitura de dados configura-se em salvar os dados de entrada num arquivo
de entrada “.txt” em variaveis realocaveis no computador de forma que o programa faca a leitura
do arquivo linha por linha, da primeira até a Gltima. Esse formato é descrito no APENDICE B.
Neste processo, abre-se o arquivo de entrada “.txt”, Ié-se os dados dos vértices de quantidade e
conectividade, aloca a memoria dinamicamente para armazenar os dados e guarda os dados
lidos no computador para serem usados para calcular as propriedades geométricas que estdo em

somatoria, como visto nas formula¢des desenvolvidas no Capitulo 3.
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Posteriormente, sdo lidos e organizados os dados referentes aos materiais, aos arcos dos
circulos. Além disso, o programa identifica o nimero de materiais, o modulo de elasticidade de
referéncia e os valores especificos de cada material, associando-os posteriormente as arestas
que compoem a geometria, tanto de se¢des poligonais quanto circulares. Em seguida, sdo lidas
as informagdes correspondentes a secdes circulares e semicirculares, dos arcos, incluindo
centro, raio, quadrante, nimero de divisdes, material e sentido, permitindo construir uma
circunferéncia.

Por fim, o programa aloca vetores para armazenar as tensdes normais, de flexao e totais,
preparando os dados para os calculos das tensdes normais na flexao geral posteriores, nos quais,
sdo usados nas formulas de tensdo normal na flexdo geral deduzidas no Capitulo 3. O modo
como o codigo computacional foi escrito pode ser mostrado no APENDICE D.

Vale ressaltar que, na declaragao de variaveis, deve-se determinar o tipo de nimero que
a variavel serd, real ou inteiro, por exemplo, quantos significativos terdo as varidveis, a
dimensdo dessas variaveis e, por fim, se elas serdo alocaveis, isto ¢, se o computador usara a

memoria enquanto executar o programa. Essa situagdo pode ser mostrada pelas variaveis:

e 1Indices e contadores: representados por i, j, iv, ia, acumseg, foram considerados
inteiros (4 bytes), utilizados para controle de lagos, contagem de elementos e indexagao
de vetores e matrizes;

e Numero de elementos geométricos e materiais: variaveis nvert, narest, nmat, narc,
nvert_arc, narest_arc, nseg foram declaradas como inteiras (4 bytes), utilizadas para
armazenar o numero de vértices, arestas, materiais e arcos da se¢ao;

e Conectividade: representadas por conec e conec_arc, foram consideradas inteiras (4
bytes), com duas dimensdes e alocaveis, utilizadas para indicar a ligagdo entre os
vértices que formam as arestas e 0s arcos;

e Associacdo de materiais: vetores assmat e assmat_arc foram definidos como inteiros
(4 bytes), alocaveis, e armazenam o indice do material associado a cada aresta ou arco;

e Coordenadas dos vértices e arcos: matrizes coord e coord_arc foram declaradas como
reais de dupla precisdo (8 bytes), com duas dimensdes e alocaveis, utilizadas para
armazenar as coordenadas (X, y) dos vértices e dos pontos gerados nos arcos;

e Propriedades dos materiais: vetor mat foi considerado real (8 bytes) e alocavel,

contendo os modulos de elasticidade relativos de cada material,
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e Propriedades geométricas globais: variaveis area, Ix, Iy, Ixy, Ixcg, lycg, Ixycg, QOx,
Oy, kx, ky foram consideradas reais (8 bytes) e representam area, momentos e produtos
de inércia, momentos estaticos e raios de giracao;

e Coordenadas do centroide e pontos de referéncia: variaveis x, y, x1, x2, y1, y2, xc,
yc foram definidas como reais (8 bytes) e indicam as posi¢des de pontos e centroides da
secao;

e Parametros dos arcos: variaveis r, theta(), dtheta foram definidas como reais (8 bytes),
utilizadas para o célculo das coordenadas dos pontos nos arcos;

e Componentes das tensdes: vetores tensao _normal, tensao_flexao e tensao_total foram
declarados como reais (8 bytes) e alocaveis, armazenando as tensdes normais, de flexao
e totais em cada vértice;

o Esforcos solicitantes: variaveis N, Mx e My foram consideradas reais (8 bytes) e
representam, respectivamente, o esforco normal e os momentos fletores em torno dos
eixos X e y;

o Coeficientes da equacio da flexdo geral: variaveis a, b e ¢ foram consideradas reais
(8 bytes), utilizadas para definir os coeficientes da expressao da tensdo total em fungdo
das coordenadas;

e Tipo derivado “arco”: estrutura fype(arco) contém os campos centro, quadrante,
narest, indmat (inteiros, 4 bytes), raio (real, 8 bytes) e sentido (caractere, 1 byte),

utilizada para armazenar as informagdes geométricas € de material de cada arco.

Nas sub-rotinas das propriedades geométricas, o processo adotado foi o mesmo. Com
base nas formulac¢des desenvolvidas no Capitulo 3, definidas as coordenadas dos vértices, a
conectividade das arestas e o material tratadas na leitura de dados, basta somar contribui¢ao por
contribuicdo de cada aresta até fornecer o valor total para cada propriedade geométrica de
secdes transversais homogéneas e ndo homogéneas, tanto para se¢des poligonais quanto ppara
circulares. O modo como o codigo computacional foi escrito pode ser exemplificado no
APENDICE D, em que estd mostrado o exemplo de como o codigo foi escrito para as
propriedades geométricas.

Nas sub-rotinas das tensoes, ¢ realizado o calculo das tensdes normais, de flexao e totais
em todos os pontos da se¢do (arestas retas e arcos). Primeiro, o programa percorre as arestas e
o0s arcos, aplicando um fator de corregao para considerar as diferencas de rigidez entre materiais.
Em seguida, calcula-se a tensdao normal uniforme e a tensdo de flexdo geral em cada ponto

extremo de cada elemento, usando os esfor¢cos normais e os momentos de inércia corrigidos.
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As tensdes resultantes sdo armazenadas em vetores e a tensdo total € obtida pela soma dessas
componentes. Por fim, sdo definidos os coeficientes a, b e ¢ da equacdo geral da tensdo, que
relaciona as tensdes com as coordenadas e os esfor¢os atuantes na se¢ao. O modo como o codigo
computacional foi escrito para esse calculo pode ser exemplificado no APENDICE D.

Como mostrado no Capitulo 3, o Teorema de Green considera o sentido anti-horario da
curva, logo, se os vértices forem percorridos no sentido horario, o valor das propriedades
geométricas sera negativo, dependendo da propriedade. No entanto, esse fato pode ser usado
para calcular propriedades geométricas e tensdes em se¢oes vazadas e segoes circulares.

Por fim, o programa ¢ finalizado com a apresentagdo de resultados, em que o formato

do arquivo gerado pode ser visualizado no APENDICE C.
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5. EXEMPLOS DE VALIDACAO

Neste capitulo, serdo apresentados exemplos elaborados com a finalidade de verificar o
funcionamento do programa computacional desenvolvido. Os seis exemplos foram elaborados
pelo autor com base em questdes encontradas em Hibbeler (2010), livro comumente utilizado
no curso de Engenharia Civil na UFAM, e os resultados fornecidos pelo programa foram
comparados com os calculos realizados no sofiware de planilha eletronica EXCEL.

Sobre os calculos realizados na planilha eletronica, as foérmulas utilizadas para
determinar as propriedades geométricas das se¢oes transversais homogéneas foram baseadas na
literatura de Beer (2012) e Hibbeler (2010). Para o calculo das tensdes normal na flexao geral
e da linha neutra, foram utilizadas as formulas (3.72), (3.74)

Os exemplos realizados envolvem se¢des transversais retangulares e circulares ou
semicirculares homogéneas ou ndo homogéneas, sejam elas simétricas ou assimétricas. Logo,
para os calculos feitos na planilha eletronica, deve-se utilizar férmulas com propriedades
geométricas de retangulos e circulares. Dado esse contexto, conforme descrito em Beer (2012),
as formulagdes, para se¢des retangulares, tanto homogéneas quanto ndo homogéneas, de area,
momento estatico de area em x, momento estatico de area em y , momento de inércia em x ,
momento de inércia em y e produto de inércia sdo dadas, respectivamente, por (5.1), (5.2),

(5.3), (54, (5.5), (5.6), (5.7), (5.8), (5.9):
A= z a;. by by .1)
0, = Z . 7. A (5.2)
Q, = z o, % A (5.3)

bohd
Ix=Za'i. LA, (5.4)

Leg = Iy — A.C2 (5.5)
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bR
1y=zai. AT, (5.6)

lyeg = L, — A.C2 (5.7)
Ly = Z 0. ALK, (5.8)
Ixycg = Iy, — A.C,.C, (5.9)

Onde:
b; — base do retangulo i;
h; — altura do retangulo i;
X, y, - centroide em x e y do(s) retangulo(s);
A; — area(s) do retangulo(s);
Além disso, para o calculo do centroide, foram reutilizadas as equagdes (2.6) e (2.7), e
para o calculo do raio de giragdo, as equagdes (2.11) e (2.12).

Para se¢des circulares, a area do circulo ¢ dada por (5.10):

A =Zn.ri2 (5.10)

Onde:
r; — raio do circulo i;

A; — area(s) do circulo(s).

5.1. EXEMPLO1

Para a se¢do transversal apresentada na Figura 29, deseja-se determinar as propriedades
geométricas de area, momento estatico de area, centroide, momento de inércia, produto de
inércia, raio de giracdo. Além disso, deseja-se determinar tensdes normais na flexao geral nos

pontos A e B da Figura 29 considerando um momento no centroide da se¢do M, = 150 kN.cm

para cima, em relag@o ao eixo y, e uma for¢a normal N = 50 kN de tragdo sobre o centroide.
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Figura 29 — Secdo transversal para exemplo 1.
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Fonte: Autoria propria.

Para adaptar o exemplo 1 ao programa computacional desenvolvido, ¢ necessario
escolher um ponto de referéncia no qual todas as posigdes e distancias aos eixos serao definidas,
e transformar a Figura 29 em coordenadas (x, y). Dessa forma, para o exemplo 1, foi escolhido
como ponto de referéncia a origem 0(0,0). Além disso, considerando todas as coordenadas
contidas no primeiro quadrante do plano xy, a Figura 29 pode ser convertida na Figura 30,

adotando-se uma ordem a ser seguida das coordenadas.

Figura 30 — Coordenadas do exemplo 1.

y
8°(0; 13,0) _7°(120;13,0)
1
9 (0; 12,5) 10° (5,75; 12,5)| |5° (6.25; 12.5) T80 (12,0, 12.5)
12°(0; 0,5) 11°(5,75,0,5)| |4° (6:25; 0.5) 3°(12,0;0,5)
1°(0.0 20(12,0, 0)

Fonte: Autoria propria.
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Com as coordenadas decididas, no arquivo de entrada “.txt”, conforme apresentado no
APENDICE B para o exemplo 1, deve ser informado o niimero de vértices da figura que seria
“12”, nimero de arestas figura que seria “12”, as coordenadas da figura na ordem escolhida e,
por fim, a conectividade entre arestas, vértice inicial e vértice final de todos os lados da secao
transversal.

Vale ressaltar que a ordem das coordenadas ¢ arbitraria, ou seja, pode-se escolher como
ponto de inicio o (0,0), (12;0,5) e outros, no entanto, essa ordem deve respeitar o sentido anti-
horario adotado no Teorema de Green para a dedugdao das formulas das propriedades
geométricas e a conectividade entre aresta, vértice inicial e vértice final da forma geométrica
da sec¢do transversal, material para cada aresta (no caso de secdes homogéneas, o coeficiente de
homogeneidade serd 1), além dos esforgos solicitantes € o nimero “0” de arcos, pela auséncia
de se¢des circulares na se¢ao analisada.

Com as consideragdes preliminares feitas, os dados inseridos no programa
computacional geram os valores das propriedades e das tensdes conforme o arquivo de saida
“ txt”, presente no APENDICE C para o exemplo 1.

Para a resolugdo do exemplo 1 na planilha eletronica, foram usadas as formulas
mencionadas anteriormente. Assim, os calculos realizados na planilha podem ser mostrados a

seguir:

e Area:
A = Zblhl = bl'hl + bz.hz + b3.h3
A=12.05+0512+12.0,5 = 18 cm?
e Momento estatico de area:

Qu= ) Todi = VrAy + 754y + 7545

Qy = ZZAL = x_1A1 +@A2 +x—3A3
Q, =12.0,5.12,75 + 0,5.12.6,5 + 12.0,5.0,2 = 117 cm?
Qy, =12.0,5.6 + 0,5.12.6 + 12.0,5.6 = 108 cm?3

e Centroide:

Q, 108

= g =g - bem
117

Cy, = &=—=6,5cm
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e Momento de inércia:
b;,. h3 _ bl.hf L bz.hg L b3.h§ L
Ix ZZ( llzl +Al'.ylz> 12 +A1.ylz + 12 +A2.Y22 + 12 +A3.y32

b}. h; bi.h b:.h bi.h
1y=z<‘ ‘+Al-.fl2> AT TR A+ A X

12 12 1 1
12.0,53 0,5.123 12.0,53
I, = ot 6.12,75.12,75 + + 6.6,5.6,5 + +6.0,25.0,25
= 1.301,5 cm*
Lycg = I, — A.C5 = 541 cm*
= 123'0’5+666+ 123'0’5+666+123'0’5+666— 792,125 cm*
y=T1o .6. 1 .6. 12 .6.6 = , cm
Lyeg =1, — A.C% = 144,125 cm*

e Produto de inércia:

Iy = EAi.z.yl = AT+ Ay T35 + A3 55,75
Iy = 6.6.12,75 + 6.6.6,5 + 6.6.0,25 = 702 cm*
Ly, = by = A.Cr.Cy =0

o o 13005 8,50326735

N N T R cm

] I 792,125

iy = = T = 6,63377302 cm
e Tensaoem A:

0.1, +M,.0 150.541 + 0.0 50
0z = 5].(13-6,5) — =].(0—6) +—
541.144,125 — 0 541.144,125 — 0 18

e Raio de giragdo:

:l>|k<

kN
= 9,02235714m = 90,22357140 MPa

e Tensao em B:

0.1, +M,.0 150.541 + 0.0 50
z 5].(05—-6,5) — ].(0—6) +—
541.144,125 — 0 541.144,125 — 0 18

kN
= 9,02235714— = 90,22357140 MPa
cm

e Linha neutra:
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a=0; b =-1,04076323;c = 2,77777778

Os valores gerados pelo programa computacional e pela planilha eletronica do exemplo

1 podem ser mostrados pela Tabela 1 e Tabela 2.

Tabela 1 — Propriedades geométricas do exemplo 1.

Provriedades seométricas Programa Planilha Porcentagem de
P g computacional eletronica erro
Area (cm?) 18,00000000 18,00000000 0,00000000%
M"me“t‘zcelf]tgtlc" em x 117,00000000 117,00000000 0,00000000%
M““‘e“t‘zcel‘;tgt“" em y 108,00000000 108,00000000  0,00000000%
Centroide em x (cm) 6,00000000 6,00000000 0,00000000%
Centroide em y (cm) 6,50000000 6,50000000 0,00000000%
Momento ?c‘;:i‘)erc‘a em X 1.301,50000000 1.301,50000000  0,00000000%
Momento d.e lnercn: em X 541,00000000 541,00000000 0,00000000%
centroidal (cm®)
Momento ?c‘;:i‘)erc‘a emy 792,12500000 792,12500000 0,00000000%
Momento d.e lnercn: emy 14412500000 144,12500000 0,00000000%
centroidal (cm®)
Produto de inércia (cm®) 702,00000000 702,00000000 0,00000000%
Produto de inércia 0,00000000 0,000000000 0%
centroidal (cm®)
Raio de giraciio em x (cm) 8,50326735 8,50326735 0,00000000%
Raio de giracdo em y (cm) 6,63377302 6,63377302 0,00000000%

Tabela 2 — Tensao e coeficiente da linha neutra do exemplo 1.

Fonte: Autoria propria.

Programa Planilha Porcentagem de
computacional eletronica erro
Tensdo em A (MPa) 90,22357140 90,22357140 -0,00000004%
Tensiao em B (MPa) 90,22357140 90,22357140 -0,00000004%
Coeficiente a 0,00000000 0,00000000 0,00000000%
Coeficiente b -1,04076323 -1,04076323 0,00000000%
Coeficiente ¢ 2,77777778 2,77777778 -0,00000004%

Fonte: Autoria propria.

Conforme os resultados fornecidos para esse exemplo pelo programa computacional
desenvolvido e pela planilha eletronica, nota-se que nao ha diferenga nas casas decimais dos

resultados e a porcentagem de erro para valor real da planilha eletronica para varia entre —



71

0,00000004% e 0%. Para todas as propriedades geométricas, a precisao ¢ de oito ou mais casas
decimais. No entanto, para a tensdo normal na flexao geral, apesar da precisdo ser de oito casas
decimais, a porcentagem de erro varia em relagdo aos valores da planilha eletronica. Isso pode

ser justificado por erros de arredondamento devido ao tipo de variavel utilizada no programa.

5.2. EXEMPLO?2

Para a se¢do transversal apresentada na Figura 31, deseja-se determinar as propriedades
geométricas de area, momento estatico de area, centroide, momento de inércia, produto de
inércia e raio de giracdo. Além disso, deseja-se determinar tensdes normais na flexao geral nos
pontos A e B da Figura 31 e a linha neutra considerando um momento no centroide da sec¢ao
M, = 150 kN.cm a esquerda do eixo x e uma forca normal N = 50 kN tracionada sobre o

centroide.

Figura 31 — Sec@o transversal para exemplo 2.

30cm
5cm 25¢cm

A ]

20 cm

25cm | 5¢cm

30cm

Fonte: Autoria propria.

Seguindo o exemplo anterior, considerando todas as coordenadas contidas no primeiro
quadrante do plano xy, a Figura 31 pode ser convertida na Figura 32, adotando-se uma ordem

a ser seguida das coordenadas.
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Figura 32 — Coordenadas do exemplo 2.

6°(0,0;35,0) 5 (5,0; 350)

4 (5,0, 20,0) 3°(30,0; 20,0)
A 4

®
7 (0,0, 15,0) 8°(25,0; 15,0)

1°(25,0; 0) ’2’ (30,0; 0) ~

Fonte: Autoria propria.

Com as coordenadas decididas, no arquivo de entrada “.txt”, conforme apresentado no
APENDICE B para o exemplo 2, deve ser informado o niimero de vértices da figura que seria
“8”, nimero de arestas figura que seria “8”, as coordenadas da figura na ordem escolhida e, por
fim, a conectividade entre arestas, vértice inicial e vértice final de todos os lados da segao
transversal, material para cada aresta (no caso de secdes homogéneas, o coeficiente de
homogeneidade serd 1), além dos esforgos solicitantes e o nimero “0” de arcos, pela auséncia
de se¢des circulares na se¢ao analisada.

Com as consideragdes preliminares feitas, os dados inseridos no programa
computacional geram os valores das propriedades e tensdes conforme o arquivo de saida “.txt”,
presente no APENDICE C para o exemplo 2.

Para a resolugdo do exemplo 2 na planilha eletronica, foram usadas as formulas
mencionadas anteriormente. Assim, os calculos realizados na planilha podem ser mostrados a

seguir:

e Area:
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A = zblhl - bl'h'l + bz.hz + b3.h3
A =5.15+30.5 +5.15 = 300 cm?
e Momento estatico de area:

Qu= ) FoAi = rAy + 754y + 5.4

Qy = ZZAL = x_1A1 +@A2 +x—3A3
Q, = 5.15.27,5+ 30.5.17,5 + 5.15.7,5 = 5.250 cm3
Qy = 5.15.2,5+ 30.5.15 + 5.15.27,5 = 4.500 cm?

e C(Centroide:

Q, 4.500
Cx= 2 =300 ~ 2em
Qe 5250
Cy y 300 17,5cm

e Momento de inércia:

b:..h3 b,.h3 b,.h3 b.. h3
Ix=z<‘ ‘+Ai.322>= L AT A 2R AT+ 2 4 A 552

12

b3. h; b3.h b}.h b3.h
Iyzz:( 1121+Al-.flz>= L b ALT ‘22+A2.x—22+ 123+A3.x—32

3 3 3
Ly = =~ +7527,527,5 + ———+150.17,5.17,5 + ——— + 75.7,5.7,5 = 110.000 cm*
Licg = I, — A.Cj = 18125 cm*
5315 3_ 3. 5 \
ly=—5—+752525+ +150.15.15 + +75.27,5.27,5 = 102.500 cm
Lycg =1, — A.CZ = 35.000 cm*

e Produto de inércia:

Iy = ZAL-.YL.)Z =A1.X%1. V1 + A, %5V, + A3.X3. Y3
Iy = 75.2,5.27,5 4+ 150.15.17,5 + 75.27,5.7,5 = 60.000 cm*

I Iy — A.Cy.Cy = —18.750 cm*

Yeg -

e Raio de giragdo:

_ I 110.000
ly = Z = W = 19,14854216 cm
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_ I 102.500
iy= |5 = |—5p0 = 1848422751 cm

:l>|k<

e Tensdaoem A:
~ <—150.35ooo +0.(—18750)
18125.35000 — (—18750)?

B 0.18125 + 0.(—18750)
18125.35000 — (—18750)2

= —0,09023940 MPa =

Oz

>.(35 - 17,5)

50
— —_ = - 2 =
).(o 15) + 355 = —0,00902394 kN/cm
e Tensdao em B:
<—150.35ooo +0.(—18750)
o, =
18125.35000 — (—18750)*

B 0.18125 + 0.(—18750)
18125.35000 — (—18750)2

= —0,28913440 kN/cm?

>.(20 —17,5)

50
).(30 — 15) + 555 = ~0,02891344 kN/cm?

e Linha neutra:

a = —0,01856354; b = —0,00994475;c = 0,16666667

Os valores gerados pelo programa computacional e pela planilha eletronica do exemplo

2 podem ser mostrados pela Tabela 3 e 4.
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Tabela 3 — Propriedades geométricas do exemplo 2.

Propriedades Programa Planilha eletronica Porcentagem de
geométricas computacional erros
Area (cm?) 300,00000000 300,00000000 0,00000000%
Momento estitico em x 5250,00000000 5250,00000000 0,00000000%
(cm?)
Momento estatico em y 4500,00000000 4500,00000000 0,00000000%
(ecm?)
Centroide em x (cm) 15,00000000 15,00000000 0,00000000%
Centroide em y (cm) 17,50000000 17,50000000 0,00000000%
Momento de inércia em x 110.000,00000000 110.000,00000000 0,00000000%
(cm?)
Momento de inércia em x 18.125,00000000 18.125,00000000 0,00000000%
centroidal (cm*)
Momento de inércia em y 102.500,00000000 102.500,00000000 0,00000000%
(cm?)
Momento de inércia em y 35.000,00000000 35.000,00000000 0,00000000%
centroidal (cm*)
Produto de inércia (cm*) 60.000,00000000 60.000,00000000 0,00000000%
Produto de inércia -18.750,00000000 -18.750,00000000 0,00000000%
centroidal (cm*)
Raio de giracio em x 19,14854216 19,14854216 0,00000000%
(cm)
Raio de giracdo em y 18,48422751 18,48422751 0,00000000%
(cm)
Fonte: Autoria propria.
Tabela 4 — Tensao e coeficiente da linha neutra do exemplo 2.
Programa Planilha Porcentagem de
computacional eletronica erro
Tensdo em A (MPa) -0,09023940 -0,09023940 0,00001184%
Tensiao em B (MPa) -0,28913440 -0,28913440 0,00001325%
Coeficiente a -0,01856354 -0,01856354 0,00000000%
Coeficiente b -0,00994475 -0,00994475 0,00000000%
Coeficiente ¢ 0,16666667 0,16666667 -0,00000004%

Fonte: Autoria propria.

A partir da comparagdo entre os resultados obtidos pelo programa computacional
desenvolvido e aqueles fornecidos pela planilha eletronica para o exemplo analisado, verifica-
se que nao had divergéncias nas casas decimais dos valores calculados. Observa-se que a
porcentagem de erro em relacdo aos valores de referéncia da planilha eletronica varia entre 0%

¢ 0,00001325%.
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Para as propriedades geométricas avaliadas, a precisdo alcangada ¢ de oito ou mais casas
decimais. Entretanto, no caso da tensdo normal na flexao geral, embora a precisdo também seja
de oito casas decimais, nota-se uma variagdo na porcentagem de erro quando comparada aos
resultados da planilha eletronica. Esse comportamento pode ser atribuido a erros de

arredondamento decorrentes do tipo de varidvel numérica adotada no programa.

5.3. EXEMPLO3

Para a se¢do transversal apresentada na Figura 33, deseja-se determinar as propriedades
geométricas de area, momento estatico de area, centroide, momento de inércia, produto de
inércia e raio de giragcdo. Além disso, deseja-se determinar tensdes normais na flexao geral no
ponto A da Figura 33 e a linha neutra considerando momentos no centroide da se¢do M, =

1300 kN.cm a direita do eixo x € M;, = 750 kN.cm para cima, em relagdo ao €ixo y, € uma

for¢a normal N = 500 kN tracionada sobre o centroide.

Figura 33 — Secao transversal para exemplo 3.

30cm

S5cm

20cm

L 125¢cm 1l 5em | 12,5cm |

Fonte: Autoria propria.

Seguindo os exemplos anteriores, considerando todas as coordenadas contidas no
primeiro quadrante do plano xy, a Figura 33 pode ser convertida na Figura 34, adotando-se

uma ordem a ser seguida das coordenadas.
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Figura 34 — Coordenadas do exemplo 3.

6°(0,0; 25,0) 5°(30,0; 25,0)

7 (0,0; 20,0) 8°(12,5; 20,0) * (17,5, 20,0) 4° (30,0; 20,0)

1°(125;0,0) 2°(17,5; 0,0)

Fonte: Autoria propria.

Com as coordenadas decididas, no arquivo de entrada “.txt”, conforme apresentado no
APENDICE B para o exemplo 3, deve ser informado o niimero de vértices da figura que seria
“8”, nimero de arestas figura que seria “8”, as coordenadas da figura na ordem escolhida e, por
fim, a conectividade entre arestas, vértice inicial e vértice final de todos os lados da se¢ao
transversal, material para cada aresta (no caso de secdes homogéneas, o coeficiente de
homogeneidade serd 1), além dos esforcos solicitantes € o nimero “0” de arcos, pela auséncia
de se¢oes circulares na se¢do analisada.

Com as consideragdes preliminares feitas, os dados inseridos no programa
computacional geram os valores das propriedades e tensdes conforme o arquivo de saida “.txt”,
presente no APENDICE C para o exemplo 2.

Para a resolucdo do exemplo 3 na planilha eletronica, foram usadas as formulas
mencionadas anteriormente. Assim, os calculos realizados na planilha podem ser mostrados a

seguir:

e Area:

A= Zblhl = bl'hl +b2.h2
A =30.5+5.20 = 250 cm?

e Momento estatico de area:
Qc = D 5 Ay = Vi A1 + 7. Ao + V5.4

Qy = ZZAL = x_1A1 +@A2 +X—3A3
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Q, = 30.5.22,5 + 5.20.10 = 4375 cm?
Qy = 30.5.15 + 5.20.15 = 3750 cm3

Centroide:
Q, 3750
Cy 7 —250 =15cm
B Q, B 4350 B
Cy 1 %0 17,5cm

Momento de inércia:

z b;. h3 _
Ix = ( l]_Zl +Al'.ylz

b3. h; _
I, = § ( ‘12 + A %2

30.53
Iy = =5~ +150.22,5.225 +

3
+ 100.10.10 = 89.583,33333333 cm*

Licg = I, — A.C2 = 13.020,83333333 cm*

3 3

I _30 + 150.15.15 +
y_ 12 O O

Lyeg =1,

Produto de inércia:

0
+ 100.15.15 = 67.708,33333333 cm*

— A.C? = 11.458,33333333 cm*

Ly = ZAL--E-YL =A1. %Y1 + A,.%5.Y; + A3. X3. Y3

I, = 150.15.22,5 + 100.15.10 = 65.625 cm*

Ixycg =

Raio de giragao:

Iy —A.Cy.Cy = 0

_ j89583,33333333

250 = 18,92964486 cm

Tensao em A:

L
A

\/Z_ \/67708,33333333
1=

250 = 16,45701472 cm
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1300.11458,33333333 + 750.0
= > ).(25 - 17,5)
13020,83333333.11458,33333333 — 0
750.13020,83333333 + 0.0 50
- S ). (0-15) +—
13020,83333333.11458,33333333 — 0 250

=1,93061818 kN/cm? = 19,30618180 kN/cm?
e Linha neutra:

a = 0,09984; b = —0,06545455;¢c = 0,2

Os valores gerados pelo programa computacional e pela planilha eletronica do exemplo
3 podem ser mostrados pela Tabelas 5 ¢ 6.

A andlise comparativa dos resultados obtidos para o exemplo em estudo, tanto pelo
programa computacional desenvolvido quanto pela planilha eletronica, indica a inexisténcia de
discrepancias nas casas decimais dos valores calculados. A porcentagem de erro em relagdo aos
valores de referéncia da planilha eletronica situa-se entre 0% e 0,00000009%. Para as
propriedades geométricas avaliadas, observa-se uma precisao de oito ou mais casas decimais.
Entretanto, no que se refere a tensdo normal na flexdo geral, embora a precisdo também seja de
oito casas decimais, verifica-se variacdo na porcentagem de erro quando comparada aos
resultados da planilha eletronica. Essa diferenca pode ser atribuida a erros de arredondamento

decorrentes do tipo de variavel numérica empregado no programa.
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Tabela 5 — Propriedades geométricas do exemplo 3.

Propriedades Programa Planilha eletronica Porcentagem de
geométricas computacional erros
Area (cm?) 250,00000000 250,00000000 0,00000000%
Momento estitico em x 4.375,00000000 4.375,00000000 0,00000000%
(cm?)
Momento estatico em y 3.750,00000000 3.750,00000000 0,00000000%
(ecm?)
Centroide em x (cm) 15,00000000 15,00000000 0,00000000%
Centroide em y (cm) 17,50000000 17,50000000 0,00000000%
Momento de inércia em x 89.583,33600312 89.583,33333333 0,00000000%
(cm?)
Momento de inércia em x 13.020,83333333 13.020,83333333 0,00000000%
centroidal (cm*)
Momento de inércia em y 67.708,33333333 67.708,33333333 0,00000000%
(cm?)
Momento de inércia em y 11.458,33333333 11.458,33333333 0,00000000%
centroidal (cm*)
Produto de inércia (cm*) 65.625,00000000 65.625,00000000 0,00000000%
Produto de inércia 0,00000000 0,00000000 0%
centroidal (cm*)
Raio de giracio em x 18,92969477 18,92969449 0,00000000%
(cm)
Raio de giracdo em y 16,457015 16,45701472 0,00000000%
(cm)

Fonte: Autoria propria.

Tabela 6 — Tensao e coeficiente da linha neutra do exemplo 3.

Programa Planilha Porcentagem de
computacional eletronica erro
Tensao em A 19,30618180 19,30618180 0,00000009%
(MPa)
Coeficiente a 0,09984000 0,09984000 0,00000000%
Coeficiente b -0,06545455 -0,06545455 0,00000000%
Coeficiente ¢ 0,20000000 0,20000000 0,00000000%

Fonte: Autoria propria.

Conforme os resultados fornecidos para esses exemplos pelo programa computacional
desenvolvido e pela planilha eletronica, nota-se que praticamente ndo ha diferenca nos
resultados devido a andlise de porcentagem de erros. Logo, os exemplos demonstram que o
programa funciona corretamente e atende ao que foi proposto.

Dessa forma, conclui-se que o programa computacional estd funcionando de forma
adequada para determinar as propriedades geométricas e para tensdes normais na flexao geral
para sec¢des transversais homogéneas, que gerou dados corretos e precisos em relagdo aos dados

obtidos a partir do método convencional, o que aumenta o grau de confianca nessa ferramenta.
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6. EXEMPLO DE APLICACAO

No proximo item, serdo apresentados exemplos iguais em quesito de segdes e
informagdes fornecidas, tirados da coletanea de questdes de Hibbeler (2010), com a finalidade
de mostrar que o programa computacional pode ser aplicado nos casos mais comuns na

Engenharia Civil, como se¢des nao homogéneas e segdes circulares.

6.1. EXEMPLO 1

Para a se¢do transversal apresentada na Figura 35, deseja-se determinar as propriedades
geométricas de area, momento estatico de area, centroide, momento de inércia, produto de
inércia e raio de giragdo. Além disso, deseja-se determinar tensdes normais na flexao geral em
cada um dos vértices da Figura 35 e a linha neutra considerando momentos no centroide da

secdo M, = —200 kN.cm a esquerda do eixo x. Considerou-se Epqgeira = 12 GPa € Eq, =

200 GPa.

Figura 35 — Secdo transversal para exemplo 1.

15cm

2cml |

I 15 cm ]

Fonte: Autoria propria.

Seguindo os exemplos do Capitulo 5, considerando todas as coordenadas contidas no
primeiro quadrante do plano xy, a Figura 35 pode ser convertida na Figura 36, adotando-se

uma ordem a ser seguida das coordenadas.



82

Figura 36 — Coordenadas do exemplo 1.

y
§°(0,0; 17,0 4°(15,0; 17,0)
( )‘ °
6° 0,0;2,0 3°(150:20
( ): : (15,0; 2,0)
1°(00;0,) 2015000 X

Fonte: Autoria propria.

Com as coordenadas decididas, no arquivo de entrada “.txt”, conforme apresentado no
APENDICE B para o exemplo 2, deve ser informado o nimero de vértices da figura que seria
“6”, nimero de arestas figura que seria “8”, visto que, como sdo dois materiais distintos, uma
mesma aresta ¢ considerada duas vezes, as coordenadas da figura na ordem escolhida e, por
fim, a conectividade entre arestas, vértice inicial e vértice final de todos os lados da se¢ao
transversal, material para cada aresta (no caso dessa se¢ao nao homogénea, deve-se identificar
o numero de materiais como sendo 2, sendo um deles de referéncia, € o médulo de elasticidade),
além dos esforcos solicitantes e o nimero “0” de arcos, pela auséncia de se¢des circulares na
secdo analisada.

Com as consideragdes preliminares feitas, os dados inseridos no programa
computacional geram os valores das propriedades e tensdes conforme o arquivo de saida “.txt”,
presente no APENDICE C para o exemplo 1.

Os valores gerados pelo programa computacional do exemplo 1 podem ser mostrados
pela Tabelas 7 e 8. No caso da Tabela 8, pode-se comparar os valores das tensdes com os valores
presentes em Hibbeler (2010).

Conforme os resultados fornecidos para esse exemplo pelo programa computacional
desenvolvido e pela planilha eletronica, nota-se que nao ha diferenga nas casas decimais dos
resultados da tensdo normal na flexao geral e a porcentagem de erro para valor real presente em
Hibbeler (2010) para varia entre —0,202% e 0,064%. Para as tensdes em cada uma das arestas
analisadas, a precisdo da virgula ¢ de duas a trés casas decimais depois da virgula. No entanto,
apesar dos valores do programa computacional serem diferentes, isso pode ser justificado pelos

arredondamentos feitos no exemplo do livro Hibbeler (2010).
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Tabela 7 — Propriedades geométricas e linha neutra do exemplo 1.

Propriedades geométricas Programa computacional
Area (cm?) 43,50000000
Momento estatico em x (cm?) 158,25000000
Momento estatico em y (cm?) 326,25000000
Centroide em x (cm) 7,50000000
Centroide em y (cm) 3,63793103
Momento de inércia em x (cm*) 1.511,50000000
Momento de inércia em x centroidal (cm?) 935,79741379
Momento de inércia em y (cm*) 3.262,50000000
Momento de inércia em y centroidal (cm*) 815,62500000
Produto de inércia (cm*) 1.186,87500000
Produto de inércia centroidal (cm?) 0,00000000
Raio de gira¢io em x (cm) 5,89466932
Raio de gira¢do em y (cm) 8,66025404
Coeficiente a -0,21372147
Coeficiente b 0,00000000
Coeficiente ¢ 0,00000000

Fonte: Autoria propria.

Tabela 8 — Tensdo do exemplo 1.

Arestas Tensoes Programa Hibbeler Porcentagem de
(kN/cm?) computacional (2010) erro
1-2 Tensdo 1 0,77750397 7,78000000 0,06375707%
6-3 Tensdo 2 3,50061030 3,50000000 -0,01743714%
2-3 Tensdo 3 0,21003660 0,21000000 -0,01742857%
5-4 Tensdo 4 -1,71345660 -1,71000000 -0,20214035%

Fonte: Autoria propria.

Além disso, as porcentagens de erros baixas no calculo das tensdes validam os valores
gerados das propriedades geométricas da secao transversal. Vale ressaltar que o modulo de

elasticidade de referéncia adotado foi o do ago, isso €, Eq¢, = 200 GPa.

6.2. EXEMPLO 2

Para a secdo transversal apresentada na Figura 37, deseja-se determinar as propriedades
geométricas de area, momento estatico de area, centroide, momento de inércia, produto de
inércia e raio de giragdo. Além disso, deseja-se determinar tensdes normais na flexdo geral

maximas no ago e na madeira da Figura 37 e a linha neutra considerando momentos no centroide
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da se¢do M, = —500 kN.cm a esquerda do eixo x. Considerou-se E,,qqeira = 11 GPa e

Eago = 200 GPa.

Figura 37 — Secdo transversal para exemplo 2.

| L2em

30c¢cm

2en] |

| 20 cm |

Fonte: Autoria propria.

Seguindo os exemplos do Capitulo 5, considerando todas as coordenadas contidas no
primeiro quadrante do plano xy, a Figura 37 pode ser convertida na Figura 38, adotando-se

uma ordem a ser seguida das coordenadas.

Figura 38 — Coordenadas do exemplo 2.

y

6° (0,0; 34,0) : 5°(20,0; 34,0)
7°(0,0; 32,0) 4°(20,0; 32,0)
8°(0,0;2,0) 3°(20,0; 2,0)

$ :

1°(0,0; 0,0) 2°(20,0;0,0) X

Fonte: Autoria propria.
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Com as coordenadas decididas, no arquivo de entrada “.txt”, conforme apresentado no
APENDICE B para o exemplo 2, o procedimento realizado ¢ semelhante ao exemplo anterior.
Com as consideracdes preliminares feitas, os dados inseridos no programa computacional
geram os valores das propriedades e tensdes conforme o arquivo de saida “.txt”, presente no
APENDICE C para o exemplo 2.

Os valores gerados pelo programa computacional e pela planilha eletronica do exemplo

2 podem ser mostrados pela Tabelas 9 e 10.

Tabela 9 — Propriedades geométricas e linha neutra do exemplo 2.

Propriedades geométricas Programa computacional
Area (cm?) 113,00000000
Momento estatico em x (cm?) 1921,00000000
Momento estatico em y (cm®) 1.130,00000000
Centroide em x (cm) 10,00000000
Centroide em y (cm) 17,00000000
Momento de inércia em x (cm?) 55.638,66666667
Momento de inércia em x centroidal (cm*) 2.981,66666667
Momento de inércia em y (cm*) 15.066,66666667
Momento de inércia em y centroidal (cm*) 3.766,66666667
Produto de inércia (cm*) 19.210,00000000
Produto de inércia centroidal (cm?) 0,00000000
Raio de gira¢ao em x (cm) 22,18958272
Raio de giracdo em y (cm) 11,54700538
Coeficiente a -0,02175647
Coeficiente b 0,00000000
Coeficiente ¢ 0,00000000

Fonte: Autoria propria.

Tabela 10 — Tensao do exemplo 2.

Tensoes Programa Hibbeler Porcentagem de
(MPa) computacional (2010) erro
Tensao maxima (aco) 3,69860030 3,70000000 0,03782973%

Tensao maxima (madeira) 0,17949090 0,17900000 -0,27424581%
Fonte: Autoria propria.

Conforme os resultados fornecidos para esse exemplo pelo programa computacional
desenvolvido e pela planilha eletronica, nota-se que ndo ha diferenca nas casas decimais dos
resultados da tensdao normal na flexao geral e a porcentagem de erro para valor real presente no
livro para varia entre —0,274% e 0,038%. Para as tensdes em cada uma das arestas analisadas,

a precisao da virgula ¢ de duas a trés casas decimais depois da virgula. No entanto, apesar dos
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valores do programa computacional serem diferentes, isso pode ser justificado pelos
arredondamentos feitos no exemplo do livro Hibbeler (2010).

Além disso, as porcentagens de erros baixas no calculo das tensdes validam os valores
gerados das propriedades geométricas da secao transversal. Vale ressaltar que o modulo de

elasticidade de referéncia adotado foi o do ago, isso €, E,¢, = 200 GPa.

6.3. EXEMPLO3

Para a se¢do transversal circular cujo raio ¢ de 1cm apresentada na Figura 39, deseja-se
determinar as propriedades geométricas de drea, momento estatico de area, centroide, momento
de inércia, produto de inércia e raio de giragdo. Além disso, deseja-se determinar a tensdao
maxima na flexao gera da Figura 39 e a linha neutra considerando momentos no centroide da

secao M, = —30 kN.cm a esquerda do eixo x.

Figura 39 — Secao transversal para exemplo 3.

Fonte: Autoria propria.

Com as coordenadas decididas, no arquivo de entrada “.txt”, conforme apresentado no
APENDICE B para o exemplo 3, deve ser informado o niimero de vértices da figura que seria
“1”, nimero de arestas figura que seria “0”, material para cada aresta (no caso dessa se¢ao
homogénea, coeficiente de homogeneizagao € 1), além dos esforgos solicitantes e o nimero “4”
de arcos, pela presenga de se¢do circular na secdo analisada.

Com as consideragdes preliminares feitas, os dados inseridos no programa
computacional geram os valores das propriedades e tensdes conforme o arquivo de saida “.txt”,
presente no APENDICE C para o exemplo 3.

Os valores gerados pelo programa computacional e pela planilha eletronica do exemplo

3 podem ser mostrados pela Tabelas 11 e 12.
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Tabela 11 — Propriedades geométricas e linha neutra do exemplo 3.

Propriedades geométricas Programa computacional
Area (cm?) 3,14146346
Momento estatico em x (cm?) 0,00000000
Momento estatico em y (cm®) 0,00000000
Centroide em x (cm) 0,00000000
Centroide em y (cm) 0,00000000
Momento de inércia em x (cm*) 0,78533357
Momento de inércia em x centroidal (cm?) 0,78533357
Momento de inércia em y (cm*) 0,78533357
Momento de inércia em y centroidal (cm*) 0,78533357
Produto de inércia (cm*) 0,00000000
Produto de inércia centroidal (cm?) 0,00000000
Raio de gira¢io em x (cm) 0,49998972
Raio de gira¢do em y (cm) 0,49998972

Coeficiente a -38,20032808

Coeficiente b 0,00000000
Coeficiente ¢ 0,00000000

Fonte: Autoria propria.

Tabela 12 — Tensdo do exemplo 3.

Tensoes Programa Hibbeler Porcentagem de
(MPa) computacional (2010) erro
Tensdo maxima -382,00328080 -381,97000000 -0,00871294%

Fonte: Autoria propria.

Conforme os resultados fornecidos para esse exemplo pelo programa computacional
desenvolvido e pela planilha eletronica, nota-se que ndo ha diferenca nas casas decimais dos
resultados da tensdo normal na flexdo geral e a porcentagem de erro para valor real presente no
livro € de -0,0087%. Para a tensdo, a precisdo da virgula ¢ de trés casas decimais depois da
virgula. No entanto, apesar dos valores do programa computacional serem diferentes, isso pode
ser justificado pelos arredondamentos feitos no exemplo do livro Hibbeler (2010).

Além disso, a porcentagem de erro de —0,0087% no calculo das tensdes validam os
valores gerados das propriedades geométricas da secao transversal.

Conforme os resultados fornecidos para esses exemplos pelo programa computacional
desenvolvido e pelo livro Hibbeler (2010), nota-se que praticamente ndo ha diferenca nos
resultados devido a andlise de porcentagem de erros. Logo, os exemplos demonstram que o
programa esta apto para resolver problemas comuns da Engenharia Civil e atende ao que foi

proposto.
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Dessa forma, conclui-se que o programa computacional estd funcionando corretamente
e pode ser aplicado para determinar as propriedades geométricas e para tensdes normais na
flexao geral para segOes transversais nao homogéneas e circulares. Por consequéncia, gerou-se
dados corretos e precisos em relagdo aos dados obtidos a partir do método convencional do
livro didatico, o que aumenta o grau de confianga nessa ferramenta.

Além disso, o programa esta adaptado a diferentes tipos de segdes, tanto homogéneas

como nao homogéneas, tanto polifonias quanto circulares.
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7. CONCLUSOES

Neste trabalho, foi desenvolvido um programa computacional que, em primeiro
momento, fosse capaz de determinar as propriedades geométricas de secdes transversais
diversas e, em ultimo momento, calcular a tensdo normal na flexdo geral. Para esse objetivo,
realizou-se uma pesquisa cuja finalidade era encontrar: as integrais de area que descreviam cada
uma das propriedades geométricas, as formulas nas quais determinam a tensao normal na flexao
geral e a resolugdo responsavel por converter uma integral de area em uma integral de contorno.

Para que o programa computacional desenvolvido tivesse a capacidade de calcular as
propriedades geométricas de segdes transversais poligonais e circulares homogéneas ou nao
homogéneas, além do cédigo computacional respeitar as condi¢gdes preliminares do Teorema
de Green, as formulagdes desenvolvidas deveriam depender de coordenadas bidimensionais e
serem adaptadas a qualquer caso, seja ele simples ou complexo.

A metodologia utilizada neste trabalho ndo ¢ mostrada na literatura comum. Em varios
trabalhos voltados para andlise e desenvolvimento de ferramentas para determinacdo de
propriedades geométricas de secdes de elementos estruturais comuns na engenharia civil, sdo
utilizadas formulagdes especificas ja apresentadas na literatura, o que limita essas ferramentas
a casos em que a se¢do nao ¢ usual e possui mais de um material. Logo, o aspecto mais
complexo do procedimento ¢ encontrar formulagdes gerais dessas propriedades que atendam a
qualquer caso. Dessa forma, o procedimento escolhido para o trabalho foi realizado de forma a
evitar o dispéndio prévio do usudrio do programa e, assim, evitar erros de calculo.

A estratégia de converter integrais de 4rea em integrais de contorno através do Teorema
de Green ndo ¢ comumente mostrada na literatura de livros de graduacdo do curso de
Engenharia Civil, apesar do teorema estar presente em livros de Calculo, como Stewart (2013).
Logo, utilizando essas fontes, para desenvolver as formulac¢des utilizadas neste trabalho, foi
necessario seguir os conceitos preliminares de contorno de area no teorema, como: divergente
de um campo vetorial, campo vetorial, ponto numa reta parametrizada e vetores unitarios e
diretores. Entdo, apesar da literatura voltada a analise estrutural nao ser especifica na dedugao
das férmulas das propriedades geométricas, com as integrais de area e a resolugdo do Teorema
de Green, foi possivel desenvolver as formulagdes necessarias para o funcionamento do
programa computacional.

Sobre as se¢des circulares, foi necessario consultar livros de Calculo, como Stewart

(2013), que disponibilizavam a parametrizacdo da circunferéncia com a finalidade de
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implementar as formulas. Através dessa parametrizagdo, ¢ possivel descrever os arcos de uma
circunferéncia no programa computacional e permitir com que sec¢des circulares tenham suas
propriedades e tensdes normais na flexdo geral calculadas. Para diversificar o material das
secoes, aplicou-se o coeficiente de homogeneizacdo, no qual, permitiu o calculo das
propriedades e tensdes citadas para se¢des ndo homogeéneas.

Sobre os problemas resolvidos através do programa computacional, os exemplos de
validagao tiveram uma porcentagem de erro entre —0,00000004 ¢ 0,00001325 para propriedades
geométricas e tensdes normais na flexdo geral em relacdo ao exemplo feito em planilha
eletronica. No caso dos exemplos de aplicagdo, a porcentagem de erro ficou entre —0,0087% e
0,064% para tensdes normais na flexao geral. Logo, as porcentagens baixas de erro comprovam
a confiabilidade do programa.

Por fim, apesar do programa computacional conseguir calcular as propriedades
geométricas e tensdes normais na flexdo geral para se¢des variadas, o programa apresenta
limitagdes, visto que sec¢des inclinadas ndo podem ser calculadas devido as formulagdes
consideradas e a limitagdo da parametrizacao da circunferéncia.

O programa computacional foi desenvolvido de forma a dinamizar os célculos das
propriedades geométricas de se¢des. Logo, como mostrado no Capitulo 5 e 6 do trabalho, com
o objetivo de determinar as propriedades geométricas e a tensdo normal na flexdo geral de
secoes transversais homogéneas e ndo homogéneas circulares e poligonais, o programa atendeu
ao objetivo almejado e forneceu dados corretos e precisos em relagao a metodologia de célculo

tradicional da literatura.

7.1. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

e Adaptar o programa computacional para que possa calcular se¢des inclinadas;
e Desenvolver formulas de propriedades geométricas que permitam com que programa
calcule se¢des semicirculares de diferentes angulos;

e Adaptar o programa computacional para que possa calcular a tensao por cisalhamento.
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APENDICE A - DEDUCAO DAS FORMULACOES

Neste apéndice, apresenta-se a dedugdo completa das formulacdes das propriedades

geométricas para segoes homogéneas desenvolvidas no Capitulo 3.

I. AREA DE OUTRO CAMPO VETORIAL

j(o y): Fy,—gx) d. dt—] —(y'd”").d.dtz

v, t%) | 1 2.yt v,.t%\ | 1 7 1
:—vx.<yi.t+ yz >|0=—Ux.< 21 + y2 >|0:_Ex-(2-}’i-t+vy't2)|0:

vy (2. + vy) _ TV (2.yi+ 1) _ — (K41 — %) .yYi + Vig1 — Y1) _
2 2 2

_ Vi1 T Y1) (=Xip1 + ;) _ Vi1 +¥0)- (X — Xi41) N

2 2

n
1
=5 Z Yir1 o) (6 — x441)

i=1

II. MOMENTO ESTATICO DE AREA EM X

2 2
[ (02) (2= [ (22) e -
Qx—j5<0,2> (d, d)ddt > 5( y >.d.dt—

1 1 (! 1 (! 2
= ——.fyz.vx.dtz ——.f y2.v,.dt = ——.f (yi + vy.t) vy dt =
2 Js 2 Jo 2 Jo

v, (! v, (!
= —%f (y; +vy.t)2.dt = —%f (y2 + 2.y, vyt +v2.t2).dt =
0

v 2.y;. vt vf v
=—=. y2.t+ Yo Zy + y | ——x— (3y + 3.y, 1, +v) =
2 2 0
e By 33y +v) (s — %) By + 3.5 Giea — ¥ + Gisa — 9%
6 6
_ G x40)- Gy 4+ 3.y Yien — 3.9 + ¥ — 2 Y-y + ¥ _
6
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(X — Xi41)- (ylz T Yi-YVig1 T yi2+1) _ (xX; — Xi41)- (ylz T Yi-YVig1 T Yi2+1) N
6 6

n
1
©Q, = z Z (x; = Xi41)- OVF + Vi Vier + VE1)

i=1
III. MOMENTO ESTATICO DE AREAEM Y

x? vy, Uy 1 x%.v,
Qy—j5(7,0>'(7,_g).d.dt—E.j-S( d ).d.dt—

1 1 (! 1 (!
=—.fx2.vy.dt=—.f xz.vy.dt=—.j (x; + v )? . v dt =
2 S 2 0 2 0

v, (! v, (!
:%f (xi+vx.t)2.dt=7y.f (X2 + 2.x;. 0. t + V2. £2) . dt =
0 0

v 2.x;. .t v2.t3
RPN

1 v 1 1
|0:7y§(3x3+3xlvx+vf) 0:

vy B 3.0 v 1) (Yir = ¥i)- (Box? + 3020 (g — ) + (xier — x)%)

6 6
_ O — ) (3.7 + 3. xi41 — 3.0 + xPq = 2.041. % + x7) _
6
_ Yivr = ¥i)- O + % X1 + x741)
= c .y

n
1
0, = 5 Z()’iﬂ — y) (ef + X X1 + XF4q)
i=1

IV. MOMENTO DE INERCIA EM X

3 3
_ YN (% _1 Y~ Vx _
Ix—f5<o,?> (d,—d).d.dt—g.js—( v ).d.dt—

1 5 1 ! 5 1 ! 3
=——.jy .vx.dt=——.f y .vx.dt=——.f (yi+vy.t) V. dt =
3 S 3 0 3 0

Uyx

1 v 1
=—?.f (yi+vy.t)3.dt=—?x.f (P +3.90.v2. 62+ 3.y2 vt +v5.63) . dt =
0 0

_ ™ 3t+3.yi.v§.t3+3.yi2.vy.t2+v3§.t4 |1:
3\t 3 2 z Jlo
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=—— —(4yl +4.y,.v5 + 6.7 vy+v3§)——— (4.9 + 4.y v2+ 6.2 v, +v5) =

Uy
=17 (vy (vy+4yl)+yl (6 vy+4yl))

(Xi+1 — X;)
— (G = 90 Oier = Yi + 49D + V2 (6.Y141 = 6.3 +4.3)) =
(xi — Xi41)
= 1—”1 Vi + 39207 — 29209 — 6.Vie1. Y2+ Vier- V2 + 3.9 +6.yi41 Y7
— 2. yl) =
_ (x; = Xi41). Vi1 + Vi1 Vi + Vier VP + i )
12
_ (i — Xi41)- [Vig1- (ylz + yi2+1) + Vi (ylz + yi2+1)] _
12
_ (xi — Xi41)- Yip1 + Vi) (ylz + }’i2+1) N
12

n
1
s, = 17 Z (ylz + yl-2+1). (x; = xi41)- (Vi + Yig1)

i=1
V. MOMENTO DE INERCIA EM Y

x3 v v 1 x3.v
IL,=|(=,0] (& -2 .d.dtz—.f Y).d.dt =
Y L<3 ) (d d) 3 S( d

1 3 1 (! 3 1 (! 3
=—.fx .vy.dtz—.f x .vy.dtz—.f (x; + vy £)° vy dt =
3 Js 3 Jo 3 Jo

v, (1! v, (1
=?yf (xi+vx.t)3.dt=?y.j (x} +3.x,.v2.t2 + 3. xP v t +v3.£3) .dt
0 0

V. 3.x. v2.t3 3.x%.v.t2 v3 1:4
y 3 L b l X X"
== (x}t+ + + |

( l 3 2 0

v
g4(4x + 4.x;.v2 + 6.x7 vx+v§’)——32/.(4.xl-3+4.xi.v,?+6.xi2.vx+v,§)=

vy
=1z (vx (v + 4.x;) + x7. (6. vx+4xl))

i1 = ¥0)
= % ((xi+1 —x)% (X1 — x; +4.x) + x2. (6. x4, — 6.x; + 4. xi)) =
Ui —¥0)
= # X2+ 3o X X — 20X X — 6.X41. XF 4 X1 X+ 3.%7 + 6,244 X7

—2.x}) =
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_ Vitr — Vi) (xi3+1 + xi2+1-xi + xi+1-xi2 + xf’) _

12
_ irr = Y- Drivn G + x0) + 0 O + xfyy)] _
12
_ Yirr = Y- (ipq +29). (6 + x741) _

12

n
1
s, = 12 Z(xiz + xi2+1)- (i + xi41)- i1 — Y1)

VL.  PRODUTO DE INERCIA

x%.y vy, Uy 1 x2.y.v,
gy_L<2 ﬁ)(zﬁaoddt—ik< ; )ddt

1 1

_1 xZ d _l 2 d _l i 2 i —

=—. Yvpdt == | x%y.v,.dt == (5 + v ). (Vi vy t). vy dt =
2 Jg 2 Jo 2 Jo

1 v 1
=§f (xl-+vx.t)2.(yi+vy.t).dt=7y.f (0 + 2.x. V. t + V7 D) (v + vy 1) dE =
0 0

1
v
= %f (x2. 9 + x2. vy t + 2. %0 Y Vg 4 2.%0. Uy 1y B2 + Y3 VE L2 + VR . £8) L dE =
0

Y oyt xZ.vy. t? N 2. X Vi Vy. 2 N 2.X;. V. vy £ N y. v2.t3 i vy t* |
2 2 2 3 3 0
v
2y v (12 x?.y; + 6.x} Uy + 12,y U + 8.x. vy vy, + 40y vz + 3.v2. vy)—
)
=== (1232 y; + 6.%F. Visr — Y0 + 12.50.y;. (Cier — X;) + 8.%;. (X
24
= x)- Wisr = Y + 4 Y (g1 — 2% + 3. (Xipr — %)% Qigr —Y)) =
_ Vi1 —Y0)

24 .(9.x l Yiy1 3. x Vit 2% Y Xipr + 2. X0 X1 Yigr T xl+1 Vi

—8.x7. Yiy1 + 3. x40 Vier) =
_ Vitr — Vi) [(3-xi2 +2.%;. X491 + xi2+1)-}’i + (xlz +2.%. %41 + 3-xi2+1)-}’i+1] _
24

(3 x +2.%. %41 + x1+1) Vi-Yit1 — ) (x + 2.x;. %141 + 3. x1+1) ()’z+1 Yi-Vi+1)
24 24

n
1
Ly = =27 Z (3.xi2 + 2.X;. Xj41 + xl-2+1). Vi-Yis1 — Yiz)

+ (xi +2.%;. X491 + 3-xi2+1)- (Yi2+1 = ¥i-Yir)]
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APENDICE B - FORMATO DO ARQUIVO DE
ENTRADA

Neste apéndice, apresenta-se o formato dos arquivos de entrada “.txt” utilizados nos
exemplos do Capitulo 5 e 6que permitiram com que o programa computacional desenvolvido

fosse capaz de ler corretamente as informagdes.

I. EXEMPLO 5.1

Numero de arestas
12

Numero de vértices
12

Coordenadas (indice do vértice; coordenada x; coordenada y)
1,0,0

2,12,0

3,12,0.5
4,6.25,0.5
5,6.25,12.5
6,12,12.5

7,12,13

8,0,13

9,0,12.5
10,5.75,12.5
11,5.75,0.5
12,0,0.5

Numero de arestas
12

Conectividade (indice da aresta; vértice final; vértice final)
1,1,2

10,10,11
11,11,12

12,12,1

Numero de materiais

1

Médulo de elasticidade de referéncia

3.0

Materiais (indice do material; mdédulo de elasticidade)

1,3.0

Associag¢do dos materiais as arestas (indice da aresta; indice do material)
1,1

PR VKONV A WN
R ®v “ v v v v v o
e R R RRRRRR
R

12,1
Numero de arcos



0

Arcos (indice do arco; centro; raio; quadrante; numero de arestas; indice do material, sentido)
Esfor¢os (esfor¢o normal; momento em x; momento em y)

50.0,0.0,150.0

I1. EXEMPLO 5.2

Numero de vértices

8

Coordenadas (indice do vértice; coordenada x; coordenada y)
1,25,0

2,30,0

3,30,20

4,5,20

5,5,35

6,0,35

7,0,15

8,25,15

Numero de arestas

8

Conectividade (indice da aresta; vértice final; vértice final)
1,1,2

RZooNOUVUAWN
e v v v e ow .

Médulo de elasticidade de referéncia

3.0

Materiais (indice do material; mdédulo de elasticidade)

1,3.0

Associag¢do dos materiais as arestas (indice da aresta; indice do material)
1,1

RRRRRRR

e v v o owow

mero de arcos

oZo0oNOTuVhwN

Arcos (indice do arco; centro; raio; quadrante; numero de arestas; indice do material, sentido)
Esfor¢os (esforgo normal; momento em x; momento em y)
50.0,-150.0,0.0

III. EXEMPLO 5.3

Nimero de vértices
8

Coordenadas (indice do vértice; coordenada x; coordenada y)
1,12.5,0

2,17.5,0

3,17.5,20

4,30,20

5,30,25

6,0,25

7,0,20

8,12.5,20

Numero de arestas

(o]

Conectividade (indice da aresta; vértice final; vértice final)
1,1,2
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-
-

. .
- . .

-
-

-
oONOUVT DA WN
-

R o0ONOUV bW

ro de materiais

R ZooOoNOOUDNWN
<™ -
3
D~

Médulo de elasticidade de referéncia

3.0

Materiais (indice do material; médulo de elasticidade)

1,3.0

Associag¢do dos materiais as arestas (indice da aresta; indice do material)
1,1

[

-

-

<
RRRRRRR

mero de arcos

®Z0ONOUV A WN
S~ <

Arcos (indice do arco; centro; raio; quadrante; numero de arestas; indice do material, sentido)
Esfor¢os (esforgo normal; momento em x; momento em y)
50.0,1300.0,750.0

IV.  EXEMPLO 6.1

Numero de vértices

6

Coordenadas (indice do vértice; coordenada x; coordenada y)
1,0,0

2,15,0

3,15,2

4,15,17

5,0,17

6,0,2

Numero de arestas

8

Conectividade (indice da aresta; vértice final; vértice final)
1,1,2

-
-

[
- [

-
-

-
AUV hwo wnN
-
woupbhpERrow

ro de materiais

NZo0o0NOOUAWN
=% -

3

m -

Médulo de elasticidade de referéncia

200

Materiais (indice do material; médulo de elasticidade)

1,200

2,12

Associag¢do dos materiais as arestas (indice da aresta; indice do material)
1,1

Numero de arcos

0

Arcos (indice do arco; centro; raio; quadrante; numero de arestas; indice do material, sentido)
Esfor¢os (esforgo normal; momento em x; momento em y)

0.0,-200.0,0.0
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V. EXEMPLO 6.2

Numero de vértices

8

Coordenadas (indice do vértice; coordenada x; coordenada y)
1,0,0

2,20,0

3,20,2

4,20,32

5,20,34

6,0,34

7,0,32

8,0,2

Numero de arestas

12

Conectividade (indice da aresta; vértice final; vértice final)
1,1,2

AP ONPWE OOW

Médulo de elasticidade de referéncia

200

Materiais (indice do material; médulo de elasticidade)
1,200

2,11

Associag¢do dos materiais as arestas (indice da aresta; indice do material)

1,1

P OVUoONOUVDWN
P NNMNNNRRPRP

i
R ®v v“ v« v v v v .
. .
P

12,1
Numero de arcos
7]

Arcos (indice do arco; centro; raio; quadrante; numero de arestas; indice do material, sentido)

Esfor¢os (esforgo normal; momento em x; momento em y)
0.09,-500.0,0.0

VI. EXEMPLO 6.3

Numero de vértices

1

Coordenadas (indice do vértice; coordenada x; coordenada y)
1,0,0

Numero de arestas

0

Conectividade (indice da aresta; vértice final; vértice final)
Numero de materiais

1

Médulo de elasticidade de referéncia

200

Materiais (indice do material; mdédulo de elasticidade)
1,200

Associagdo dos materiais as arestas (indice da aresta; indice do material)

Numero de arcos
4

Arcos (indice do arco; centro; raio; quadrante; numero de arestas; indice do material, sentido)
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r¢os (esfor¢o normal; momento em x; momento em y)

Desses arquivos de entrada, vale ressaltar algumas caracteristicas importantes que

devem ser observadas pelo usuério:

A numeracdo de quaisquer parametros, como vértices, coordenadas, arestas e
conectividade, deve ser de 1 até a quantidade do respectivo parametro;

O separador decimal dos niimeros reais, por exigéncia da linguagem utilizada, deve
ser o ponto “.”’;

A separagdo entre numeros que estdo em uma mesma linha pode ser dada por
espagos em virgula;

Para subtrair a area circular, basta usar “H”, que significa o sentido horario, e para
somar, basta usar “A”;

O programa nao realiza nenhuma conversao de unidades. Portanto cabe ao usuario
escolher as unidades dos dados de entrada em funcdo das unidades que deseja

receber nos arquivos de saida. Nos exemplos apresentados para arquivos de entrada,

as coordenadas dos vértices estdo em centimetros.
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APENDICE C - FORMATO DO ARQUIVO DE SAIDA

Neste apéndice, apresenta-se o formato dos arquivos de saida

(13

txt” gerado pelo

programa desenvolvido nesse trabalho. Dessa forma, os resultados fornecidos aqui

correspondem ao processamento dos arquivos de entrada apresentados no APENDICE B.

I. EXEMPLO 5.1

Propriedades geometricas
Area = 18.0000000000000
Momento estatico em x = 117 .000000000000

Momento estatico em y
Momento de inercia em

Momento de inercia
Produto de inercia

Centroide em x =
Centroide em y =

Momento de inercia
Momento de inercia
Produto de inercia
Raio de Giracao em
Raio de Giracao em

Coeficiente a
Coeficiente b
Coeficiente ¢

0.

108 . 090000000000
= 1301.50000000000

emy = 792.125000000000

=  702.000000000000

6 .00000000000000

6 .50000000000000

em xcg =  541.000000000000
em ycg =  144.125000000000
cg = ©.000000PBPORORBOE+B00
X =  8.50326734588273

y = 6.63377301725379
00P0E0AORORORORE +000

< X

-1.04076322636600

2.77777777777778

Tensoes normais na flexao geral

Aresta Material

1
1

1
1

Vertice X

1 0.00000000 0.
2 12.00000000 0.
2 12.00000000 0.
3 12.00000000 0.

12.00000000 0.
4 6.25000000 0.
4 6.25000000 0.
5 6.25000000 12.
5 6.25000000 12.

6 12.00000000 12.

6 12.00000000 12.
7 12.00000000 13.

7 12.00000000 13.
8 0.00000000 13.

y Tensao_Normal

00000000
00000000

00000000
50000000

50000000
50000000

50000000
50000000

50000000
50000000

50000000
00000000

00000000
00000000

2.
2.

77777778
77777778

.77777778
77777778

.77777778
77777778

.77777778
77777778

.77777778
77777778

.77777778
77777778

.77777778
77777778

Tensao_Flexao

6.
-6.

24457936
24457936

.24457936
.24457936

.24457936
.26019081

.26019081
.26019081

.26019081
.24457936

.24457936
.24457936

.24457936
.24457936

Tensao_Total

9.
-3.

-3.
-3.

-3.
-3.

02235714
46680158

46680158
46680158

.46680158
.51758697

.51758697
.51758697

.51758697
.46680158

46680158
46680158

.46680158
.02235714
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8 1 8 0.00000000
8 1 9 0.00000000
9 1 9 0.00000000
9 1 10 5.75000000
10 1 10 5.75000000
10 1 11 5.75000000
11 1 11 5.75000000
11 1 12 0.00000000
12 1 12 0.00000000
12 1 1 0.00000000

I1. EXEMPLO 5.2

Propriedades geométricas
Propriedades geometricas
Area = 300.000000000000
Momento estatico em x =
Momento estatico em y
Momento de inercia em
Momento de inercia em y = 102500.000000000
Produto de inercia = 60000.0000000000
Centroide em x = 15.0000000000000

Centroide em y = 17.5000000000000

Momento de inercia em xcg = 18125.0000000000
Momento de inercia em ycg = 35000.0000000000
Produto de inercia cg = -18750.0000000000
Raio de Giracao em x =  19.1485421551268

Raio de Giracao em y =  18.4842275106824
Coeficiente a = -1.856353591160221E-002
Coeficiente b = -9.944751381215469E-003
Coeficiente ¢ = 0.166666666666667

5250.00000000000
4500 .00000000000
= 110000.000000000

< X 0

Tensoes normais na flexao geral

Aresta Material Vertice X
1 1 1 25.00000000

1 1 2 30.00000000

2 1 2 30.00000000

2 1 3 30.00000000

3 1 3 30.00000000

3 1 4 5.00000000

1 4 5.00000000

4 1 5 5.00000000

13.00000000
12.50000000

12.50000000
12.50000000

12.50000000
0.50000000

0.50000000
0.50000000

0.50000000
0.00000000

2.77777778
2.77777778

2.77777778
2.77777778

2.77777778
2.77777778

2.77777778

2.77777778

2.77777778
2.77777778

y Tensao_Normal

0.00000000
0.00000000

0.00000000
20.00000000

20.00000000
20.00000000

20.00000000
35.00000000

0.16666667
0.16666667

()

.16666667

()

.16666667

()

.16666667

()

.16666667

()

.16666667

[

.16666667

6.24457936
6.24457936

6.24457936
0.26019081

0.26019081
0.26019081

0.26019081
6.24457936

6.24457936
6.24457936

Tensao_Flexao
0.22541436
0.17569061

0.17569061
-0.19558011

-0.19558011
0.05303867

0.05303867
-0.22541436

9.02235714
9.02235714

9.02235714
3.03796858

3.03796858
3.03796858

3.03796858
9.02235714

9.02235714
9.02235714

Tensao_Total
0.39208103
0.34235727

0.34235727
-0.02891344

-0.02891344
0.21970534

0.21970534
-0.05874770
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I11.

1 5

1 6

1 6

1 7

1 7

1 8

1 8

1 1
EXEMPLO 5.3

Propriedades geometricas
250.000000000000

estatico em x

estatico em y

Area =
Momento
Momento
Momento
Momento
Produto

de inercia
de inercia
de inercia

Centroide em x =
Centroide em y =

Momento
Momento
Produto
Raio de
Raio de

de inercia
de inercia
de inercia
Giracao em
Giracao em

Coeficiente a
Coeficiente b
Coeficiente ¢

9.
-6.
Q.

Tensoes normais na
Aresta Material
1 1
1 1
2 1
2 1
3 1
3 1
4 1
4 1
5 1
5 1

em
em
15
17
em
em
cg
X

y =

5.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
25.00000000

25.00000000
25.00000000

=  4375.00000000000

X
y =

3750.00000000000
89583.3333333333
67708.3333333333

65625 .0000000000
. 0000000000000
. 5000000000000

Xcg =
ycg =

13020.8333333333
11458.3333333333

35.00000000
35.00000000

35.00000000
15.00000000

15.00000000
15.00000000

15.00000000
0.00000000

= 0.000000000000000E+000

18.9296944860009
16.4570147151096

984000000000014E -002
545454545454547E-002
200000000000000

flexao geral

Vertice

1
2

o)}

X
12.50000000
17.50000000

17.50000000
17.50000000

17.50000000
30.00000000

30.00000000
30.00000000

30.00000000
0.00000000

0.16666667
0.16666667

0.16666667
0.16666667

0.16666667
0.16666667

0.16666667
0.16666667

y Tensao_Normal

0.00000000
0.00000000

0.00000000
20.00000000

20.00000000
20.00000000

20.00000000
25.00000000

25.00000000
25.00000000

0.20000000
0.20000000

0.20000000
0.20000000

0.20000000
0.20000000

0.20000000
0.20000000

0.20000000
0.20000000

-0.22541436
-0.17569061

-0.17569061
0.19558011

0.19558011
-0.05303867

-0.05303867
0.22541436

Tensao_Flexao
-1.58356364
-1.91083636

-1.91083636
0.08596364

0.08596364
-0.73221818

-0.73221818
-0.23301818

-0.23301818
1.73061818

-0.05874770
-0.00902394

-0.00902394
0.36224678

0.36224678
0.11362799

0.11362799
0.39208103

Tensao_Total
-1.38356364
-1.71083636

-1.71083636
0.28596364

0.28596364
-0.53221818

-0.53221818
-0.03301818

-0.03301818
1.93061818
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6 1
6 1
7 1
7 1
8 1
8 1

6 0.00000000 25.
7 0.00000000 20.
7 0.00000000 20.

8 12.50000000 20.

8 12.50000000 20.
1 12.50000000 Q.

IV.  EXEMPLO 6.1

Propriedades geometricas

Area = 43.5000000000000

Momento estatico em x = 158.250000000000
Momento estatico em y = 326.250000000000
Momento de inercia em x = 1511.50000000000

Momento de inercia
Produto de inercia

Centroide em x

Centroide em y =

Momento de inercia
Momento de inercia
Produto de inercia

Raio de Giracao
Raio de Giracao
Coeficiente a =
Coeficiente b =
Coeficiente c =

Tensoes normais

em

em

-0.
5.
0.

na

Aresta Material
1 1
1 1

2 1
2 1
3 1
3 1
4 1
4 1
5 2
5 2
6 2
6 2
7 2

emy = 3262.50000000000

= 1186.87500000000

7 .50000000000000
3.63793103448276

em xcg = 935.797413793103
em ycg = 815.625000000000
cg = 2.273736754432321E-013
X = 5.89466932378582

y = 8.66025403784439
213721471177541
957963086316904E-017
00000000000V OE+000

flexao geral

Vertice X
1 0.00000000 0
2 15.00000000 %]
2 15.00000000 0.
3 15.00000000 2.
3 15.00000000 2.
6 0.00000000 2.
6 0.00000000 2.
1 0.00000000 0.
3 15.00000000 2.

4 15.00000000 17.

15.00000000 17.
.00000000 17.

(%)
(]

5 0.00000000 17.
0.00000000 2.

00000000
00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

0.20000000
0.20000000

0.20000000
0.20000000

0.20000000
0.20000000

1.73061818
1.23141818

1.23141818
0.41323636

0.41323636
-1.58356364

y Tensao_Normal Tensao_Flexao

.00000000
.00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.77750397
0.77750397

0.77750397
0.35006103

0.35006103
0.35006103

0.35006103
0.77750397

0.02100366
-0.17134566

-0.17134566
-0.17134566

-0.17134566
0.02100366

1.93061818
1.43141818

1.43141818
0.61323636

0.61323636
-1.38356364

Tensao_Total
0.77750397
0.77750397

0.77750397
0.35006103

0.35006103
0.35006103

0.35006103
0.77750397

0.02100366
-0.17134566

-0.17134566
-0.17134566

-0.17134566
0.02100366
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8 2 6 0.00000000
8 2 3 15.00000000
V. EXEMPLO 6.2

Propriedades geometricas

Area = 113.000000000000

Momento estatico em x = 1921.00000000000

Momento estatico em y = 1130.00000000000

Momento de inercia em x = 55638.6666666667

Momento de inercia em y 15066 .6666666667

Produto de inercia = 19210.0000000000

Centroide em x = 10.0000000000000

Centroide em y = 17.0000000000000

Momento de inercia em xcg = 22981.6666666667

Momento de inercia em ycg = 3766.66666666666

Produto de inercia cg = ©.000000000000000E+000

Raio de Giracao em x =  22.1895827162420

Raio de Giracao em y =  11.5470053837925

Coeficiente a = -2.175647255058378E-002

Coeficiente b = ©.000000000000000E+000

Coeficiente c = ©.000000000000000E+000

Tensoes normais na flexao geral

Aresta Material Vertice X

1 1 1 0.00000000 %]
1 1 2 20.00000000 0

2 1 2 20.00000000 0
2 1 3 20.00000000 2
3 1 3 20.00000000 2
3 1 8 0.00000000 2
4 1 8 0.00000000 2
4 1 1 0.00000000 0
5 2 8 0.00000000 2
5 2 3 20.00000000 2
6 2 3 20.00000000 2
6 2 4 20.00000000 32.
7 2 4 20.00000000 32.
7 2 7 0.00000000 32.
8 2 7 0.00000000 32.
8 2 8 0.00000000 2
9 1 7 0.00000000 32.
9 1 4 20.00000000 32.
10 1 4 20.00000000 32.
10 1 5 20.00000000 34.
11 1 5 20.00000000
11 1 6 0.00000000

2.
2.

00000000
00000000

0.00000000
0.00000000

y Tensao_Normal

.00000000
.00000000

.00000000
.00000000

.00000000
.00000000

.00000000
.00000000

.00000000
.00000000

.00000000

00000000

00000000
00000000

00000000

.00000000

00000000
00000000

00000000
00000000

34.00000000
34.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.00000000
0.00000000

0.02100366
0.02100366

Tensao_Flexao

-0.

0.36986003
0.36986003

0.36986003
0.32634709

0.32634709
0.32634709

0.32634709
0.36986003

0.01794909
0.01794909

0.01794909
.01794909

.01794909
.01794909

.01794909
0.01794909

.32634709
.32634709

.32634709
.36986003

-0.36986003
36986003

0.02100366
0.02100366

Tensao_Total
0.36986003
0.36986003

0.36986003
0.32634709

0.32634709
0.32634709

0.32634709
0.36986003

0.01794909
0.01794909

0.01794909
.01794909

-0.
-0.

01794909
01794909

.01794909
0.01794909

-0.
-0.

32634709
32634709

-0.
-0.

32634709
36986003

-0.36986003

-0.36986003
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12
12

12
12

6 0.00000000 34.00000000 0.00000000 -0.36986003
7 0.00000000 32.00000000 0.00000000 -0.32634709

6 0.00000000 34.00000000 0.00000000 -0.36986003
7 0.00000000 32.00000000 0.00000000 -0.32634709

VI. EXEMPLO 6.3

Propriedades geometricas

Area = 3.14146346236414

Momento estatico em x =

Momento estatico em y =

Momento de inercia em x

Momento de inercia em y

Produto de inercia = -2.

Centroide em x

Centroide em y

Momento de inercia

Momento de inercia

1.860361912624986E-016
1.301042606982605E-016
0.785333569378425

= 0.785333569378424
447586404386026E-017

4.141517552470575E-017

5.921959414498343E-017

Produto de inercia cg =

Raio de Giracao em x

Raio de Giracao em y

Coeficiente a
Coeficiente b

Coeficiente ¢

100

100

em xcg = 0.785333569378425
em ycg = 0.785333569378424

-2.447586404386027E-017
0.499989719267778
0.499989719267778

-38.2003280768252

-1.196559111307638E-015

0.000000000000000E+000

100 0.01570732 0.99987663 0.00000000 -38.19561540

lol -0.00000000 1.00000000 0.00000000 -38.20032808

-0.36986003
-0.32634709

-0.36986003
-0.32634709

-38.19561540

-38.20032808
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APENDICE D — CODIGO COMPUTACIONAL

Neste apéndice, apresenta-se o formato de parte do codigo do programa computacional

descrito no Capitulo 4.

I. LEITURA DOS DADOS DE ENTRADA

I ILeitura do arquivo de entrada
open(unit=1,file="ENTRADA.txt")
read(1,*) !Numero de vértices
read(1,*) nvert
read(1,*) !Coordenadas do vértice
allocate(coord(nvert,2))
do i=1, nvert
read(1,*) j, coord(j,1), coord(j,2)
write(*,*) j, coord(j,1), coord(j,2)
end do
read(1,*) INumero de arestas
read(1,*) narest
read(1,*) !Conectividade
allocate(conec(narest,2))
do i=1, narest
read(1,*) j, conec(j,1), conec(j,2)
write(*,*) j, conec(j,1), conec(j,2)
end do
read(1,*) INumero de materiais
read(1,*) nmat
read(1,*) IMédulo de elasticidade
read(1,*) Eref
read(1,*) !Materiais
allocate(mat(nmat))
do i=1, nmat

read(1,*) j, mat(j)
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write(*,*) j, mat(j)
end do
read(1,*) !Associag¢do dos materiais a aresta
allocate(assmat(narest))
do i=1, narest
read(1,*) j, assmat(j)
write(*,*) j, assmat(j)
end do
read(1,*) INumero de arcos
read(1,*) narc
read(1,*) !Arcos
allocate(arcos(narc))
nvert_arc=0
narest_arc=0
do i=1, narc

read(1,*) j, arcos(j)%centro, arcos(j)%raio, arcos(j)%quadrante, arcos(j)%narest, arcos(j)%indmat,
arcos(j)%sentido

write(*,*) j, arcos(j)%centro, arcos(j)%raio, arcos(j)%quadrante, arcos(j)%narest, arcos(j)%indmat,
arcos(j)%sentido

nvert_arc=nvert_arc+arcos(j)%narest+1
narest_arc=narest_arc+arcos(j)%narest
end do
read(1,*) !Esfor¢o solicitantes
read(1,*) N, Mx, My
allocate(tensao_normal(2*(narest_arc+narest)))
allocate(tensao_flexao(2*(narest_arc+narest)))

allocate(tensao_total(2*(narest_arc+narest)))

II. CALCULO DAS PROPRIEDADES GEOMETRICAS

1Calculos das propriedades geométricas
area=0.0do
Ix=0.0d0

Iy=0.0d0
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Ixy=0.0de

0x=0.0de

Qy=0.0d0

do i=1, narest
alfa=mat(assmat(i))/Eref

x1

coord(conec(i,1),1)

x2 = coord(conec(i,2),1)

yl = coord(conec(i,1),2)

y2 = coord(conec(i,2),2)
area = area+0.5alfa(x2+x1)(y2-y1)

Ix

Ix+alfa(1.0d0/12.0d0) (y1yl+y2y2)(x1-x2)(y2+y1)

Iy = Iy+alfa(1.0d0/12.0d0) (x2x2+x1x1)(x2+x1)(y2-y1)

Ixy = Ixy+alfa(1.0d0/24.0d0)((3.0d0x1x1+2.0dOx1x2+x2x2)(y1y2-ylyl)+(xIx1+2.0dOx1x2+3.0d0x2x2)(y2y2-
yly2))

Qx

Qx+alfa(1.0do/6.0d0) (y1yl+yly2+y2y2)(x1-x2)

Qy = Qy+alfa(1.0d0/6.0d0) (xIx1+x1x2+x2x2)*(y2-yl)
end do

do i=1, narest_arc

alfa=mat(assmat_arc(i))/Eref

x1 = coord_arc(conec_arc(i,1),1)

X2

coord_arc(conec_arc(i,2),1)

yl = coord_arc(conec_arc(i,1),2)
y2 = coord_arc(conec_arc(i,2),2)

area = area+0.5alfa(x2+x1)(y2-y1)

Ix

Ix+alfa(1.0de/12.0d0) (y1yl+y2y2)(x1-x2)(y2+yl)

Iy = Iy+alfa(1.0d0/12.0d0) (x2x2+x1x1)(x2+x1)(y2-y1)

Ixy = Ixy+alfa(1.0de/24.0d0)((3.0dox1x1+2.0dox1x2+x2x2)(y1y2-ylyl)+(xIx1+2.0dOx1x2+3.0dOx2x2)(y2y2-
yly2))

QOx = Qx+alfa(1.0de/6.0de) (ylyl+yly2+y2y2)(x1-x2)
Qy = Qy+alfa(1.0d0/6.0d0) (xIx1+x1x2+x2x2)*(y2-yl)
end do

x=Qy/area

y=Qx/area

Ixcg = Ix - areayy
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Iycg = Iy - areaxx
Ixycg = Ixy - areaxy
kx=SQRT(Ix/area)

ky=SQRT(Iy/area)

III. CALCULO DAS TENSOES

ITensdo normal (mesma para todos os pontos)
do i = 1, narest
alfa=mat(assmat(i))/Eref
xvl = coord(conec(i,1),1)-x
xv2 = coord(conec(i,2),1)-x
yvl = coord(conec(i,1),2)-y
yv2 = coord(conec(i,2),2)-y
! Tensdo normal axial
tensao_normal(2*i-1) = alfa*(N/area)
tensao_normal(2*i) = alfa*(N/area)

ITensdo devido a flexdo geral

tensao_flexao(2*i-1) =alfa*(((Mx*Iycg+My*Ixycg)*(yvl)) - ((My*Ixcg+Mx*Ixycg)*(xvl)))/(Ixcg*Iycg-
Ixycg*Ixycg)
tensao_flexao(2*i) =alfa*(((Mx*Iycg+My*Ixycg)*(yv2)) - ((My*Ixcg+Mx*Ixycg)*(xv2)))/(Ixcg*Ilycg-
Ixycg*Ixycg)
end do

do i = 1, narest_arc

alfa=mat(assmat_arc(i))/Eref

xvl = coord_arc(conec_arc(i,1),1)-x

xv2 = coord_arc(conec_arc(i,2),1)-x

yvl = coord_arc(conec_arc(i,1),2)-y

yv2 = coord_arc(conec_arc(i,2),2)-y

! Tensdo normal axial
tensao_normal(2*narest+2*i-1) = alfa*(N/area)
tensao_normal(2*narest+2*i) = alfa*(N/area)

ITensdo devido a flexao geral
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tensao_flexao(2*narest+2*i-1) =
((My*Ixcg+Mx*Ixycg)*(xv1l)))/(Ixcg*Iycg- Ixycg*Ixycg)

tensao_flexao(2*narest+2*i) =
((My*Ixcg+Mx*Ixycg)*(xv2)))/(Ixcg*Ilycg- Ixycg*Ixycg)

end do

tensao_total = tensao_normal + tensao_flexao

1]
1}

((Mx*Iycg+My*Ixycg)/(Ixcg*Iycg-Ixycg*Ixycg))
b = - ((My*Ixcg+Mx*Ixycg)/(Ixcg*Iycg-Ixycg*Ixycg))

c = N/area

alfa*(((Mx*Iycg+My*Ixycg)*(yvl))

alfa*(((Mx*Iycg+My*Ixycg)*(yv2))



