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RESUMO

SOPRANQO, J. S. Desenvolvimento de uma ferramenta computacional para analise de
estabilidade de porticos tridimensionais. 2025. Trabalho de Conclusdo de Curso - Faculdade
de Tecnologia, Universidade Federal do Amazonas, Manaus, 2025.

Com os avancgos na tecnologia dos materiais € dos processos construtivos, os engenheiros sao
agora capazes de projetar obras de grandes dimensdes que ocupam menos espago, sao mais
leves e consomem menos materiais. Contudo, essas estruturas se tornam esbeltas e mais
suscetiveis a problemas de estabilidade estrutural. Por esse motivo, os programas
computacionais comumente usados na engenharia civil precisam ser atualizados para fornecer
dados numéricos alinhados com a realidade dos projetos. Este trabalho tem como objetivo
elaborar um programa computacional que permita realizar a analise linear de estabilidade de
estruturas modeladas com elementos de portico, com aplicagdes em projetos de edificagdes. O
programa foi implementado em linguagem Fortran, utilizando o Método dos Elementos Finitos
em sua formulagdo baseada no Método Energético. A ferramenta ¢ capaz de calcular
deslocamentos, fator de cargas criticas e modos de instabilidade em poérticos tridimensionais.
Para a validagdo, foram realizados alguns exemplos, cujos resultados foram comparados com
os obtidos pelo software de andlise estrutural MASTAN2. Analisou-se estruturas cuja
complexidade dificulta a resolucdo com calculos manuais, com o objetivo de avaliar o

desempenho e a aplicabilidade pratica do programa desenvolvido.

Palavras-chaves: andlise linear de estabilidade; ferramenta computacional;, Método dos

Elementos Finitos, portico tridimensional.



ABSTRACT

SOPRANO, J. S. Development of a computational tool for stability analysis of three-
dimensional frames. 2025. Graduation work - College of Engineering, Federal University of
Amazonas, Manaus, 2025.

With advancements in materials technology and construction processes, engineers are now able
to design large-scale structures that occupy less space, are lighter, and consume fewer materials.
However, these structures become slender and more susceptible to structural stability problems.
For this reason, the computer programs commonly used in civil engineering need to be updated
to provide numerical data aligned with the reality of the projects. This work aims to develop a
computer program that allows for the linear stability analysis of structures modeled with frame
elements, with applications in building design. The program was implemented in Fortran, using
the Finite Element Method in its formulation based on the Energy Method. The tool is capable
of calculating displacements, critical loads, and instability modes in three-dimensional frames.
For validation, some examples were performed, and the results were compared with those
obtained by the MASTAN?2 structural analysis software. Structures whose complexity makes
resolution difficult with manual calculations were analyzed, with the aim of evaluating the

performance and practical applicability of the developed program.

Keywords: linear stability analysis; computational tool; Finite Element Method; three-

dimensional portico



LISTA DE TABELAS

Tabela 1 — Aplicagdo dos materiais e segdes nos elementos do Exemplo 1 .........cccceeenenneee. 50

Tabela 2— Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 1

................................................................................................................................................. 51
Tabela 3 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN?2 para o Exemplo 1 ................ 51
Tabela 4 — Comparagdo dos fatores de carga critica do Exemplo 1........ccccocvvvvvevciieniennnenen. 52

Tabela 5 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 2

................................................................................................................................................. 55
Tabela 6 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN2 do Exemplo 2 ...................... 55
Tabela 7 — Comparagdo dos fatores de carga critica do Exemplo 2.........c.ccoovvvvviiiiiiiieninens 56
Tabela 8 - Aplicagcdo dos materiais e se¢des nos elementos do Exemplo 02 ............cc.ccueee. 59

Tabela 9 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 3

................................................................................................................................................. 59
Tabela 10 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN2 do Exemplo 3 .................... 60
Tabela 11 — Comparacao dos fatores de carga critica do Exemplo 3.......c.ccccovvvveiieiiiiencnnens 60

Tabela 12 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 4

Tabela 13 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN2 do Exemplo 4 .................... 65

Tabela 14 — Comparacao dos fatores de carga critica do Exemplo 4..........ccccvvvveivivcieennnnns 65



LISTA DE FIGURAS

Figura 1 — Fases de um projeto eStrutural............ccccvveeiiieeiiieeiiie e 16
Figura 2 — Estrutura real € 0 modelo simplificado ..........ccocceeviiiiiiiiiiiiiiieee 17
Figura 3 — Graus de liberdade de rotacdo e deslocamento de um elemento de portico........... 22
Figura 4 — Mudanga de configuragiao do elemento de barra..........cccoceveeviriieniieninnenicneenne. 24
Figura 5 — Vetores unitarios nas dire¢des locais € globais .......c..cccceeveerieneriiinicnennenicneenne. 34
Figura 6 — Orientag¢@o da barra m no plano XY/ .......ccccecveverviiniiniininienceeeeee e 35
Figura 7 — Orientag@o real da barra m.........cccooceeviiieniiiiiiiiicecececee e 35
Figura 8 — Orientacao vertical com o eixo paralelo z' a0 €1X0 Z........cccoeeveeeiiiniinieiie, 38
Figura 9 — Orientacdo vertical da barra ............coooiiiiiiiiiiii e 39

Figura 10 — Distribuicao das contribui¢des das matrizes de rigidez locais na formagao da

matriz de rigidez global no exemplo com trés barras.........c.ceeeveeeeieeeeieeecieeeciee e 42
Figura 11 — Montagem da matriz de rigidez global para um portico ..........cccceeveeevvereeenennne. 43
Figura 12 — Configuracao do arquivo de entrada em tXt......ccccoeeveriineenieniienieeneeienecieenne. 46
Figura 13 — Funcionamento do programa computacional.............ccccceevieriieniieniieenienieeieenn, 47
Figura 14 — Portico para o Exemplo 1 de validag@o..........cceeviieiieniiiniieniiciiecieeeeceeeee 51

Figura 15 — Modo de instabilidade no programa MASTAN2 associado ao menor fator carga

Critica do EXEMPLO 1..c.eiiiiiiiieiiiee ettt ettt et 53

Figura 16 — Modo de instabilidade do software Paraview associado ao menor fator carga critica

O EXCMPLO L.ttt ettt ettt et enae e bt e enreeneas 53
Figura 17 — Portico para o Exemplo 2 de validag@o..........ccceevuieeiieniiiiiieiiiciecieeiee e 54

Figura 18 — Modo de instabilidade no programa MASTAN2 associado ao menor fator carga

Critica dO EXEMPIO 2..c..iiiiiiiiiiiieie ettt 57

Figura 19 — Modo de instabilidade do software Paraview associado ao menor fator carga critica

O EXCIMPIO 2.ttt ettt e et e e aae e et e e et e e eabeeetaeeeaaeenaaeens 57



Figura 20 — Portico para o Exemplo 3 de validagao..........cocevieriinieniiniiniiiicnicncceeceee, 58

Figura 21 — Modo de instabilidade no programa MASTAN2 associado ao menor fator carga

critica dO EXEMPIO 3..c.iiiiiiiiieee et 61

Figura 22 — Modo de instabilidade do software Paraview associado ao menor fator carga critica

(4 (O30 25 G501 o) (010G T SRRSO USRS 62
Figura 23 — Portico para o Exemplo 4 de validagao.........cccceevieeiiiiiiiiiiiniicieeeeeceee 63

Figura 24 — Modo de instabilidade no programa MASTAN2 associado ao menor fator carga
Critica do EXEMPIO 4.....ooieeiiieieeeeeee ettt ettt e et e e et e e enaeeearaenns 66

Figura 25 — Modo de instabilidade do software Paraview associado ao menor fator carga critica

O EXCMPLO ...ttt ettt e et e et e et e e e ta e e et e e e naeeetraeenreeenneaeans 67



SUMARIO

1. INTRODUQGAQ ..eeecrrererecnenesessssesesessssssessssssssssssssssssssssssessssssssssssssssessssssesssssesass 11
1.1.  CONSIDERACOES GERALIS .......coovmiiiieeeeeeieeeeeeeeeeeeeesees e 11
1.2, OBJIETIVOS ... eesnnns 12
1.2.1. OBJETIVO GERAL ..o 12
122, OBIETIVOS ESPECIFICOS ......ooooooeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee oo 12
1.3, JUSTIFICATIVA ..o 12
1.4, METODOLOGIA ......coooiiiieeeeeeeeeeeeeeeeee e 13

2. REVISAO BIBLIOGRAFICA ......cueeeuerersreressessessessessessssssssssssessessessessessessessssesses 15
2.1. ANALISE ESTRUTURAL .....ooiuiimiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 15
2.2.  ANALISE DE ESTABILIDADE ........cocoooiiiiiieieeeieeeeeeeeeeeeee e 18

3. CRITERIO ENERGETICO DE ESTABILIDADE ........uoocerereerernerensesnsensesessenes 20
3.1. PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL TOTAL E O TEOREMA DE
LAGRANGE-DIRICHLET .....cooviviuieeieeeeeeeeeee oo 21
3.2.  ENERGIA INTERNA DE DEFORMAGCAO. .......coovmioiereeeeeeseeeeeeeeeeseeeseeen. 22
3.3. TECNICA DOS ELEMENTOS FINITOS — INTERPOLACAO DOS
PARAMETROS NODALIS..........coovmmimieieeeeeeeeeesesses e eseeseeseeeee s eesssaseassesnaes 27
3.4. MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA LOCAL ......oovmivmieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 28
3.5.  MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA LOCAL .....cocovviveeieeeeeeeeeeseeeeeen. 30
3.6.  MATRIZ DE ROTACAO TRIDIMENSIONAL .....c..oovvmoeeeeeeeeeeeneeeeseeeseeeen. 33
3.6.1.  MATRIZ DE ROTACAO PARA ELEMENTOS NA VERTICAL .................... 38
3.7. MATRIZ DA RIGIDEZ GLOBAL ........coovvivieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e 40
3.8.  AUTOVETOR E AUTOVALOR ........oooiimieieeeeeeeeeeeeseeeeee oo 44

4. PROGRAMA COMPUTACIONAL......cvurrerresressessessessessessessssessessessessessessessessssesses 46
4.1.  CONSIDERACOES GERALIS .......cooomiiiiireeeeeeeeeeeeeeeeeeeessees s 46
4.2.  LOGICA DO FUNCIONAMENTO DO PROGRAMA .........cocooovmemeieirsesrnnnns 47
43. SOFTWARE MASTAN2 USADO PARA A VALIDACAO DOS RESULTADOS
DO PROGRAMA DESENVOLVIDO. .......ouiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee s 48

5. EXEMPLO DE VALIDACAQ .....uurrecncrerensssesesesessssssesessssssssssesssesssssesssssssass 50

510 EXEMPLO L. 50



520 EXEMPLO 2. e 54

5.3, EXEMPLO 3o 58

5.4, EXEMPLO .o e e 62
6. CONCLUSAOQ . ..ceeeeeeeveereresesensssssssssssssssnssssnsssssssssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssnes 68
REFERENCIAS BIBLIOGRAFTICAS ..eeoeeeveveeeeseeesenensessssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssssnsassssess 69

APENDICE A — ARQUIVO DE ENTRADA .....ccorererrerrnsasssessessessassssssessessessssssessessessassses 71



Capitulo 1 — Introdugéo 11

1. INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES GERAIS

A estabilidade estrutural ¢ um conceito fundamental na engenharia civil, especialmente
no que se refere a andlise e ao dimensionamento de estruturas esbeltas e com multiplos graus
de liberdade, como os porticos tridimensionais. Conforme descreve Hibbeler (2013), uma
estrutura ¢ considerada estavel quando ¢ capaz de suportar as cargas aplicadas sem apresentar
flambagem ou deslocamentos excessivos, garantindo assim a seguranca ¢ a integridade do
sistema estrutural. Dessa forma, a analise de estabilidade assume papel fundamental nos
projetos estruturais, uma vez que assegura o comportamento adequado da estrutura ao longo de
sua vida util.

Dentre os elementos estruturais amplamente utilizados em obras civis, destacam-se os
porticos, que sdo compostos por um conjunto de barras interligadas por conexdes rigidas,
semirrigidas ou flexiveis. Em andlises computacionais, os pdrticos bidimensionais costumam
apresentar limitagdes, pois nao sao analisados os efeitos de tor¢ao, por exemplo. J& os modelos
tridimensionais oferecem maior compatibilidade com a realidade, permitindo a analise
simultanea de flambagem, deslocamentos e tor¢do (Kummer, 2014). Com os avangos
tecnoldgicos e o desenvolvimento de materiais mais leves e resistentes, tornou-se cada vez mais
necessario realizar anélises mais precisas, sendo a modelagem tridimensional uma abordagem
vantajosa.

A utilizacdo de ferramentas computacionais na engenharia civil vem se consolidando
como uma importante aliada na otimizagdo de tempo e na obten¢do de resultados mais
confiaveis. Apesar de os computadores realizarem calculos extensos de forma eficiente, ¢é
essencial que o engenheiro compreenda os métodos utilizados para interpretar os resultados de
maneira critica (Santos, 2024). Nesse sentido, o conhecimento dos métodos usados na analise
de estabilidade, como o Método das Forcas, o Método dos Deslocamentos ¢ o Método
Energético, torna-se um diferencial técnico relevante.

Assim, diante da complexidade crescente das estruturas modernas ¢ da demanda por
analises cada vez mais precisas, torna-se evidente a importincia da integracdo entre
conhecimento teérico, dominio dos métodos numéricos e o uso de ferramentas computacionais.

A compreensdo dos fundamentos estruturais e sua aplica¢do pratica, por meio de ferramentas
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computacionais, representa uma contribuicao relevante para o aprimoramento da seguranca,
eficiéncia e confiabilidade em projetos estruturais.

Este trabalho concentra-se no desenvolvimento de uma ferramenta computacional
baseada no Método dos Elementos Finitos e no Método Energético. Essa abordagem permite a
automatizacao do processo de verificacdo da estabilidade estrutural, por meio do célculo dos

modos de instabilidade e dos fatores de cargas criticas de forma precisa e eficiente.

1.2. OBJETIVOS

1.2.1. OBJETIVO GERAL

Desenvolver um programa computacional para analise linear de estabilidade em

estruturas modeladas com elementos de portico tridimensional.

1.2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

1) Estudar formulacdes e metodologias referentes a elementos de portico
tridimensional e analise linear de estabilidade que constam nas bibliografias
cléssicas referentes a esses topicos;

2) Desenvolver e implementar algoritmo para a geracdo de um programa
computacional de célculo de elementos de portico tridimensional;

3) Desenvolver e implementar algoritmo para calculo dos fatores de cargas criticas e
modos de instabilidade com base na teoria da analise linear de estabilidade;

4) Avaliar exemplos numéricos de validacdo e de aplicagdo da formulacao proposta.

1.3. JUSTIFICATIVA

As ferramentas computacionais estdo atualmente integradas de forma intensiva aos
calculos automatizados em projetos estruturais. Paralelamente, as técnicas construtivas tém
incorporado novas tecnologias, tanto em materiais quanto em métodos executivos, tornando
comum o projeto de estruturas robustas, com grandes dimensdes, utilizando materiais leves e
com melhor aproveitamento do espaco. Nesse contexto, ¢ fundamental que as ferramentas
computacionais acompanhem essa evolucdo, oferecendo maior precisdo nos calculos

estruturais, como ¢ o foco deste trabalho, voltado a anélise de porticos tridimensionais. Por esse
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motivo, estudos utilizando bases teodricas ja bem consolidadas devem ser conciliados com
algoritmos, para evitar exaustivos calculos de forma manual, com maior possibilidade de erros.

Diante disso, o desenvolvimento de uma ferramenta computacional propria torna-se
justificavel, tanto pelo aspecto académico quanto pratico. No ambito académico, tal ferramenta
permite a aplicacdo direta dos conhecimentos teoricos adquiridos durante a formacao,
especialmente do Método Energético. J4 no campo pratico, a criagdo de um programa capaz de
realizar a analise linear de estabilidade de porticos tridimensionais oferece uma alternativa
acessivel e adaptavel, que pode ser empregada tanto em estudos quanto em projetos reais.

Além disso, ao comparar os resultados obtidos com os de softwares consolidados no
mercado, busca-se validar a precisdo e a confiabilidade do algoritmo implementado,
contribuindo para a formacao de profissionais capazes de desenvolver solugdes proprias e
inovadoras na area de engenharia estrutural.

Outros trabalhos foram desenvolvidos com o intuito de criar ferramentas
computacionais voltadas a andlise de estabilidade de porticos tridimensionais como o de Santos
(2024) e Soares (2017). Esses estudos reforcam a relevancia do tema para aplicagdes

académicas e computacionais.

1.4. METODOLOGIA

Inicialmente, foi realizado um levantamento bibliografico a fim de reunir trabalhos
relacionados a andlise matricial de estruturas e a estabilidade estrutural. No que se refere a
analise matricial, foi estudada a formulagdo dos elementos de portico voltada para a
implementagao computacional em algoritmo Fortran. Quanto a estabilidade estrutural, foram
analisadas formulagoes derivadas de Métodos de Energia, que fundamentam a teoria da andlise
linear de estabilidade. As buscas foram realizadas no Sistema de Bibliotecas da Universidade
Federal do Amazonas (SISTEBIB/UFAM), com consulta ao acervo da Biblioteca Setorial de
Ciéncias Exatas e Engenharias, além de um banco de teses e dissertagdes e das bases de dados
do Portal de Periddicos da CAPES.

A partir desse embasamento teorico, iniciou-se o desenvolvimento de um algoritmo
voltado ao célculo automatizado de estruturas de portico tridimensional, permitindo a
realizacdo da analise linear de estabilidade. As implementagdes foram realizadas na linguagem
Fortran, utilizando o ambiente de desenvolvimento Visual Studio em conjunto com o
compilador Intel Fortran Compiler (versdo gratuita disponibilizada pela Intel) e a biblioteca

matematica Intel OneAPI MKL, compativel com o sistema operacional Windows.
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A estrutura do cddigo foi organizada em uma rotina principal, modulos e sub-rotinas. A
rotina principal ¢ responsavel por acionar os médulos na ordem correta dos célculos. Foram
utilizados quatro moédulos: declaragao de variaveis, entrada de dados, calculos e saida dos
resultados. Neles estdo incluidas sub-rotinas que realizam: leitura dos dados de entrada, calculo
da matriz de rigidez elastica local, matriz de rotagdo, matriz de rigidez elastica global,
determinagdo dos deslocamentos, exportagao de resultados para visualizacdo no software
ParaView, calculo da matriz de rigidez geométrica local, nova matriz de rotagdo, matriz de
rigidez geométrica global e, por fim, obten¢do dos autovalores e autovetores correspondentes
aos fatores de cargas criticas e modos de instabilidade. Dessa forma, o programa realiza
automaticamente os calculos necessarios para a analise linear de estabilidade.

Para a validagdo da ferramenta computacional, foram desenvolvidos exemplos
contemplando diferentes situagdes de analise de estabilidade em porticos tridimensionais. O
programa MASTAN?2 foi utilizado como referéncia devido a sua ampla aceitacdo na literatura,
sendo empregado em estudos como os de Balz (2019) e Michelini (2021) para validar
programas semelhantes. Essa escolha permite assegurar a confiabilidade do algoritmo
implementado, especialmente na determinacdo dos fatores de carga critica e na identificacdo

dos modos de instabilidade.
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2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sera apresentada a base tedrica que fundamenta os métodos empregados
neste trabalho. Inicialmente, sera abordada a analise estrutural, com énfase nos conceitos
essenciais como o Método Energético na andlise linear de estabilidade, o qual se fundamenta
no Principio da Energia Potencial Total Minima para determinar a condi¢do de instabilidade
em estruturas. Em complemento, sera realizada uma revisao dos estudos ja desenvolvidos na
area de estabilidade estrutural, destacando as principais contribui¢des ¢ avangos alcangados até

0 presente momento.

2.1. ANALISE ESTRUTURAL

A andlise estrutural ¢ um processo essencial no desenvolvimento de projetos de
engenharia, pois visa prever o comportamento de uma estrutura diante de diferentes condigdes,
como arranjo dos elementos, tipos de materiais, cargas aplicadas e geometria das pecas,
garantindo sua resisténcia, estabilidade e funcionalidade. Esse processo permite identificar
pontos criticos, otimizar o uso de materiais e dimensionar corretamente os elementos, visando
garantir a seguranga e a durabilidade da constru¢do. Além disso, a anélise estrutural contribui
para a eficiéncia econdmica do projeto, evitando desperdicios e custos excessivos, a0 mesmo
tempo em que assegura que a estrutura sera capaz de suportar as forcas externas ao longo de
sua vida util, sem comprometer sua integridade (Hibbeler, 2013). Dessa forma garantindo a
estabilidade tanto local (um elemento especifico) quanto global (na estrutura como um todo).

No projeto estrutural de uma edificacao, a analise estrutural ¢ uma das etapas cruciais,
pois permite verificar a relacdo entre as cargas aplicadas e a resisténcia das estruturas. As fases
do projeto sdo organizadas de acordo com o fluxograma da Figura 1, no qual a anélise estrutural
¢ uma das ultimas etapas, realizada apos a estimativa das cargas e o desenvolvimento do projeto
preliminar. Essa etapa ¢ fundamental para garantir que a estrutura seja dimensionada de forma
adequada, assegurando sua seguranga, funcionalidade e eficiéncia ao longo de sua vida util

(Kassimali, 2016).
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Figura 1 — Fases de um projeto estrutural

|Fase de planejamento |

Y
| Projeto estrutural preliminar |

\ 4
| Estimativas das cargas | <

l

Analise estrutural

Os requisitos de Revisao
seguranga e em servigo Nao ——>| estrutural
s&o satisfeitos? do projeto

Sim

l

| Fase de construgao |

Fonte: Adaptado de Kassimali (2016)

Uma das etapas cruciais dentro da analise estrutural ¢ a concep¢ao do modelo estrutural,
no qual o projetista traduz a estrutura real de forma simplificada ou idealizada, a fim de facilitar
a analise estrutural. Esse modelo serve como uma representagdo matematica e grafica da
estrutura, permitindo que o comportamento dos elementos seja estudado de maneira mais
pratica e eficiente. No modelo estrutural, os elementos da edificagdo, como vigas, pilares e
lajes, sdo representados por linhas ou retas, enquanto os apoios sdo representados por simbolos
especificos que indicam o género (Martha, 2010). As cargas, por sua vez, sao aplicadas sobre
os elementos de acordo com as especificagdes do projeto. A Figura 2 ilustra a estrutura real e o
modelo estrutural simplificado desenvolvido para a andlise, evidenciando a correspondéncia

entre os elementos reais e as suas representagdes em linhas no modelo.
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Figura 2 — Estrutura real e o modelo simplificado

|

M

K rr

AWANWA

ya/ay
/)

=LF

/

Fonte: TQS (2025)

Ap6s a fase preliminar do projeto, é realizada a andlise estrutural, onde se aplicam os
métodos de andlise para determinar o comportamento da estrutura diante das agdes aplicadas.
Nos casos de estruturas reticuladas, os métodos classicos utilizados sdo o Método dos
Deslocamentos ¢ o M¢étodo das Forcas. A principal diferenga entre o Método dos
Deslocamentos e o Método das Forgas reside na abordagem adotada para o calculo: no Método
das Forgas, a estrutura hiperestatica ¢ transformada em uma isostatica equivalente, enquanto no
Meétodo dos Deslocamentos, os deslocamentos da estrutura sdo as variaveis principais, e todas
as movimentagdes sdo inicialmente restringidas para garantir a compatibilidade (Soriano; Lima,
20006).

O Método das forgas ¢ utilizado para resolver estruturas hiperestaticas, onde ha mais
incognitas do que o niumero de equacdes de equilibrio disponiveis. Nesse método, o ponto de
partida € o célculo das forcas internas (como momentos e for¢as de reacdo). Para resolver essas
incognitas, o método recorre a transformagao da estrutura hiperestatica em uma isostatica
equivalente e resolvendo a estrutura resultante, que pode ser tratada com as equagdes de
equilibrio estatico. Apods resolver a estrutura isostatica, os apoios hiperestaticos sdo restaurados
utilizando as equacdes de compatibilidade, que garantem que os deslocamentos da estrutura

original sejam compativeis com as forg¢as internas calculadas (Soriano; Lima, 2006).
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Por outro lado, o Método dos Deslocamentos foca no calculo dos deslocamentos da
estrutura como as incognitas principais. Nesse método, ao invés de comegar pelas forgas
internas, deve-se determinar como a estrutura se deforma sob a aplicacdo de cargas. Durante o
processo, todos os deslocamentos nos nos da estrutura sdo inicialmente restritos, e as equagoes
de equilibrio s3o usadas para garantir que essas deformacdes se ajustem de maneira consistente
com a geometria e as condi¢cdes de apoio da estrutura (Soriano; Lima, 2006).

Outra abordagem para a andlise estrutural decorre da utilizagao de Métodos Energéticos
que, em vez de trabalhar diretamente com forcas ou deslocamentos, baseia-se nos principios da
energia para determinar as respostas da estrutura. Ele se fundamenta em conceitos como o
Principio da Minima Energia Potencial Total e o Teorema de Lagrange-Dirichlet. Em particular,
no presente trabalho sera utilizado o Método dos Elementos Finitos (MEF). Esse método se
torna o mais adequado para a analise de estabilidade por possibilitar a inclusdo de efeitos de
ndo-linearidade, em especial a geométrica. Uma anélise simplificada que pode ser desenvolvida
a partir deste método ¢ a andlise linear de estabilidade, que se baseia na obtencdo de cargas
criticas e modos de instabilidade de uma estrutura. Ele ¢ bastante eficiente para estruturas
complexas, pois permite uma analise mais simplificada, particularmente em casos onde os
deslocamentos desempenham um papel critico, como em estruturas de grandes

dimensodes (Reis; Camotim, 2001).

2.2. ANALISE DE ESTABILIDADE

O estudo da estabilidade estrutural teve inicio com Euler (1744), ao investigar a
estabilidade elastica de colunas. Sua abordagem era linear, focando apenas na determinagao da
carga critica e nos modos de instabilidade de colunas esbeltas, restrita a analise de flambagem.

Buscando aprimorar essa abordagem, Navier desenvolveu a teoria geral da flexdo, que
considera que “as secdes planas de uma viga, tomadas normalmente ao seu eixo, permanecem
planas apos a viga ser submetida a flexao”. Essa formulacao foi um avango importante para a
analise de estruturas flexionadas, mas ainda apresentava limitagdes quando aplicada a colunas
mais robustas em uma direcao.

Para superar essas restri¢cdes, Timoshenko (1921), introduziu uma teoria mais refinada,
incluindo o efeito da distor¢@o por cisalhamento. Em sua formulagao, o cisalhamento ¢ tratado
como uma rotagao adicional da secao transversal, o que torna sua teoria aplicavel a elementos

estruturais de menor esbeltez, como vigas espessas ou colunas curtas (Martha; Burgos, 2014).
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O estudo da estabilidade estrutural continuou a evoluir com importantes contribui¢des
de diversos pesquisadores, como de Bryan (1888), Lyapunov (1982), Southwell (1913), dentre
outros, os quais ampliaram a compreensao dos mecanismos de instabilidade.

Uma das maiores inovagdes que ampliou significativamente o escopo da analise de
estabilidade foi o surgimento do Método dos Elementos Finitos (MEF). Esse método
revolucionou a engenharia estrutural ao permitir a discretizacdo da estrutura em elementos
finitos, eliminando as limitagdes impostas pelas abordagens classicas, que eram fortemente
restritas a geometrias simples, como colunas retilineas. O MEF possibilita a analise de
estruturas complexas, com diferentes formas, tamanhos e condi¢des de contorno, além de
possibilitar incorporar ndo linearidades como a fisica e geométrica (Reis; Camotim, 2001).

Sua versatilidade e robustez fizeram com que o MEF se tornasse a principal ferramenta
para a analise numérica de estabilidade estrutural, principalmente por sua integragdo com
softwares computacionais, o que facilita a modelagem, simulacao e interpretacao de resultados

em sistemas estruturais reais (Reis; Camotim, 2001).
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3. CRITERIO ENERGETICO DE ESTABILIDADE

O critério energético de estabilidade estabelece que uma estrutura permanece estavel
enquanto sua configuragao de equilibrio corresponder a um ponto de minimo da energia
potencial total. Quando esse ponto deixa de ser um minimo, ou seja, quando pequenas
perturbagdes ndo resultam em retorno ao estado original, mas sim em um novo equilibrio,
ocorre a perda de estabilidade estrutural (Santos; Silva, 2018). A partir desse critério pode-se
desenvolver a chamada analise linear de estabilidade, que permite avaliar as situagdes de perda
de estabilidade de forma simplificada.

Na anélise linear de estabilidade ¢ desenvolvida a matriz de rigidez que nela existe tanto
a contribui¢do da matriz de rigidez elastica quanto a geométrica. Essas matrizes dependem de
propriedades do material e da forma da estrutura.

A formulacao da matriz de rigidez ¢ realizada pela determinagao da energia potencial
do sistema, que esta em funcao da trajetoria fundamental de equilibrio e do parametro de carga.
Segundo Burgos (2005), para verificar se o sistema ¢ estavel ou instavel, é preciso avaliar se a
energia na posi¢ao ¢ um ponto maximo ou minimo. Em sistemas estruturais elasticos e sob acdo

de cargas conservativas, a energia potencial total ¢ definida como:
V=U+P (3.1)

onde U ¢ a energia interna de deformagdo elédstica e P € o potencial das for¢as externas
conservativas.

Quando um material ¢ deformado por uma carga externa, tende a armazenar energia
internamente em todo o seu volume. Dessa forma, a energia interna de deformagdo elastica ¢

definida como mostra a equacao (3.2):
U= f 1, dV (3.2)
14

onde u, ¢ o mddulo de resiliéncia que € equivalente a area triangular sombreada sob o diagrama
de tensdo deformagdo somado a energia de uma barra circular sujeita a tor¢ao pura. Em termos
fisicos, a resiliéncia de um material u, representa sua capacidade de absorver energia sem sofrer

qualquer dano permanente. Logo:

1
U =50 et+o-Ty (3.3)
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em que o representa a tensao normal, € a deformagao, T a tensdo de cisalhamento ¢ y o angulo
de deformagao.

A tensdo ¢ definida por:
oc=E-¢ 34

onde E representa o modulo de elasticidade.
Substituindo a equacao (3.4) na equacao (3.3) obtém-se:
1

1
uezz-E-£2+E-T-y (3.5)

Substituindo a equagdo (3.5) na equacao (3.2):

1 1
sz —-E-sde+f —-7-ydV (3.6)
v 2 v 2

A parcela de P ¢ dada pelo trabalho realizado pelas forgas externas (F) na direcao dos

deslocamentos da estrutura (A), sendo ele sempre negativo (Burgos, 2005):
P=-F-A (3.7)

Logo, substituindo a equagdo (3.6) e a equagao (3.7) na equagao da energia potencial

total (3.1), obtém-se:

1 1
sz —-E-ede+f =T ydV —F-A (3.8)
4 2 14 2

3.1. PRINCiPIO DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL TOTAL E O TEOREMA DE
LAGRANGE-DIRICHLET

Na andlise das estruturas, o Principio da Minima Energia Potencial Total afirma que,
quando a primeira variacdo do funcional de energia potencial ¢ nula, tem-se uma condicao de
equilibrio estatico. Isso corresponde a afirmacdo do Principio da Energia Potencial Total
Estacionaria.

Considerando o elemento de portico ilustrado na Figura 3, o Principio da Minima
Energia Potencial Total permite obter as seguintes equagdes de equilibrio:

v

—=0 i=1,23,,n 3.9
a4, (3.9)
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sendo n o numero de equagdes de equilibrio.

Figura 3 — Graus de liberdade de rotacao e deslocamento de um elemento de portico.

Us U1
U, Ug
Uy Uy Uy Usg
>> > @ ® > >
NG i Elemento k NO j
Y / /
u u
S -
u
7 ® U2

Fonte: Autor.

O Teorema de Lagrange-Dirichlet afirma que, considerando que a energia potencial do
sistema € continua, o equilibrio de um sistema que contém apenas forgas conservativas e
dissipativas ¢ estavel se a energia potencial apresenta um ponto de minimo local. Em outras
palavras, isso significa que a segunda variagdo da energia potencial deve ser positiva. Logo a
matriz [K] deve ser positiva definida (Bazant; Cedolin, 2010), sendo as componentes de [K]

obtidas como:

o
0q;0q;

Kij l,]= 1,2,3,“',71 (310)

3.2. ENERGIA INTERNA DE DEFORMACAO.

Para a andlise estrutural pelo MEF, o principal objetivo ¢ obter a solugdo para
distribuicdo de tensdes e deformacdes em todo o dominio da estrutura. O campo de
deslocamento ¢ descrito apenas pelos deslocamentos dos nés dos elementos. Neste caso faz-se
necessario relacionar os valores nodais do campo com os valores no interior do elemento,
chamada de funcao de forma. E a relacdo entre o campo de deslocamento e o campo de forgas

em um elemento ¢ obtida através de uma matriz, a matriz de rigidez, sendo seus elementos
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obtidos a partir do Principio da Energia Potencial Estaciondria (Burgos, 2005). Para a analise

de estabilidade, a matriz de rigidez ¢ descrita da seguinte forma:
[K] = [Kel + 2-[K¢] (3.11)

em que [K] é a matriz de rigidez total, [Kg] é a matriz de rigidez elastica, A o fator de carga e
[K;] a matriz de rigidez geométrica.
Na Equagdo (3.6), a deformagdo &€ presente na expressdo pode ser decomposta em

parcelas linear €, e ndo-linear ey:
E=¢g +e&y (3.12)

Logo, substituindo na Equacao (3.6), que ¢ a parcela da energia interna de deformacao,

a energia interna fica expressa como:

1
U=J E-E-sde+J E-g -eydV
Y 4 (3.13)

1 5 1
+f —-E-eNdV+f = T-ydV
v 2 v 2

sendo a primeira parcela definida como parcela elastica Ug, a segunda parcela ¢ a geométrica
U;, a terceira parcela € a ndo-linear Uy ¢ a quarta parcela é a contribuicao da tor¢do. Para a
analise linear de estabilidade, a parcela ndo-linear Uy serd desprezada.

Em um portico tridimensional, os elementos estruturais estdo sujeitos a atuagdo de
cargas em diferentes direcdes do espaco. Consequentemente, as deformagdes desses elementos
apresentam contribuigdes provenientes de trés principais formas: axial, flexdo e tor¢do. A
deformacdo axial ocorre devido a presenca de forgas normais ao longo do eixo do elemento,
provocando seu alongamento ou encurtamento. Ja as deformacgdes por flexao sao causadas por
momentos fletores, que induzem curvaturas nos planos principais da estrutura. Por fim, as
deformagdes por tor¢ao surgem da acdo de momentos torcionais aplicados ao redor do eixo
longitudinal dos elementos, resultando em rotagdes angulares (Hibbeler, 2010). Esses trés tipos
de deformagdo ocorrem de forma simultdnea nos elementos do pdrtico, sendo essencial
considera-los na andlise estrutural, especialmente em sistemas tridimensionais, onde a interagao
entre os diferentes modos de deformagdo ¢ mais complexa e influencia diretamente no

comportamento global da estrutura.
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Para determinar a deformagdo puramente axial, utiliza-se como base o elemento

representado na Figura 4, que apresenta deslocamentos nas diregdes de x (du), de y (dv) e de z

(dw).

Figura 4 — Mudanga de configuracio do elemento de barra

Fonte: Autor

Sera aplicada a medida de deformagdao de Green-Lagrange, que corresponde a uma

medida nao-linear de deformagao ¢ ¢ definida como:

1 /dx'* — dx?
e = E(T) (3.14)

Aplicando o Teorema de Pitdgoras na Figura 4, tem-se:
dx'? = (dx + du)? + ds?
sendo
ds? = dv? + dw?
Assim, tem-se:
dx'? = (dx + du)?+ dv? + dw?
dx'? = dx?+2-dx-du+ du®+ dv?+ dw?
dx'? —dx? = 2-dx-du +du®+ dv?+ dw? (3.15)

Deste modo, a parcela axial, aqui denotada por €, fica expressa como:
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Eqp =

1
2

dx? N dx?

(dx’z — dx2> 1 <z cdx - du +du® + dv? + dw2>
2

du 1/du\> 1/dv\> 1 /dw\>
€A=a+z(a) +z(a) +§<E)
1 1 1
g =u'(x) +§[u’(X)]2 +§[v’(X)]2 + E[W’(X)]2 (3.16)

Para o elemento de portico outra contribui¢ao que existe ¢ da deformagao causada pela
flexao:

gg=————=—-y——z——=—yv'(x) —zw'(x) (3.17)

y z d*v  d*w
Py Pz Y dx? dx?

em que p,, € o raio de curvatura do eixo da barra no eixo y € p, no €ixo z.
Para o poértico em trés dimensdes, além da deformacdo puramente axial e de flexdo
existe a contribui¢do da torcdo. Aplicando a Lei de Hooke na parcela da integral da energia

interna de deformagao eléstica que tem a contribui¢do da tensdo de cisalhamento, tem-se:

1
U=J. =T ydV
V 2

1
U=j = G-y*dV
v 2

sendo G 0 médulo de cisalhamento.
A deformacgdo y para o caso de tor¢do ¢ descrita, de acordo com Hibbeler (2010), da

seguinte forma:

y="200

sendo
@ (x) = 01 (%) us + 0, (x) - ugg

L o comprimento do elemento e p o raio da se¢do transversal.

Dessa forma,
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e

Sendo o momento polar de inércia dado por:

]=Lp2

Tem-se a contribuicao da tor¢ao na energia interna de deformacao elastica:

G- ] )
_ . 3.18
u 2 ]2 L(de (3.18)

Das Equacdes (3.16) e (3.17), identificam-se as parcelas linear e nao-linear da

deformagado, expressas como:
g =u'(x)—yv"(x) — zw" (x) (3.19)

1 A 1 !
=3 [u'(x)]* + > [v'(x)]? (3.20)

Para a analise somente dos deslocamentos, considera-se apenas a parcela elastica U e
a contribui¢do da tor¢do. Dessa forma, a contribui¢cdo ndo-linear serd somente necessaria para
a determinagdo da parcela geométrica. A parcela de energia de deformagao elastica que inclui

a contribuicao da tor¢ao pode entdo ser escritas como:
1 2
Ug = —-E-gdV
v 2

1
_ fv EE u' () —yv''(x) — zw” (x) 12aV + ﬁ (3.21)

Para compor a matriz de rigidez total da estrutura, que integra a parcela elastica e a
parcela geométrica [K] = [Kg] + A - [K;], e possibilitar a analise linear de estabilidade, com
determinacgdo do fator de carga critica e do modo de instabilidade, desenvolve-se agora a matriz
de rigidez geométrica [K;] , uma vez que a matriz de rigidez elastica [K] , ja foi previamente
determinada. Para isso, utiliza-se a parcela geométrica da equacdo (3.13). Substituindo as

equagdes (3.19) e (3.20) na expressao de U; da equagdo (3.13), obtém-se:

f (B) - (W (x) —yv"(x) — zw" (x)) - ( [u' (x)]? + [v’(x)]z)dV (3.22)
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Diferentemente da equacao (3.21), que serve de base para a matriz de rigidez elastica, a
equagao (3.22), utilizada para a matriz de rigidez geométrica, ndo inclui a parcela

correspondente ao efeito de tor¢ao.

3.3. TECNICA DOS ELEMENTOS FINITOS - INTERPOLACAO DOS
PARAMETROS NODAIS

O Método dos Elementos Finitos (MEF) permite a discretizagdo de uma estrutura
continua em um conjunto de elementos finitos, possibilitando a formulagdao e solugdo do
problema estrutural por meio de um sistema de equacgdes algébricas. A partir dessa
discretizagdo, torna-se viavel aplicar a interpolagdo dos parametros nodais para estimar os
campos de deslocamento, deformacao e tensdo em qualquer ponto da estrutura, com base nos
valores obtidos nos nos (Azevedo, 2003).

Os parametros nodais sdo as grandezas fisicas conhecidas nos nés da malha, como
deslocamentos e rotagdes. Para estimar os valores internos a cada elemento, utilizam-se as
chamadas funcdes de interpolacdo, que descrevem como essas varidveis se distribuem ao longo
do elemento. Essas fung¢des sao formuladas de modo que reproduzam com fidelidade os valores
nos nods e garantam a continuidade e a compatibilidade entre os elementos (Ribeiro, 2004).

No contexto do MEF, as fungdes u(x), v(x), w(x) e ¢(x) sdo escritas por meio de

interpolagdo de valores nodais e sdo expressas como:

u(x) = ¢1(x)uy + P (Vuy (3.23)

v(x) = Y1 (U, + Y (Dug + P3()ug + Palx)ug, (3.24)
w(x) =1 (us + Yo () us + P3(ug + Pax)uyy (3.25)
@ (x) = ¢1()uy + P (uy, (3.26)

em que as func¢des de forma sio definidas de modo a ter valor unitario no ndé em que estao

atreladas e valor zero nos demais noés, resultando em:

X
br=1-7 (3.27)
=z 3.8
b, A (3.28)
X 3 X\ 2
vi=2(7) -3(7) +1 (329)
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Y, =1L [(%)3 —2 (%)2 +% (3.30)
Y3 = -2 (%)3 +3 (%)2 (3.31)
¥y =1L [(%)3 —2 (%)2] (3.32)

3.4. MATRIZ DE RIGIDEZ ELASTICA LOCAL

A matriz de rigidez elastica local descreve através dos elementos da matriz o
comportamento elastico de cada elemento da estrutura com a contribui¢do das deformagoes
axial, de flexao e de tor¢ao.

Substituindo as Equagodes (3.23), (3.24), (3.25) e (3.26) na (3.21) e calculando as
derivadas segundas da Equagdo (3.21) em relacdo aos parametros nodais, obtém-se as

componentes da matriz de rigidez elastica:

02U,

(3.33)

onde g; ¢ um vetor que engloba os parametros nodais u,, u,, Uz, Uy, Us, Ug, U7, Ug, Ug, Uqg,

U1, Ug2.

Por exemplo, o elemento Kzq1¢ obtido considerando-se o efeito axial apresentado na

equagao (3.21), resultando em:

1
UE(axial) = f E E - (u’(X))de (3.34)
14

em que £ é o mddulo de elasticidade e u(x) o deslocamento axial.

As derivadas das fungoes de forma axiais (3.27) e (3.28) sdo:

o' = !
)
0, = !
2T L
Substituindo na equacao (3.23)
1 u7 - u1
ux)=——uy+--u = (3.35)

L L L
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Assim,
2 2
, 2 uiy — 2u;uq +u
(W) = ( — 7) (3.36)
Integrando no comprimento L:
1 2 L1 2
f —E-(v(x) av = f —E-A-(u(x) dx
v 2 0 2
em que A4 € a area da secdo transversal do elemento.
Logo,
L1 2 E-A (u?-2u;u; +u?
—-E-A-(u dx = .
fo > (W () dx = — < T > (3.37)

O elemento Kg;; da matriz de rigidez axial ¢ obtido derivando a equacdo (3.37) duas
vezes:

9°Uy _ EA

— = = 3.38
Jdu;0u; L (3.38)

Kg11 =

Os demais elementos Kg;; resultam de derivadas da energia de deformag@o, incluindo

os demais efeitos, com relacdo os outros graus de liberdade.

A matriz de rigidez eléstica ao se calcular todos os elementos, ¢ expressa como:

[ % 0 0 0 0 0o - % 0 0 0 0 0
12EI, 6EI, 12EI, 6EI,
0 = 0 0 0 2 0o -= 0 0 0 2
12E1I 6EI 12E1 6EI
0 0 o 0 0 -=2 0 -2 0
0 0 0 "% 0 0 0 0 0o - % 0 0
o o -2 o = o o 0 =2 o X2 9
L2 L L2 L
0o = 0 0 o %= o 2z 9 0 o
[ KE] — 12 L L2 L
- % 0 0 0 0 0 % 0 0 0 0 0
12EI, 6EI, 12EI, 6EI,
0o -= 0 0 0 -z o0 - 0 0 0o -2
12E1I 6EI 12E1I 6EI
0 0 -=2 0 -2 0 0 0 >0 -2 0
0 0 0o - % 0 0 0 0 0 % 0 0
o o - ¥y 0 0 0 T2 o = 9
L2 L L? L
o =t 0 0 o Xz o -2z 9 0 0ozt
- L L L L -
(3.39)

sendo
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I, o momento de torg¢ao;

1, I, os momentos de inércia em relagdo aos €ixos y e z, respectivamente;
A a area da sec¢ao transversal da barra;

E o0 Mdédulo de Elasticidade Longitudinal do material empregado;

G o Modulo de Elasticidade Transversal do material empregado;

L o comprimento da barra.
3.5. MATRIZ DE RIGIDEZ GEOMETRICA LOCAL

Diferentemente da matriz de rigidez elastica, que considera os efeitos de flexao, tor¢ao
e esforco axial, a matriz de rigidez geométrica empregada neste trabalho ndo leva em conta o
efeito de tor¢do, conforme indicado na equagao (3.22).

O célculo dos elementos da matriz de rigidez geométrica ¢ realizado por meio da
derivada parcial da equagao (3.22). Substituindo as equacodes (3.23), (3.24), (3.25) ¢ (3.26) na
equacgao (3.22) e, em seguida, calculando as derivadas segundas em relagdo aos parametros

nodais, obtém-se as componentes da matriz de rigidez geométrica:

2
_ 97U (3.40)
0q;0q;

ij

onde q; ¢ um vetor que engloba os parametros nodais uy, Uy, U3, Uy, Us, Ug, Uy, Ug, Ug, Uqg,
Ug1, Ug2-
Por exemplo, o elemento K;,,¢ calculado considerando-se, por ser proveniente do efeito

de flexdo, a seguinte parcela da energia de deformagdo geométrica apresentada na equagdo

(3.22):

1 L
Ug(Flexio) = E_I- (v'(x))?dx (3.41)
0

onde é v(x) o deslocamento transversal na dire¢do y associada a flexdo no plano x-y e v'(x)
sua derivada em relagdo a x.

As derivadas das fungdes de forma W;(x) equagdo (3.29), (3.30), (3.31) e (3.32) sdo:

W = 1 [6x* 6x
7L 12 L

lP,_3x2 4x+1
S )
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., —6x®  6x
B=Et
LP’—SX 2
4T L

O campo de deslocamento transversal na dire¢do y, equacao (3.24), associada a flexdo

no plano x-y ¢ escrito em termos dos graus de liberdade u,, ug, ug € uq,

) 1 [6x% 6x 3x?  4x —6x3  6x
v'(x) = z N A U + L_Z_T-I_l "Ug T+ L_3+§ " Ug

3x (3.42)
+ I:T - 2 " u12

Elevando ao quadrado:

wooy - 2 (5260 + )]
o) 20 () +22- () 8- () +1]

e () -2 () + ()]
)

+ :18 (7)) —36-(3) +22- (%)2 — 4 (%)] Uglty

[ 36 4 60 2 2
GRS 6 o) R

Integra-se de 0 a L:
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1t 2 3 L 3 L 1
EL(U (x)) dx = 5—L-u§+ﬁ-u§+ 5—Lu§+ E-ufz+ﬁ-u2u6
6 1 1 1 1 (3.43)
—E'uzus‘Fﬁ'uzuu—E'usus—%'ueun—m'usuu

Esse resultado representa a energia de deformagdo em funcao dos graus de liberdade.
O elemento da matriz de rigidez geométrica ¢ obtido pela segunda derivada de U; em
relagdo aos graus de liberdade. Por exemplo, para o grau de liberdade u,:
0*Ug _ 6

= =— 3.44
6227 ju,du, 5L (344)

O mesmo procedimento ¢ aplicado para encontrar os demais elementos da matriz de
rigidez geométrica, de acordo com o par de graus de liberdade considerado e o efeito.

A matriz de rigidez geométrica ao se calcular todos os elementos, ¢ expressa como:

= 0 0 0 0 0 ! 0 0 0 0 0
L L
0 6 0 0 0 1 0 6 0 0 0 !
5L 10 5L 10
0 0 6 1 0 6 1 0
5L 10 5L 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 L 2L 0 0 0 - L 0
10 15 10 30
0 - 0 0 0 2L 0 ! 0 0 0 L
[K;] =P ) 10 15 ) 10 30 (3.45)
—— 0 0 0 0 0 z 0 0 0 0 0
0 6 0 0 0 ! 0 6 0 0 0 !
5L 10 5L 10
0 0 6 0 ! 0 0 6 1 0
5L 10 5L 10
0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 ! L 0 0 0 ! 0 2L 0
10 30 10 15
0 1 0 0 0 L 0 ! 0 0 0 2L
L 10 30 10 15
sendo

P o esfor¢o normal atuante na barra;

L o comprimento da barra.
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3.6. MATRIZ DE ROTACAO TRIDIMENSIONAL

Para que os elementos do portico, calculados individualmente, possam compor uma
estrutura integrada, ¢ necessario que todos estejam referenciados em um mesmo sistema de
coordenadas. Para isso, realiza-se a rotacao dos elementos, de modo a transformar suas matrizes
de rigidez local em uma matriz de rigidez global. Essa transformagao ¢ feita por meio da matriz
de rotacao.

Para um portico tridimensional a matriz de rotagdo ¢ representada como mostra a
Equacao (3.46) sendo essa matriz composta por submatrizes. As submatrizes sao de tamanho
3x3 realizando a transformagao em trés graus de liberdade. Dessa forma, a matriz de rotacdo

tem o tamanho 12x12.

R 0 0 O
0 R 0 O
R] = - :
[R] 0 0 B O (3.46)
0 0 0 R
Na matriz [R] os zeros representam matrizes 3x3 nulas e R é dado por
Cxx ny sz
Rl =|Cyx Cyy G2 (3.47)
sz Czy sz

em que Cj; € o cosseno diretor do eixo local i com relagdo ao eixo global j.

A estratégia adotada neste trabalho para a construcdo da matriz de rotacdo segue
abordagem semelhante a apresentada por Santos (2024). Essa metodologia baseia-se,
inicialmente, no célculo do cosseno diretor ao longo do eixo local x, e, a partir dele, determina-
se os cossenos diretores dos eixos y e z por meio de um processo em duas etapas.

Para facilitar os calculos, sdo definidos vetores unitarios nas diregcdes dos eixos locais e
globais. Com isso, ¢ possivel empregar a algebra vetorial na determinacdo dos cossenos
diretores correspondentes a cada eixo.

O comprimento do elemento ¢ calculado utilizando as coordenadas dos nds de

extremidade, conforme apresentado na Equacao (3.48).

L= (=) + (g -0 + (- 2 6.4
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Os cossenos diretores do eixo x local pode ser calculado através da trigonometria usando

as coordenadas globais das duas articulacdes em que a barra é fixada. Dessa forma se tem as

Equacdes (3.49), (3.50) e (3.51).

I il (3.49)
XX
L
c _h—h (3.50)
o %= (3.51)
Xz — L

Ap6s a definicdo dos cossenos diretores ao longo do eixo local x, é necessario
determinar os cossenos diretores correspondentes aos eixos y € z, completando assim a matriz
de rotagdo. A Figura 5 ilustra os vetores unitarios locais iy, i, e i, , bem como os vetores
unitarios dos eixos globais Iy, I, e I,.

A relagdo entre os vetores locais e globais ¢ estabelecida por meio da matriz de rotacao,

conforme expressa na Equagdo (3.52).

Iy Cex  Cxy Cxz L
[l'y =[Gx Gy Cyz|-|hy (3.52)
lz Cux Czy Czz I,

Figura 5 — Vetores unitarios na diregdes locais e globais

Fonte: Santos (2024)
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Apos definir os cossenos diretores do eixo local x, os cossenos diretores dos eixos y e z
sdo determinados com base em um angulo de rotagcdo, denominado 1. Esse processo ¢ realizado
em duas etapas. A primeira consiste na constru¢do de um sistema de coordenadas auxiliares, e
a segunda transforma esse sistema auxiliar no sistema de coordenadas reais por meio do angulo
. As Figuras 6 e 7 ilustram essas etapas, respectivamente.

Figura 6 — Orientagdo da barra m no plano xy’

Y

Fonte: Santos (2024)

Figura 7 — Orientacdo real da barra m

Y

Fonte: Santos (2024)
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Na primeira etapa, o sistema auxiliar ¢ definido pelos vetores iy e i;. O eixo x ja estd
orientado corretamente na dire¢ao da barra, obtido previamente pelas coordenadas globais de
suas extremidades. Os eixos ¥’ e z’ sdo entdo definidos de forma que o plano xy seja vertical e
o0 eixo z esteja na dire¢do horizontal. A Figura 6 representa essa configuracdo, onde os vetores
y’ e z' indicam dire¢des provisorias dos eixos reais.

Nao ¢ calculado na direcdo do eixo x por no célculo do cosseno diretor j& ser feito
mediante as coordenadas globais com as extremidades da barra. Dessa forma, como o eixo z’ é
perpendicular ao plano vertical xy’, o vetor z’ pode ser determinado pelo produto vetorial i,

com o vetor unitéario I,,. Assim, resultando na Equagdo 3.54.

I, I, I

2 =iy xI,=det|Cp Cp Cys (3.53)
0 1 0

2= —Cpp L+ Coy - I, (3.54)

Para obter o vetor unitario i, ao longo do eixo local, basta dividir o vetor z’ por

\J C2. + CZ,. Dessa forma resultando na Equagédo (3.55).

sz Cxx

By = e [ .
VCi + C

I, (3.55)

z - tlx
VG + G,
O produto vetorial entre iy e i, , resulta no vetor unitario iy, , como mostra a Equagao

(3.57).

L, L, I,

. . _L 0 L

Ly =l X1, = det m CZ 1 CZ (3.56)
Cxx ny

Crx " ny ) < ny " Cyz )
iy=—|—————) L+ (JCi%&+C%) I, — | =———]"1
g <\/ ren) VB E) b () (327

Conclui-se, assim, a primeira etapa, resultando no sistema de coordenadas auxiliares

locais representados na Equagao (3.58).
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[ Cxx ny sz ]
: C.,'C C.'C

| (oSt ez Sy ez
iy|=| JC&+cz T 7 JAR+CE (3.58)

iz ! Cyz 0 _ Crx

L/ CJ?JC + CJ%Z vV Cygx + CJ?Z—

A segunda etapa consiste em rotacionar o sistema de coordenadas auxiliares locais em

torno do eixo x, no sentido anti-horario, utilizando o angulo de rotagdo 1, até que os eixos
principais da barra assumam a orientagdo final desejada. Essa rotacdo ¢ ilustrada na Figura 7,
onde o angulo 1 ajusta os vetores y e z a partir de suas posi¢des auxiliares para as diregdes
reais no espago. Utilizando a Equagdo (3.59) e (3.60) ¢ possivel montar a matriz para orientar

0s eixos no sentido real.
iy =cosy iy +sing-i, (3.59)

i, =—siny iy +cosyp iy (3.60)

Assim a relag@o de transformagdo entre os termos xy’'z’ para o sistema de coordenadas

reais, assim encontrando os cossenos diretores € feito com a Equacdo (3.61).

Cxx ny sz 1 0 0 ix’
Cyx Cyy Cy[=[0 cosy siny|x|iy (3.61)

Cox Czy Cyy 0 —siny cosyl |i,

Z

Dessa forma, a relacdo entre o sistema de coordenadas locais e globais pode ser

representada como mostra a Equagdo (3.62).

Cxx ny sz
L:x _sz-ny-cosd) — Cyy - Siny C2. 4 C2, - cos Cyy Cyz-CcOSY — Cyy - Siny I,
iy| = CE +CZ, %+ (% || (3.62)
L

lz [Cx'ny'Sinl/)— xz ' COS Y —’C§X+C,?Z-sin1/; Cxx-ny-sinlp+sz-c051/)J
Cix + Co Cix + C%

Por fim, a matriz de rotacao para elementos que ndo estejam na vertical ¢ descrita como

mostra a Equacao (3.63).

[ Cxx ny Cyz ]
) _sz-ny-cosw — Cyy - siny ,C§x+C,§Z-cosg[) _ny-sz-costp — Cyx - SINY
[R] = vV Ca?x + CJ?Z vV Cy?x + Ca?z (363)

Cyx " Cyy siny — Cyy - cosy B ,C§X+C§Z'Sin¢ Cyx " Cyy sin + Cyy-cosy
Ce + Ciz VCix + C
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3.6.1. MATRIZ DE ROTACAO PARA ELEMENTOS NA VERTICAL

A matriz de rotagdo da Equagdo (3.63) pode ser utilizada para barras orientadas em
qualquer diregao, exceto na vertical. Isso ocorre porque, nesse caso, os coeficientes Cy, € Cy,
se anulam, o que torna inviavel o calculo de alguns elementos da matriz. Para contornar essa
limitagdo, € necessario definir um angulo de rotagdo especifico para barras verticais.

Nessa configuracdo, o eixo local x deve ser orientado paralelamente ao eixo global Y.
Com isso, € possivel definir um angulo de rotagdo, que ¢ medido no sentido horario positivo
quando observado na dire¢dao negativa do eixo x local. Dessa forma, o sistema de coordenadas
locais xyz € rotacionado em torno do eixo x até que o eixo local z fique paralelo e na mesma
direcao do eixo global Z.

A matriz de rotagdo [R] para barras com orientagdo vertical pode ser obtida por um
processo semelhante ao utilizado para barras com diregdes diferentes da vertical. Com base nas
Figuras 8 e 9, observa-se que a orientagdo espacial real de um membro vertical pode ser

construida em duas etapas.

Figura 8 — Orientagdo vertical com o eixo paralelo z’ ao eixo Z

x X
1

Barram

!
Iz 1z Iy 1,

Fonte: Santos (2024)



Capitulo 3 — Critério Energético de Estabilidade 39

Figura 9 — Orientagdo vertical da barra

e
i

Barra m

Fonte: Santos (2024)

Na primeira etapa, como mostrado na Figura 8, considera-se o eixo local x da barra
orientado ao longo da sua dire¢do vertical na dire¢do do eixo Y global, enquanto o eixo z' local
¢ paralelos ao eixo global Z. Nessa configuracdo intermediaria, os eixos locais y e z sdo

! ! . . ~ ~ . ~ .
representados como y' e z', pois ainda ndo estdo na orientacdo final desejada.

Dessa forma, o eixo local x ¢ representado como um vetor unitario.
Iy =Cxy-1, (3.64)

Ja para a direc¢do do eixo z’ é dado pelo vetor unitario.

iy =1, (3.65)
Por fim, o vetor unitario i,/ ¢ o produto vetorial entre i,/ ¢ i, como mostra a Equagio
(3.67).
L I, I,
Ly =1 Xy = det|0 0 1 (3.66)
0 Cy O
Ly = —Cyy Iy (3.67)

Dessa forma finaliza a primeira etapa com o sistema de coordenadas auxiliares locais

para barras na vertical da seguinte forma:
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ix 0 Cxy O
Ly =[—ny 0 0] (3.68)

Lyt 0 0 1

Z

Para a segunda etapa também ¢ utilizado o angulo de rotacdo 1 girando o sistema em
torno do eixo x no sentido anti-horario até que os eixos esteja, na orientacdo real. Essa etapa ¢
ilustrada na Figura 9.

Para passar o sistema de coordenadas locais auxiliares para as coordenadas reais sao
utilizadas as mesmas equagdes da matriz anterior (3.59), (3.60) e (3.61). Dessa forma, obtém-

se a equagao (3.69):

Cxy 0 I,
[ ] Cy cosz/) 0 siny|x|I (3.69)
Cyy " siny 0 cosy I,

Assim, a matriz de rotacdo para elementos verticais € a seguinte

0 Coy O
[R] = |—Cxy-cosyp 0 siny (3.70)
Cyy " siny 0 cosy

3.7.  MATRIZ DA RIGIDEZ GLOBAL

A matriz de rigidez global retine todas as matrizes locais para analise da estrutura. A
partir das matrizes locais € necessario aplicar a matriz de rotagdo para que seja possivel montar
a matriz de rigidez global.

De forma compacta, isso pode ser escrito como:

{u,} = [R] - {ug} (3.71)

sendo [R] a matriz de rotagdo do elemento do sistema global para o local, {u;} vetor de
deslocamentos nodais do elemento no sistema global, {u; } vetor de deslocamentos nodais do
elemento no sistema local.

Para a obtenc¢do da matriz local rotacionada, faz-se o seguinte procedimento:

(K] - {ur} = [K.]- [R]- {ug}
[RI" - [K;] - {u} = [R]" - [K,] - [R] - {ug}
[R]" - {F.} = [R]" - [K.] - [R] - {ug}
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{Fe} = [RI" - [K,.] - [R] - fuc} (3.72)

em que {F.} e {F;} sdo os vetores de for¢as nodais do elemento nos sistemas local e global,
respectivamente, e [K; ] é a matriz de rigidez do elemento no sistema local.

Sabendo que o sistema de equagdes no sistema de coordenadas global deve ser {F;} =
[KLc] - {ug}, sendo [K, ;] a matriz de rigidez local escrita em relagio ao sistema de coordenadas

global, conclui-se a partir da Equagao (3.72) que:
[Kicl = [R]" - [K.] - [R] (3.73)

Ap0s os calculos das matrizes locais, devem ser realizadas as contribuigdes de cada
elemento na matriz global. Dessa forma, ¢ feita uma correlacdo entre as coordenadas locais e
globais para se ter a garantia de satisfagao das condi¢des de compatibilidade internas.

Para a contribui¢do da matriz local para a global, segundo Martha (2018), cada barra da
estrutura tem sua propria matriz de rigidez local [Kj;], e os valores dessa matriz afetam apenas
os termos da matriz de rigidez global [K] que correspondem as posi¢des dos seus dois extremos:
o no inicial e o n6 final. Na Figura 10, o sistema de coordenadas locais de cada elemento esta
representado de forma isolada, com seus nds inicial e final possuindo trés graus de liberdade
independentes. Ja no sistema de coordenadas globais, hd uma interligagdo entre os graus de
liberdade dos diferentes elementos, evidenciando a continuidade estrutural do portico. Com
essa organizagao os coeficientes da matriz de rigidez local sdo realocados para a matriz global
por meio de um vetor de espalhamento. Esse vetor depende da numeragdo das coordenadas
generalizadas globais, a qual € arbitraria e definida conforme a conveng¢do adotada no modelo.

Nos porticos planos, esse vetor de espalhamento ¢ calculado da seguinte forma:
{e3" = 3i — 2,3i —1,3i,3j — 2,3j — 1,3j} (3.74)

Nos porticos espaciais (tridimensionais), o principio permanece 0 mesmo, porém cada
nod possui seis graus de liberdade. Dessa forma, cada elemento possui 12 graus de liberdade,
sendo 6 no no inicial e 6 no nd final. Assim, o vetor de espalhamento para um elemento que

conecta os nos i e j ¢ definido por:

{e}T = {6i — 5,60 — 4,6i — 3,60 — 2,6i — 1,6i,6j — 5 ,6] — 4,6 (3.75)
Essa formula garante o mapeamento correto dos graus de liberdade locais do elemento

para as posi¢gdes correspondentes na matriz de rigidez global, respeitando a ordem da

numeragado global dos nos.
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Figura 10 — Distribuicao das contribui¢des das matrizes de rigidez locais na formagao da

matriz de rigidez global no exemplo com trés barras
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Fonte: Martha (2018)

No programa computacional, para automatizar esse processo, a regra de
correspondéncia associa cada grau de liberdade local ao respectivo grau de liberdade global.
Isso ¢ feito com base no nimero dos nos e na posi¢ao do grau de liberdade no n6. As equagdes

a seguir expressam €sse mapeamento:
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p=6-(i—1)+m

gq=6-G—-1+n

(3.76)

(3.77)

onde p e g sdo os indices globais na matriz de rigidez global [K], representando a posi¢do da

linha e da coluna, respectivamente, i e j s3o os indices globais dos nés do elemento, e m e n sdo

os graus de liberdade locais dos nos i e j, respectivamente.

Assim a Figura 11 exemplifica a construcdo da matriz global para um pdrtico

bidimensional, sendo que para o tridimensional a logica ¢ a mesma. A utilizacdo de simbolos

distintos para os coeficientes de rigidez locais permite identificar claramente em quais posigoes

da matriz de rigidez global cada coeficiente atua. Isso também facilita a visualiza¢@o das regides

onde ha sobreposicao das contribui¢des das diferentes barras.

Figura 11— Montagem da matriz de rigidez global para um portico
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Essa contribui¢do pode ser exemplificada ao observar o momento fletor associado ao
grau de liberdade 12, no n6 4. Esse momento esta presente tanto no elemento 3 quanto no
elemento 5. Dessa forma, o vetor de espalhamento organiza corretamente as contribuigdes
desses elementos na matriz de rigidez global, alocando os termos nas posi¢des correspondentes
utilizando os dados dos nds inicial e final de acordo com a equagdo (3.74) para porticos
bidimensionais ¢ (3.75) para porticos tridimensionais. Nessa etapa, podem ocorrer
sobreposi¢cdes de contribuigdes, como no caso da linha 12, coluna 12, em que diferentes
elementos influenciam a mesma posicdo da matriz. Essa logica se repete para os demais
elementos, considerando os graus de liberdade de seus respectivos nos, resultando na montagem
completa da matriz de rigidez global tanto elastica quanto a geométrica.

Em seguida, aplicam-se as condi¢des de contorno utilizando a técnica dos zeros € um,
que consiste em zerar as linhas e colunas correspondentes aos graus de liberdade restritos,
deixando apenas o valor 1 na diagonal principal dessas posi¢cdes. Além disso, a linha
correspondente no vetor de forgas [F] é zerada.

Com essas condigdes de contorno incorporadas, o sistema [Kg].{u} = [F], neste
trabalho, foi solucionado pelo método de Gauss, possibilitando a obtengdo do vetor de

deslocamentos {u}.

3.8. AUTOVETORE AUTOVALOR

Ap6s a determinacdo dos deslocamentos utilizando apenas a matriz de rigidez elastica,
procede-se ao calculo dos autovalores e autovetores da matriz de rigidez total da estrutura,
composta pela contribuigdo elastica e geométrica ([K] = [Kg] + A - [Kg]). Os autovalores
obtidos correspondem as cargas criticas, enquanto os autovetores associados representam os
modos de instabilidade da estrutura.

Segundo o Teorema de Lagrange-Dirichlet, um sistema estrutural ¢ considerado estavel

se, € somente se, a segunda variacao da energia potencial total for positiva:
V23>0 V 8qg #0

Em termos praticos, essa condi¢do implica que todos os autovalores da matriz de rigidez
global do sistema devem ser positivos. Quando isso ocorre, a estrutura encontra-se em um
estado de equilibrio estavel. Por outro lado, caso algum autovalor seja negativo o sistema ¢
considerado instavel. No limite da estabilidade, o menor autovalor tende a zero, indicando a

iminéncia da perda de estabilidade.
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Considerando que uma matriz de rigidez ¢ simétrica, ela pode ser diagonalizada. O

determinante da matriz [ K] pode entdo ser expresso como o produto de seus autovalores:

3.78
det[K] = ){1')12'){3 An ( )
em que representam os autovalores associados a [K].
No limite da estabilidade estrutural, tem-se que:
det[K] = det([Kg] + A[Kg]) =0 (3.79)

sendo [Ky] a matriz de rigidez eléstica, [K;] a matriz de rigidez geométrica e A um fator de
carga escalar.

Essa formulagdo conduz ao seguinte problema generalizado de autovalor:

([Ke] + ALKGD - {y} = {0} (3.80)

no qual:

A - Corresponde aos fatores de carga critica (autovalores), que representam os multiplicadores
escalares associados a carga aplicada e definem o ponto em que a estrutura perde estabilidade;
{v} - Representa os modos criticos de instabilidade (autovetores), ou seja, os deslocamentos
relativos assumidos pela estrutura no momento do colapso por flambagem.

O problema generalizado de autovalor descrito pela Equacdo (3.80) foi resolvido no
presente trabalho por meio de uma rotina numérica proveniente da biblioteca Intel Math Kernel
Library (Intel MKL). Para fins de interpretacdo e visualizacdo dos modos de instabilidade
obtidos, utilizou-se o software ParaView, que permitiu representar graficamente os

deslocamentos associados aos autovetores.
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4. PROGRAMA COMPUTACIONAL

4.1. CONSIDERACOES GERAIS

O programa desenvolvido foi escrito na linguagem Fortran com o objetivo de
automatizar os célculos estruturais com base no critério energético apresentado no Capitulo 03.
A formulacdo teorica foi interpretada e adaptada para permitir sua implementagao
computacional, viabilizando a andlise numérica de estruturas a partir da leitura de dados
inseridos em um arquivo no formato “.txt”, o qual deve seguir a configuracdo apresentada no
Anexo A, sendo exemplificado na Figura 12. Para garantir a coeréncia dos resultados, ¢
essencial que todas as informagdes de entrada estejam expressas na mesma unidade de medida

considerada pelo usuario.

Figura 12 — Configuragdo do arquivo de entrada em .txt

Nimero de nés (n):

5

Coordenadas dos nds:

NG X Yy z
1 e.e g.e 8.8
2 8.8 3.8 8.8
3 3.8 3.0 e.e
4 6.8 3.8 a.e
5 9.0 8.0 3.0
Nimero de elementos de barras:

a4

Vinculacdo das barras:

Elemento ng 1 no j

1 1 2

2 2 3

3 3 4

4 4 5

Quantidade de materiais:

1

Caracteristicas dos materiais:

Material E v

1 208 .8E+6 8.25

Fonte: Autor
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Uma vez carregados os dados da estrutura, o programa realiza inicialmente o célculo

dos deslocamentos nodais. Em seguida, sdo determinadas a carga critica e o respectivo modo

de instabilidade. Os resultados de deslocamentos sao apresentados em uma janela do proprio

ambiente do programa, indicando as translagdes (Dx, Dy, Dz) e rota¢des (Rx, Ry, Rz) para cada

nd, com as unidades correspondentes aos dados de entrada. O valor do fator de carga critica

também ¢ exibido nessa mesma interface. Ja a visualizagao dos modos de instabilidade ¢ obtida

a partir de um arquivo de saida em formato .v¢k, gerado automaticamente pelo programa, o qual

deve ser inserido no software ParaView para a analise grafica correspondente ao fator de carga

critica do portico tridimensional.

4.2. LOGICA DO FUNCIONAMENTO DO PROGRAMA

O calculo dos deslocamentos nodais, fator de carga critica e modos de instabilidade para

a analise linear de estabilidade, no programa, segue o fluxo esquematizado apresentado na

Figura 13, que ilustra a sequéncia de etapas executadas pelo algoritmo para a obtengao dos

resultados.

Figura 13 — Funcionamento do programa computacional

Determinacdo da Matriz de

Leitura dos dados de entrada : ;
—»{ Rotacdo e aplicagdo na Matriz de

Rigidez Geométrica local

N

Determinacao da Matriz de Rigidez

Elastica Local -

Determina¢@o da Matriz de
Rigidez Geométrica Global

Determinacdo da Matriz de Rotagdo e
aplicagdo na Matriz de Rigidez
Elastica local

A 4

Determinagao da Matriz de
Rigidez da estrutura

A

Determinagdo da Matriz de
Rigidez Elastica Global

A 4

Calculo do Autovetor e

Autovalor
Calculo dos deslocamentos
v
Determinacido da Matriz de Rigidez N
e g — Apresentacao dos resultados
Geomeétrica local *

Fonte: Autor
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A estrutura do cddigo foi organizada em uma rotina principal, modulos e sub-rotinas. A
rotina principal ¢ responsavel por acionar os médulos na ordem correta dos célculos. Foram
utilizados quatro moédulos: declaragao de variaveis, entrada de dados, calculos e saida dos
resultados. Neles estdo incluidas sub-rotinas que executam as seguintes etapas.

O programa inicia com a leitura do arquivo de entrada, que contém os dados necessarios
a analise estrutural, tais como coordenadas nodais, conectividade entre elementos, propriedades
geométricas e mecanicas € condi¢des de apoio. Em seguida, ¢ realizado o célculo da matriz de
rigidez elastica local de cada elemento, definida no sistema de coordenadas do proprio
elemento. Posteriormente, essa matriz ¢ transformada para o sistema global por meio de uma
matriz de rotagdo, originando a matriz de rigidez local rotacionada. Com todas as matrizes
transformadas, procede-se a montagem da matriz de rigidez elastica global.

Um procedimento semelhante ¢ aplicado a matriz de rigidez geométrica, que ¢
inicialmente obtida em coordenadas locais, transformada para o sistema global com a matriz de
rotagdo e, por fim, montada a matriz global da estrutura. Apds essa etapa, sdo aplicadas as
condig¢des de contorno, de acordo com os apoios e restri¢gdes definidos no modelo. Por ltimo,
¢ executada a rotina responsavel pelo calculo dos autovalores e autovetores, a partir da qual sao

determinados os fatores de carga critica e 0 modo de instabilidade do poértico tridimensional.

4.3. SOFTWARE MASTAN2 USADO PARA A VALIDACAO DOS RESULTADOS
DO PROGRAMA DESENVOLVIDO.

O MASTAN2 ¢ um programa computacional gratuito, com interface grafica interativa,
desenvolvido para a andlise estrutural de porticos e trelicas em duas e trés dimensdes. O
software permite a realiza¢do de andlises lineares e ndo lineares de estabilidade, possibilitando
a determinagdo da carga critica elastica e ineldstica, dos deslocamentos nodais, entre outros
parametros. Foi implementado em MATLAB pelos professores Ronald Ziemian (Bucknell
University), William McGuire (Cornell University, emérito) e Siwer Liu (The Hong Kong
Polytechnic University), tendo como base tedrica as formulagdes apresentadas no livro Matrix
Structural Analysis (McGuire; Gallagher; Ziemian, 2000).

Na anélise linear, 0o MASTAN2 adota o Método da Rigidez Direta, que também ¢
conhecido como Método dos Deslocamentos, consolidado na teoria da engenharia estrutural e
amplamente utilizado em programas computacionais de estabilidade. Além de sua
fundamentag@o tedrica consistente, o software se destaca pelo cardter didatico, oferecendo

recursos de visualiza¢dao grafica que facilitam a interpretagdo de deformadas, diagramas de
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esforcos e deslocamentos. Embora ndo possua fins comerciais, trata-se de uma ferramenta que
favorece a aplicagdo no ambiente académico, sendo util tanto para o ensino quanto para a
valida¢ao de modelos estruturais.

A escolha do MASTAN2 como software de referéncia neste trabalho se deve a sua
ampla aceitagdo na literatura. Pesquisadores como Balz (2019) e Michelini (2021), j& utilizaram
esse programa como base para validar ferramentas computacionais proprias de andlise
estrutural, especialmente em estudos voltados a determinacao de cargas criticas € modos de

instabilidade.
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5. EXEMPLO DE VALIDACAO

Neste capitulo sao apresentados os exemplos de validacao do programa desenvolvido,
com o objetivo de verificar a confiabilidade dos resultados obtidos. Para essa verificagao, foram
comparados os deslocamentos nodais, os fatores de carga critica ¢ o modo de instabilidade
calculados em porticos tridimensionais, tendo como referéncia o programa MASTAN2.

Os exemplos possuem diferentes configuracdes estruturais, de modo a avaliar a
capacidade do programa em reproduzir situagdes variadas de célculo.

Cabe destacar que, no programa desenvolvido, para esses exemplos de validagdo, os
resultados sdo fornecidos originalmente em metros (m) para deslocamentos e em radianos (rad)
para rotagdes. Entretanto, para fins de clareza e melhor interpreta¢do dos valores, nas tabelas
deste trabalho optou-se por expressar os deslocamentos em milimetros (mm) 11073 m, e as
rotagdes em milirradianos (mrad), correspondendo a 1 - 1073 rad. Essa conversdo foi realizada
com o objetivo de evitar a notacao cientifica com nimeros muito pequenos, o que poderia tornar

a leitura das tabelas excessivamente poluida e de dificil comparagdo entre resultados.

5.1. EXEMPLO 1

Para o Exemplo 1, a Figura 14 consiste em um portico tridimensional submetido a um
esfor¢o na dire¢ao y. A estrutura combina elementos nas diagonais e apoios de segundo género.

Para a estrutura, foram determinados os deslocamentos nodais, os fatores de carga
critica e os modos de instabilidade, considerando que as se¢des nao estdo rotacionadas.

Dados:
E; =E, = 200-10° kN/m? A, = 0,002m? A, = 0,0002m?, I, =6-10"%m?
L,=3-107m* | [,;=3-10"°m* [,=3-10"7m* [,;=3-10"°m* I, =

107" m*ev = 0,3.

Tabela 1 - Aplicagcao dos materiais e secdes nos elementos do Exemplo 01

Elemento Sec¢ao Material
1 1 1
2 1 1
3 1 1
4 2 2

Fonte: Autor
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Figura 14 - Portico para o Exemplo 1 de validagao

LY

Fonte: Autor

Tabela 2 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 1

No Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)
1 -0,035 -0,108 0,000 0,000 0,000 -0,020
2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,018
3 0,000 0,000 0,000 0,001 -0,002 -0,022
4 0,000 0,000 0,000 -0,001 0,002 -0,022
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,009

Fonte: Autor

Os resultados fornecidos pelo programa MASTAN?2 estdo apresentados na Tabela 2.

Tabela 3 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN?2 para o Exemplo 1

No Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx(mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)
1 -0,035 -0,108 0,000 0,000 0,000 -0,020
2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,018
3 0,000 0,000 0,000 0,001 -0,002 -0,022
4 0,000 0,000 0,000 -0,001 0,002 -0,022
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 -0,009

Fonte: MASTAN?2
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Os deslocamentos nodais obtidos com o programa desenvolvido coincidem exatamente
com aqueles apresentados pelo programa MASTAN?2, conforme mostrado nas Tabelas 2 e 3,
mesmo o programa MASTAN2 utilizando o Método dos Deslocamentos € o programa
desenvolvido empregar o Método Energético. Essa equivaléncia entre os resultados confirma a
correta formulagdo matematica e a adequada implementacdo computacional do método
empregado no desenvolvimento do programa.

Além disso, a repeticao dos valores nulos nas translagdes dos nés 2, 3, 4 ¢ 5 demonstra
que as condigdes de contorno foram corretamente aplicadas, e que o sistema reagiu conforme
esperado as restrigdes impostas. Alguns deslocamentos tiveram o valor nulo por serem
pequenos.

Portanto, os resultados obtidos permitem concluir, para esse exemplo, que o programa
desenvolvido ¢ confiavel para o célculo dos deslocamentos, reproduzindo com precisdo os
resultados.

Jé os fatores de carga critica do programa MASTAN?2 e do programa desenvolvido estao

na Tabela 4 com as respectivas porcentagens de divergéncia.

Tabela 4 — Comparagdo dos fatores de carga critica do Exemplo 1

Fator de Carga Critica 01 02 03 04
MASTAN2 82,1 87,4 2434 507,7
Programa Proprio 82,1 87,4 2434 507,7
Diferenca (%) 0,0 0,0 0,0 0,0

Fonte: Autor

Os fatores de carga critica apresentados na Tabela 4 ndo apresentaram valores
discrepantes entre os resultados obtidos no MASTAN2 e no programa desenvolvido neste
trabalho. Isso mostra que mesmo com métodos diferentes, para esse exemplo, os resultados dos
fatores de carga critica ndo tiveram diferencas.

Conjuntamente com o fator de carga critica ¢ calculado o modo de instabilidade. O
primeiro modo de instabilidade estd representado nas Figuras 15 e 16, sendo extraidos do
software MASTAN2 e do programa desenvolvido, respectivamente. Para a visualizagdo do
modo obtido no programa desenvolvido, foi utilizado software Paraview. Esse modo de
instabilidade correspondente ao menor fator de carga critica e evidenciou, nas duas plotagens,

uma flambagem global da estrutura, com deslocamentos concentrados no no 1.
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Figura 15 — Modo de instabilidade no programa MASTAN?2 correspondente ao menor fator

de carga critica do Exemplo 1

Deflected Shape: Elastic Critical Load, Mode # 1, Applied Load Ratio = 82.1263
2 3

Fonte: MASTAN?2

Figura 16 — Modo de instabilidade obtido no programa desenvolvido correspondente ao

menor fator de carga critica do Exemplo 1

Fonte: Autor
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5.2. EXEMPLO?2

Neste exemplo, analisa-se um portico tridimensional de maior porte (Figura 17), com
configuracdo semelhante a um galpao, submetido a esforgos aplicados nas diregoes x, y € z. Os
elementos estruturais foram considerados como perfis W 360 x 64, cujas propriedades foram
obtidas no catalogo da Gerdau (Gerdau,2018). A estrutura ¢ composta por barras verticais de 7
m ¢ barras horizontais de 5 m, vinculadas por apoios de terceiro, segundo e primeiro género, o
que permite avaliar o desempenho do programa em diferentes dimensdes estruturais.

Foram calculados os deslocamentos dos nos, os fatores de carga critica e os modos de
instabilidade, mantendo as se¢des sem rotacao.

Dados:

E = 200-10°kN/m? , A = 0,00817 m? I, = 1,789 -10~*m* , I, = 1,885 - 107> m*,
I, =4457-107"m* e v = 0,3.

Figura 17 - Pértico para o Exemplo 2 de validagao

60 KN.m

120 KN

(E8)

Fonte: Autor
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Tabela 5 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 2

N6 Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)
1 0,000 0,000 0,000 9,519 -47,323 -840,270
2 5460,300 -0,448 47,429 1,289 -47,323 -659,580
3 0,000 0,000 0,000 45,349 -33,200 -1153,200
4 5460,300 -0,322 208,120 -1,502 -33,200 -33,743
5 0,000 0,000 0,000 96,906 -44,987 -981,730
6 5460,400 -0,634 400,770 -22,053 -44,987 -376,700
7 -1716,100 -5860,000 984,020 0,000 -48,443 -1025,200
8 5460,400 -5860,000 673,040 -88,851 -48,443 -1025,200
9 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

10 5276,100 -0,452 47,478 30,636 -24,223 -675,440

11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

12 5276,000 -0,333 208,100 47,462 -31,091 -38,557
13 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
14 5275,900 -0,429 400,780 67,745 -38,074 -358,800

15 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

16 5275,800 -0,639 672,780 75,302 -35,337 -1011,100

Fonte: Autor

Os resultados fornecidos pelo programa MASTAN?2 estdo apresentados na Tabela 6.

Tabela 6 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN2 do Exemplo 2

N6 Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)
1 0,000 0,000 0,000 9,519 -47,323 -840,270
2 5460,300 -0,448 47,429 1,289 -47,323 -659,580
3 0,000 0,000 0,000 45,349 -33,200 -1153,200
4 5460,300 -0,322 208,120 -1,502 -33,200 -33,743
5 0,000 0,000 0,000 96,906 -44,987 -981,730
6 5460,400 -0,634 400,770 -22,053 -44,987 -376,700
7 -1716,100 -5860,000 984,020 0,000 -48,443 -1025,200
8 5460,400 -5860,000 673,040 -88,851 -48,443 -1025,200
9 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
10 5276,100 -0,452 47,478 30,636 -24,223 -675,440
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
12 5276,000 -0,333 208,100 47,462 -31,091 -38,557
13 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
14 5275,900 -0,429 400,780 67,745 -38,074 -358,800
15 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
16 5275,800 -0,639 672,780 75,302 -35,337 -1011,100

Fonte: MASTAN?2

55
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Os deslocamentos nodais obtidos pelo programa desenvolvido coincidem exatamente
com aqueles fornecidos pelo MASTAN?2, conforme mostrado nas Tabelas 5 ¢ 6. Os nos 9, 11,
13 e 15, que possuem restricdes impostas pelos apoios de terceiro género (engaste),
apresentaram deslocamentos nulos, confirmando a correta aplicagao das condi¢des de contorno.
Osnods 1,3 e 5, por sua vez, apresenta deslocamentos translacionais nulos e apenas rotagdes, o
que ¢ compativel com o apoio de segundo género, comportamento igualmente reproduzido nos
dois programas. O n6 7, por ser um apoio de primeiro género possui todas as translagdes e
rotagdes com exce¢do na diregdo z. Nos nos livres 2, 4, 6 ,8, 10, 12, 14 ¢ 16, os deslocamentos
calculados foram idénticos nos dois conjuntos de resultados, refletindo a resposta da estrutura
as cargas aplicadas. Esse resultado evidencia o correto calculo do programa desenvolvido para
o calculo dos deslocamentos.

J& os fatores de carga critica do programa MASTAN?2 e do programa desenvolvido estao

na Tabela 7 com as respectivas porcentagens de divergéncia.

Tabela 7 — Comparagao dos resultados dos fatores de carga critica do Exemplo 2

Fator Carga Critica 01 02 03 04

MASTAN2 0,098 0,330 0,421 0,546
Programa Préprio 0,098 0,330 0,421 0,632
Diferenca (%) 0,0 0,0 0,0 15,6

Fonte: Autor

Os primeiros fatores de carga critica ndo apresentaram diferencas numéricas
significativas, sendo a divergéncia observada apenas a partir do quarto fator de carga critica.
Esse comportamento era esperado, uma vez que os programas utilizam métodos distintos de
calculo, além das consideragdes de variaveis adicionais empregadas pelo MASTAN2 que nao
sdo contempladas pelo programa desenvolvido neste trabalho. No entanto, como o menor fator
de carga critica, correspondente ao primeiro modo de instabilidade, é o que efetivamente define
a andlise, a coincidéncia dos resultados nesse modo confirma a equivaléncia e a confiabilidade
entre os métodos comparados.

O modo de instabilidade associado ao menor fator de carga critica esta apresentado nas
Figura 18 e Figura 19. Este modo evidenciou deslocamentos predominantes nos nos 2, 4, 6, 8§,
10, 12, 14 e 16, correspondendo a regido mais suscetivel a perda de estabilidade. Os apoios nos
n6s 9, 11, 13 e 15 permaneceram restritos, enquanto os noés 1 ,3 e 5 apresentaram apenas

rotagdes, em conformidade com o vinculo de segundo género. O nd 7, por sua vez, acompanhou
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o movimento global da estrutura reforcando o papel de restri¢do do apoio de primeiro género.

Essa configuragdo ¢ identificada nos dois programas como mostra as duas figuras seguintes.

Figura 18 — Modo de instabilidade no programa MASTAN?2 associado ao menor fator de
carga critica do Exemplo 2

Deflected Shape: Elastic Critical Load, Mode # 1, Applied Load Ratio = 0.097812

Fonte: MASTAN?2
Figura 19 — Modo de instabilidade do programa desenvolvido associado ao menor fator de

carga critica do Exemplo 2

Fonte: Autor
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5.3. EXEMPLO3

Trata-se de um portico tridimensional (Figura 20), semelhante a galpao, com um telhado
inclinado e esfor¢os atuando nas dire¢des x, y € z. A estrutura possui elementos verticais e
horizontais, apoios de terceiro género e variagdo no material e nas se¢des, permitindo testar o
programa frente a mudangas de material e geometria.

Todos os elementos foram considerados com perfil W360 X 64 e perfil W360 X 72,
cujos dados foram retirados do catdlogo da Gerdau (Gerdau, 2018). Na configuragdo adotada,
os elementos E8, E9, E10 e E11 possuem comprimento de 9 m, enquanto os elementos E1, E2,
E3 ¢ E4 tém 7 m. As distancias entre os nds nas dire¢des dos eixos x¢ z sdo de 5 m, definindo
a geometria espacial do modelo estrutural.

Foram determinados os deslocamentos nodais, os fatores de carga critica e os modos de
instabilidade, com se¢des nao rotacionadas.

Dados:

E; = 200-10%kN/m? E, = 300-10° kN/m? A; = 0,00817 m?, A, = 0,00913 m?
Ln=1789-10"*m* L, =20169-10"*m* [, =1885-10"m* I, =2,14"
1075 m*, I,; = 4,4557 -107" m* 1,, = 6,118 - 10" m*ev =0,3.

Figura 20 - Portico para o Exemplo 3 de validagao.
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Fonte: Autor
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Tabela 8 - Aplicagdo dos materiais e se¢des nos elementos do Exemplo 02

Elemento

Secao

Material

1

1

1

O [0 [(J || | |WiN

U Y I NG %) S U UG I U URIN NG ) (S U

2

DO [t [t [t [N | bt [ ot | ot | et | et | e [N | bk [

Fonte: Autor

Tabela 9 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 3

N6 Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 3112,600 -0,446 193,190 45,241 -32,581 -356,090
3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
4 3112,600 -0,307 255,120 49,780 6,750 -205,680
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6 3112,600 -0,486 274,460 52,186 -1,987 -221,680
7 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
8 3112,500 -0,233 389,120 51,219 -22,705 -343,530
9 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
10 3655,900 -0,614 193,280 36,983 -21,799 -372,670
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
12 3655,800 -0,410 255,160 41,319 5,028 -203,530
13 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
14 3655,700 -0,664 274,550 46,511 -1,817 -220,190
15 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
16 3655,700 -0,240 389,050 53,908 -23,833 -346,730

Fonte: Autor

Os resultados fornecidos pelo programa MASTAN?2 estao apresentados na Tabela 10.
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Tabela 10 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN2 do Exemplo 3

N6 Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)
1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 3112,600 -0,446 193,190 45,241 -32,581 -356,090
3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
4 3112,600 -0,307 255,120 49,780 6,750 -205,680
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6 3112,600 -0,486 274,460 52,186 -1,987 -221,680
7 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
8 3112,500 -0,233 389,120 51,219 -22,705 -343,530
9 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
10 3655,900 -0,614 193,280 36,983 -21,799 -372,670
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
12 3655,800 -0,410 255,160 41,319 5,028 -203,530
13 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
14 3655,700 -0,664 274,550 46,511 -1,817 -220,190
15 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
16 3655,700 -0,240 389,050 53,908 -23,833 -346,730

Fonte: MASTAN?2

No terceiro exemplo, que contempla variacdes de secdo e material, verifica-se

novamente a coincidéncia entre os resultados, como mostra a Tabela 9 ¢ 10. Os nos 1, 3, 5, 7,

9, 11, 13 e 15, associado a apoio de terceiro género, manteve todos os deslocamentos nulos,

confirmando a imposi¢ao correta das restrigdes. Ja os noés livres 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 e 16 os

deslocamentos calculados foram idénticos nos dois conjuntos de resultados, refletindo a

resposta da estrutura as cargas aplicadas. Os valores calculados pelo programa desenvolvido

foram idénticos aos do MASTAN?2, evidenciando a correta aplicagdo tedrica para o calculo.

J& os fatores de carga critica do programa MASTAN?2 e do programa desenvolvido estao

na Tabela 11 com as respectivas porcentagens de divergéncia.

Tabela 11 — Comparagao dos resultados dos fatores de carga critica do Exemplo 3

Fator Carga Critica 01 02 03 04
MASTAN2 0,16 1,64 2,0 3,2
Programa Proprio 0,16 1,64 2,2 3,1
Diferenca (%) 0,0 0,0 9.1 3,1

Fonte: Autor

No terceiro exemplo, que contempla a variagdo dos modulos de elasticidade e das areas

de secdo transversal, os fatores de carga critica calculados ndo apresentam diferencas dos dois
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primeiros resultados. O primeiro fator de carga critica ¢ o considerado para a analise de
estabilidade e ele ¢ igual nos dois programas.

O modo de instabilidade associado ao menor fator de carga critica apresentados na
Figura 21 e Figura 22 destacou deslocamentos acentuados nos 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 e 16, devido
a maior flexibilidade dos elementos associados a essas regides. Osnoés 1,3,5,7,9, 11, 13 e 15,
presos por apoio (engaste), manteve-se completamente estavel. Esse comportamento modal foi

reproduzido de forma idéntica pelo MASTAN?2 e pelo programa desenvolvido nesse trabalho.

Figura 21 — Modo de instabilidade no programa MASTAN?2 associado ao menor fator de

carga critica do Exemplo 3

Deflected Shape: Elastic Critical Load, Mode # 1, Applied Load Ratio = 0.16079

15

Fonte: MASTAN?2
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Figura 22 — Modo de instabilidade do programa desenvolvido associado ao menor fator carga

critica do Exemplo 3

Fonte: Autor

5.4. EXEMPLO 4

Este caso refere-se a um portico tridimensional de grande porte, com caracteristicas
semelhantes as de uma estrutura de edificio. A estrutura esta submetida a esforgos na diregao
X, apresentando elementos verticais com comprimentos distintos e apoios de primeiro, segundo
e terceiro géneros, permitindo analisar o comportamento do programa em diferentes condigdes
de contorno.

Os elementos ligados aos apoios E1, E2, E3, E4, E5 e E6 possuem comprimento de 6
metros, enquanto os demais elementos tém 3 metros de comprimento. Todos os elementos
foram considerados com perfil W410 X 38,8, cujos dados foram retirados do catalogo da
Gerdau (Gerdau, 2018).

A Figura 23 apresenta o modelo adotado para o célculo dos deslocamentos nodais, dos
fatores de carga critica e dos modos de instabilidade, desconsiderando a rotagdo das secdes

transversais.
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Dados:
200 - 10° kN/m2 , A = 0,00503m? I, =1,2777 - 10~* m* | I, = 4,04 - 10-® m*

=1,169-10°m* e v = 0,3
Figura 23 - Portico para o Exemplo 4 de validagao.

+Y

(E1) (E2)
(E3) (E4) - (E6
N e
’ . N X
v N3
N5

Fonte: Autor
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Tabela 12 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo programa desenvolvido para o Exemplo 4

N6 Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)

1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
4 0,000 0,000 0,000 -0,000 -0,001 -72,872
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
7 0,596 0,000 0,000 -0,000 -0,932 -30,153
8 0,596 0,000 0,000 -0,000 -0,886 -30,168
9 0,298 0,000 0,000 -0,000 -0,805 -4,088
10 0,298 0,000 0,000 -0,000 -1,105 -3,344
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
13 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,521 5,279
14 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,478 5,279
15 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,441 -0,230
16 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,578 -0,244
17 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
18 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
19 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,381 -1,392
20 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,344 -1,392
21 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,335 0,270
22 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,413 0,270
23 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
24 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Fonte: Autor

Os resultados fornecidos pelo programa MASTAN?2 estdo apresentados na Tabela 13.
No quarto exemplo, observa-se, nas Tabelas 12 e 13, que os noés vinculados por apoios de
terceiro género, apresentaram deslocamentos nulos, em perfeita concordancia com as condi¢des
de contorno, a aplicagdo correta dessas condi¢des se repete para os apoios de segundo e primeiro
género. Essa repeti¢do confirma que as restrigdes foram corretamente aplicadas pelo programa.
J& os nos livres da estrutura, apresentaram deslocamentos e rotagdes idénticos nos dois
programas. A coincidéncia dos resultados demonstra que, mesmo em estruturas de maior porte
e maior numero de elementos, o programa desenvolvido ¢ capaz de reproduzir com precisao o

comportamento previsto pelo MASTAN?2.
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Tabela 13 — Deslocamentos nodais fornecidos pelo MASTAN2 do Exemplo 4
N6 Dx (mm) Dy (mm) Dz (mm) Rx (mrad) Ry (mrad) Rz (mrad)

1 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
2 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
3 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
4 0,000 0,000 0,000 -0,000 -0,001 -72,872
5 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
6 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
7 0,596 0,000 0,000 -0,000 -0,932 -30,153
8 0,596 0,000 0,000 -0,000 -0,886 -30,168
9 0,298 0,000 0,000 -0,000 -0,805 -4,088
10 0,298 0,000 0,000 -0,000 -1,105 -3,344
11 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
12 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
13 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,521 5,279
14 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,478 5,279
15 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,441 -0,230
16 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,578 -0,244
17 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
18 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
19 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,381 -1,392
20 0,596 0,000 0,000 0,000 -0,344 -1,392
21 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,335 0,270
22 0,298 0,000 0,000 0,000 -0,413 0,270
23 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
24 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

Fonte: MASTAN?2

J& os fatores de carga critica do programa MASTAN?2 e do programa desenvolvido estao

na Tabela 14 com as respectivas porcentagens de divergéncia.

Tabela 14 — Comparagao dos resultados dos fatores de carga critica do Exemplo 4

Fator Carga Critica 01 02 03 04

MASTAN2 5,5 7,7 8,3 10,2
Programa Proprio 5,5 7,7 8,3 10,2
Diferenca (%) 0,0 0,0 0,0 0,0

Fonte: Autor

Os fatores de carga critica determinados pelo programa desenvolvido ndo apresentaram

nenhuma divergéncia.
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O modo de instabilidade apresentado nas Figura 24 e 25, associado ao menor fator de
carga critica, caracterizou uma instabilidade global do portico, com deslocamentos mais
expressivos nos nos livres. J4 os noés com apoios de terceiro género, permaneceram com
deslocamentos nulos em todas as dire¢des, comprovando a correta aplicagdo das condigdes de
contorno. A correta movimentagdo dos outros apoios, de acordo com os géneros, também foi
observada, isso mostra que a saida grafica da andlise linear de estabilidade estd coerente com
os deslocamentos esperados quando aplicada o menor fator de carga critica responsavel pela
instabilidade. Tanto os modos de instabilidade do programa MASTAN2 quanto o do programa

desenvolvido visualizado no Paraview, seguem o mesmo comportamento.

Figura 24 — Modo de instabilidade no programa MASTAN?2 associado ao menor fator carga
critica do Exemplo 4

Deflected Shape: Elastic Critical Load, Mode # 1, Applied Load Ratio = 5.5453
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Fonte: MASTAN?2
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Figura 25 — Modo de instabilidade do Software Parav

Fonte: Autor
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6. CONCLUSAO

O desenvolvimento da ferramenta computacional apresentada neste trabalho confirmou
a viabilidade e a eficiéncia da aplicagdo do Método Energético, associado ao Método dos
Elementos Finitos, na analise linear de estabilidade de porticos tridimensionais. A
implementa¢do em linguagem Fortran, com o suporte das rotinas numéricas da biblioteca Intel
Math Kernel Library (Intel MKL), proporcionou resultados coerentes com o do software
MASTAN?2.

Por meio dos quatro exemplos de validagdo realizados, verificou-se que o programa
desenvolvido calcula adequadamente os deslocamentos nodais, os fatores de carga critica e
identifica corretamente o modo de instabilidade do menor fator de carga critica, mesmo diante
de variacdes geométricas, diferentes tipos de apoio, propriedades de material e segdes
transversais. As pequenas divergéncias observadas nos fatores de carga critica justificam-se
pelas diferencas metodoldgicas entre os programas comparados, bem como pela consideragao
de variaveis adicionais no MASTAN2 que ndo sdo incorporadas no programa desenvolvido
neste trabalho.

Conclui-se, portanto, que o objetivo central deste trabalho foi plenamente alcangado. A
ferramenta desenvolvida constitui uma solugdo acessivel e adaptavel para a andlise de
estabilidade de porticos tridimensionais, consolidando o dominio tedrico do Método Energético
e ampliando o campo de aplicagao das rotinas computacionais.

Como trabalhos futuros, recomenda-se a expansao da ferramenta para analises nao
lineares de estabilidade, a incorporacdo de cargas distribuidas, coeficiente de empenamento,
modulo pléstico e areas efetivas de cisalhamento, bem como o desenvolvimento de uma
interface grafica interativa, de modo a tornar o programa ainda mais didatico e aplicavel em

contextos profissionais ¢ académicos.
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APENDICE A — ARQUIVO DE ENTRADA

Numero de nés (n):

8

Coordenadas dos nos:

No X y z
1 0.0 0.0 0.0
2 0.0 0.0 4.0
3 0.0 4.0 4.0
4 0.0 4.0 0.0
5 4.0 4.0 0.0
6 4.0 4.0 4.0
7 4.0 0.0 4.0
8 4.0 0.0 0.0
Numero de elementos de barras:

8

Vinculagao das barras:

Elemento nodi nod j

1 1 4

2 2 3

3 7 6

4 8 5

5 5 4

6 4 3

7 6 5

8 3 6

Quantidade de materiais:

1

Caracteristicas dos materiais:

Material E

1 200.0E+6  0.25
Quantidade de segOes transversais:

1

Caracteristicas das secoes:

Secao A Iz Ix
1 0.02 2.0E-3 3.0E-3 2.0E-3

Aplicacdo dos materiais aos elementos:

Barra Material Secao

1 1 1

2 1 1

3 1 1

4 1 1

5 1 1

6 1 1

7 1 1
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8 1 1

Numero de nés com esforgos concentrados:

4

Esfor¢os concentrados (dire¢cdes globais):

No6 Fx Fy Fz Mx My Mz
3 40.00 00.0 00.0 00.0 00.0 00.0
4 00.0 -100.0 00.0 00.0 00.0 00.0
5 00.0 00.0 00.0 00.0 -70.0 00.0
6 00.0 00.0 00.0 00.0 00.0 -120.0
Quantidade de nds com apoios fixos:

4

Apoios fixos: (1=restringido, 0=livre)

No Dx Dy Dz Rx Ry Rz

1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 1 0 0 0

7 1 1 1 1 1 1

8 0 0 1 0 0 0
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