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Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo abrangente sobre sequéncias numéricas, séries nu-
méricas, sequéncias de funcdes e séries de fungdes, articulando os fundamentos da Andlise
Real com propostas metodoldgicas voltadas ao ensino desses contetidos nos cursos iniciais de
Calculo. Inicialmente, sdo discutidas defini¢cdes formais, propriedades fundamentais e critérios
classicos de convergéncia, com o intuito de estabelecer uma base conceitual sélida e coerente.
A partir disso, com o intuito de amenizar ou extinguir possiveis dificuldades encontradas pelos
estudantes na compreensdo desses temas, o trabalho propde abordagens didéticas que fazem uso
de materiais manipuldveis, representacdes visuais e recursos tecnoldgicos, buscando favorecer a
aprendizagem significativa e reduzir os obstaculos presentes no ensino tradicional. Tais metodo-
logias permitem que o estudante visualize padrdes, estabelega relagdes conceituais e transite com
maior seguranga entre representagdes concretas e formais, contribuindo para uma compreensao
mais profunda dos fendmenos matemadticos envolvidos. A andlise das propostas demonstra que a
integracdo entre rigor tedrico e estratégias diddticas inovadoras constitui um caminho eficiente
para superar dificuldades recorrentes e promover o engajamento dos alunos. Ao final, conclui-se
que o uso de materiais concretos, figuras explicativas e softwares de apoio podem potencializar o
ensino de sequéncias e séries, tornando-o mais acessivel, intuitivo e coerente com as necessidades
da educacao contemporanea. O estudo aponta, ainda, perspectivas para pesquisas futuras que
envolvam a aplicacdo pratica das propostas apresentadas e sua avaliagdo em contextos reais de
sala de aula, contribuindo para o aprimoramento continuo das préticas pedagégicas no ensino de

Matematica.

Palavras-chave: Sequéncias, Séries, Proposta didatica.



Abstract

The present work offers a comprehensive study of numerical sequences, numerical series,
sequences of functions, and series of functions, articulating the foundations of Real Analysis
with methodological proposals aimed at teaching these topics in introductory Calculus courses.
Initially, formal definitions, fundamental properties, and classical criteria of convergence are
discussed, with the purpose of establishing a solid and coherent conceptual basis. From this,
in order to mitigate or eliminate possible difficulties encountered by students in understanding
these subjects, the work proposes didactic approaches that make use of manipulable materials,
visual representations, and technological resources, seeking to promote meaningful learning
and reduce the obstacles present in traditional instruction. Such methodologies allow students
to visualize patterns, establish conceptual relationships, and move more confidently between
concrete and formal representations, contributing to a deeper understanding of the mathematical
phenomena involved. The analysis shows that the integration between theoretical rigor and
innovative teaching strategies constitutes an effective path to overcoming recurring difficulties
and fostering student engagement. In conclusion, it is stated that the use of concrete materials,
explanatory figures, and support software can enhance the teaching of sequences and series,
making it more accessible, intuitive, and coherent with the needs of contemporary education.
The study also points to future research perspectives involving the practical application of
the proposed approaches and their evaluation in real classroom contexts, contributing to the

continuous improvement of pedagogical practices in Mathematics education.

Keywords: Sequences, Series, Didactic proposal.



Sumario

17
19
19
25
32
43
43
13.2 Proposta Didatica para o Ensino de Sequencias Numericas| . . . 43
3.3 Proposta Didatica para o Ensino de Series Numericas| . . . . . . . 46
3.4 Proposta Didatica para o Ensino de Sequencias de Funcoes| . . . 48
3.5 Proposta Didatica para o Ensino de Series de Funcoes| . . . . . . 52
4 ANALISEEDISCUSSAQ| . ... ...ttt ittt 57
4.1 Contribuicoes da Abordagem Teorica] . . . . . ... ... ... ... 57
4.2 Analise de Materiais Didaticos/ . . . . . ... .............. 57
4.3 Potencial Pedagogico dos Materiais Manipulaveis| . . . . ... .. 58
4.4 Avaliacao das Propostas Didaticas| . . . . . ... ... ........ 59
4.5 Consideracoes Sobre as Limitacoes| . . . . . . ... ... ...... 60
5 CONSIDERACOESFINAIS| . . . . ... ittt it oo n 61




17

1 Introducao

O estudo de sequéncias e séries, tanto numéricas quanto de fungdes, ocupa um lugar
central na Andlise Real e nos cursos introdutérios de Célculo. Esses conceitos constituem a
base para diversos topicos avangados, como continuidade, limites, derivadas, integrais, equagdes
diferenciais e representacdo de funcdes por séries de poténcias. Apesar disso, sua natureza
abstrata e o rigor formal exigido para o entendimento desses objetos matematicos frequentemente
se tornam obstdculos na aprendizagem, especialmente entre estudantes dos periodos iniciais
da graduacgdo e "A matematica como qualquer outro elemento se faz necessario compreendé-
la"(BONFIM, 2019, p. 4). Nesse contexto, torna-se relevante investigar caminhos didaticos que

favorecam a compreensdo intuitiva e formal desses contetidos.

Contextualizacio e Definicao do Problema

Nas praticas pedagégicas tradicionais, o ensino de sequéncias e séries costuma ser apresen-
tado de forma predominantemente algébrica e formalista, o que pode gerar um distanciamento
entre o estudante e o significado dos conceitos envolvidos. Os alunos, muitas vezes, enfrentam
dificuldades para compreender ideias fundamentais como limite, convergéncia, comportamento
assintético, propriedades analiticas e relacdo entre representacdes numéricas e funcionais. Esse
cendrio € agravado pela auséncia de recursos didaticos que facilitem a construcdo visual e
experimental desses conceitos, tornando o aprendizado excessivamente abstrato. “O ensino de
Matematica predominante em todos os niveis escolares é muito tedrico e necessita de pratica.”
(DAMAZIO; MADEIRA| 2019, p. 3)

Diante disso, o problema central que norteia este trabalho consiste em: como tornar o estudo
de sequéncias e séries mais acessivel, significativo e intuitivo para os estudantes, mantendo o rigor
matematico necessario? Surge, assim, a necessidade de propor metodologias que conciliem a
formalidade da Anélise Real com estratégias didaticas que favore¢am visualizacdo, manipulagdo
e experimentacdo, como o uso de palitos, formas geométricas e tecnologias assistivas pois
os recursos didaticos podem ser variados e vao desde uma simples embalagem até o mais
sofisticado computador (PASSOS; TAKAHASHI, 2018)). Tais recursos permitem evidenciar
padrdes, estimular o raciocinio indutivo e aproximar conteidos abstratos de representagdes

concretas, ampliando a compreensao dos estudantes e favorecendo a aprendizagem significativa.

Objetivo Geral

Analisar os fundamentos teéricos de sequéncias e séries numéricas e de funcdes e apresentar
propostas metodoldgicas que contribuam para o ensino e aprendizagem desses conteidos nos
cursos iniciais de Calculo.

Objetivos Especificos:

* Revisar e sistematizar definicdes, propriedades e resultados fundamentais sobre sequéncias

e séries numéricas.
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* Investigar conceitos, exemplos e teoremas referentes a convergéncia de sequéncias e séries

de fun¢des, com destaque para convergéncia uniforme e séries de poténcias.

* Elaborar uma sequéncia didética, incluindo atividades e possiveis recursos de visualizacdo,

que vise a facilitar a compreensao de sequéncias e séries, numéricas e de funcdes.

* Relacionar tais propostas a principios da aprendizagem significativa e a construcao indutiva

de conceitos matematicos.

Este trabalho estéd organizado em cinco capitulos. O Capitulo 1, correspondente a introdu-
¢ao, apresenta a contextualizac¢io, a problemadtica, os objetivos e a estrutura geral da pesquisa.
No Capitulo 2 sdao expostos os fundamentos tedricos sobre sequéncias e séries numéricas além
de sequéncias e séries de fungdes, abrangendo defini¢des formais, propriedades essenciais e
critérios de convergéncia, discutindo a convergéncia pontual e uniforme, as séries de poténcias
e suas principais implicagdes analiticas. O Capitulo 3 descreve as propostas metodoldgicas
desenvolvidas, detalhando o uso de materiais manipulédveis, representagdes visuais e tecnologias
assistivas no ensino dos contetidos apresentados. Em seguida, o Capitulo 4 realiza a anélise
e discussao dos resultados, estabelecendo conexdes entre os fundamentos tedricos e a pratica
pedagdgica. Por fim, o Capitulo 5 reune as consideragdes finais, destacando as contribui¢des

alcancadas, as limitacdes do estudo e possiveis dire¢des para investigacoes futuras.
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2 Fundamentos Teodricos

O presente capitulo retine os fundamentos tedricos essenciais para a compreensao de
sequéncias numéricas, séries numéricas, sequéncias de fungdes e séries de funcdes, estabelecendo
a base conceitual necessdria para o desenvolvimento das andlises e propostas metodoldgicas
apresentadas ao longo deste trabalho. Os contetdidos aqui apresentados foram elaborados com
base nas exposicoes classicas de (LIMA|[2014) e nas contribui¢des de (BARTLE; SHERBERT,
2020), que fornecem o rigor formal e a estrutura conceitual fundamental para o estudo desses

topicos da Andlise Real.

2.1 Sequéncias Numéricas

Definicao 2.1.1 Uma sequéncia de niimeros reais (ou uma sequéncia em R) é uma funcdo
x : N — R definida no conjunto N = {1,2,3, ...} dos niimeros naturais e tomando valores no

conjunto R dos niimeros reais.

Escreve-se (x,,) para indicar a sequéncia cujo n-ésimo termo € x,,. Sequéncias sdo fre-
quentemente definidas fornecendo uma férmula para o n-ésimo termo ou termo geral x,,. Por

exemplo, podemos definir a sequéncia de reciprocos dos nimeros pares escrevendo

)= (1111
:Un - 27476787"' Y

embora um método mais satisfatério seja especificar a férmula para o termo geral e escrever

(x”):(%)m ou (a:n):%.

Exemplo 2.1.1 Se b € R, a sequéncia (x,) = (b,b,b,...), cujos termos sdo todos iguais a b, é
chamada de sequéncia constante b. Assim, a sequéncia constante cujos termos sdo todos iguais
a l é a sequéncia (1,1,1,...), e a sequéncia constante cujos termos sdo todos iguais a 0 é a
sequéncia (0,0,0,...).

Exemplo 2.1.2 Se b € R, entdo (z,,) = (V") € a sequéncia (z,) = (b,b*63,...,b",...). Em

articular, se b = —, entdo obtemos a sequéncia
2

( 1 ) B (1 11 1 )
), o \274RT
Exemplo 2.1.3 A célebre sequéncia de Fibonacci F' = (f,,) é dada pela defini¢do indutiva

h=1 fo=1 foiq=/foaa+fu (n>2).

Assim, cada termo apos o segundo é a soma de seus dois predecessores imediatos. Os primeiros
dez termos de F sdo vistos como (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,...).
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Definicio 2.1.2 Uma sequéncia (x,,) € dita limitada quando o conjunto dos seus termos é

limitado, isto é, quando existem niimeros reais a, b tais que a < x,, < b para todon € N.

Isto significa que todos os termos de (x,) pertencem ao intervalo [a,b]. Quando uma

sequéncia (z,,) ndo ¢ limitada, ela é dita ilimitada.

Definicio 2.1.3 Uma sequéncia (z,,) é dita limitada superiormente quando existe um niimero
real b tal que x,, < b para todo n € N. Isto significa que todos os termos x, pertencem a
semi-reta (—oo, b|. Analogamente, diz-se que (x.,,) é limitada inferiormente quando existe a € R

tal que a < x,, (ou seja, x,, € [a,+00)) para todo n € N.

Evidentemente, uma sequéncia € limitada se, e somente se, € limitada superior e inferior-

mente.

Definicio 2.1.4 Uma sequéncia (x,,) em R é dita convergente para a € R, ou diz-se que a é o
limite de (x,,), se para todo & > 0 existe um niimero natural ng € N tal que para todo n > ny,

os termos de (x,,) satisfazem |z, — a| < e. Simbolicamente, escreve-se:

limz,=a .=. Ve>03dnoeN;n>ng= |z, —al<e.

Se uma sequéncia tem um limite, dizemos que a sequéncia € convergente; se nao tem
limite, dizemos que a sequéncia ¢é divergente.
Considere agora uma sequéncia (x,,) convergente. Nesse caso, ela ndo pode possuir dois

limites distintos; seu limite € Gnico e isso pode ser visto no teorema seguinte.

Teorema 2.1.1 (Unicidade do Limite) Uma sequéncia em R pode ter no mdaximo um limite.

Demonstragdo: Suponha que a' e a” sdo ambos limites de x,,. Para cada € > 0 existe ny € N tal
que |z, — d'| < § para todo n > ny, e existe ng tal que |v,, — a”,| < § para todo n > ng. Seja
ng 0 maior entre ng, e ng. Entdo para n > ng aplicamos a Desigualdade Triangular para obter
€
2

Como ¢ > 0 é um niimero positivo arbitrdrio, concluimos que o' — a” = 0. O

/!

£
@ =) = |0 = g — | S [ = | - < S5 =

Teorema 2.1.2 Toda sequéncia convergente é limitada.

Demonstracdo: Seja lim x,, = a. Tomando € = 1, vemos que existe ng € N tal que n > ny =
x, € (a — 1,a + 1). Seja o conjunto finito {x1, ..., Tn,,a — 1,a + 1} por ser finito admite um
menor b e um maior c elementos do conjunto. Todos os termos x,, da sequéncia estdo contidos

no intervalo [b, c| O
Exemplo 2.1.4 A sequéncia (1,2,3,...), com x,, = n, ndo converge porque ndo é limitada.

A expressdo “n suficientemente grande” significa que existe um indice natural ny € N
tal que a propriedade enunciada passa a valer a partir desse indice em diante, isto €, para todo

n > ng.



2.1. Sequéncias Numéricas 21

Teorema 2.1.3 Seja limx,, = a. Se b < a entdo para todo n suficientemente grande, tem-se
b < x,. Analogamente, se a < b entdo x, < b para todo n suficientemente grande.

Demonstracdo: Tomando ¢ = a — b, temos € > 0 e b = a — ¢. Pela definicdo de limite, existe
ng € Ntal quen > ny = a—¢ < z, < a+¢ = b < x,. A outra afirmagdo se prova

analogamente. 0

Definicao 2.1.5 Seja (x,,) uma sequéncia de niimeros reais. Dizemos que ., é
* crescente se satisfaz as desigualdades

T S a9 < S Xy STy S -

* decrescente se satisfaz as desigualdades

Xy 2 Tg 2 2Ty 2 Tpg1 =

* mondtona se ela for crescente ou decrescente.

Exemplo 2.1.5 As seguintes sequéncias sdo crescentes:
(1,2,3,4,--- .n,---),(1,2,2,3,3,3,--- ) e (a,a®,a®, --- ,a™,--- ) sea > 1.

Exemplo 2.1.6 As seguintes sequéncias sdo decrescentes:

11 1 11 1
1.2 2.0 = ... 1.2 — . ... b b2 pd ... ... 0<b<l.
< ’273 7n7 )7( 72722 72n717 ) e (7 Y Y ) ) )Se

Exemplo 2.1.7 As seguintes sequéncias ndo sdo monotonas:
(+1,—1,4+1,---, (_1)n+17 ) e (=1,42,-3, - (=1)"n, ).

O teorema a seguir estabelece condi¢des suficientes para garantir a convergéncia de uma
sequéncia, mesmo quando seu limite ainda ndo € conhecido. E, para o seu entendimento vamos

precisar das definicdes a seguir.

Definicao 2.1.6 Para um conjunto X limitado superiormente, o supremo (ou infimo superior)
€ 0 menor nimero a tal que todo elemento de X é menor ou igual a a (ou seja, a é uma cota

superior, e ndo existe nenhuma cota superior menor que a. Nota¢do: sup(X)

Exemplo 2.1.8 Para o conjunto X = (0, 1), as cotas superiores sdo todos os niimeros > 1. O

menor deles é 1, entdo sup(X) = 1, mesmo que 1 ndo esteja em X.

Definicao 2.1.7 Para um conjunto X limitado inferiormente, o infimo (ou infimo inferior) é o
maior niimero b tal que todo elemento de X é maior ou igual a b (ou seja, b € uma cota inferior,

e ndo existe nenhuma cota inferior maior que b). Notagdo: inf(X)
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Exemplo 2.1.9 Para o conjunto X = (0, 1), as cotas inferiores sdo todos os niimeros < 0. O

maior deles é 0, entdo inf(X) = 0, mesmo que 0 ndo esteja em X.

Teorema 2.1.4 Toda sequéncia monotona limitada é convergente.

Demonstragdo: Seja (x,,) mondtona, digamos crescente, limitada. Escrevamos X = {x1,...,Z,,. ..

e a = sup X. Afirmamos que a = lim x,. Com efeito, dado € > 0, o niimero a — € ndo é cota
superior de X. Logo existe ng € N tal que a — ¢ < x,,, < a. Assim,n >ng = a —€ < Tp, <

T, < a+ € edailimx, = a. O

Semelhantemente, se (z,,) é decrescente, limitada entdo lim z,, é o infimo do conjunto dos
valores z,,.

Esse teorema estabelece a existéncia do limite de uma sequéncia mondétona limitada. Ele
também nos fornece uma maneira de calcular o limite da sequéncia, desde que possamos avaliar
o supremo ou o infimo. As vezes, é dificil avaliar esse supremo (ou infimo), porém, uma vez que

sabemos que ele existe, muitas vezes € possivel avaliar o limite por outros métodos.

Definicao 2.1.8 Seja (x,,) uma sequéncia de niimeros reais e sejan; < ng < -+- < ng < ---
uma sequéncia estritamente crescente de niimeros naturais. Entdo a sequéncia (x,, ) dada por
(Tnys Trgs - v o s Trpy - - )

é chamada de subsequéncia de (x,,).
111

123
tomar os termos cujos indices sGon = 2,4,6,8, - -- e produzir a subsequéncia

111 1
/ P— —_— _— _— .« .. — .« ..
(‘T’fl) _(2,4’6’ 72]{?’ )a
ondeny =2,ny =4,...,ng =2k, .... Outras subsequéncias de (z,) = % sdo as seguintes:

111 1 111 1
f— f— f— “ e B —— Y e —_— — — DY — “ e .
1’3’5 "2k—1 2416177 (2k)

As seguintes sequéncias ndo sdo subsequéncias de (x,,) = %

111111 101010
271’47376757 e 17 737 ’57 bl °

Teorema 2.1.5 Se lim x,, = a entdo toda subsequéncia de (x,,) converge para o limite a.

Exemplo 2.1.10 Se (z,) = -+ |, A selecdo de termos indexados pares significa

Demonstragdo: Seja (x,,,, - , Ty, , - ) a subsequéncia. Dado qualquer intervalo aberto I de
centro a, existe ng € N tal que todos os termos x,, comn > ng, pertencem a I. Em particular,

todos os termos x,,, com ny > ng também pertencem a I. Logo lim x,, = a. ]

O préximo teorema, também conhecido como Teorema de Bolzano-Weierstrass garante que
mesmo quando uma sequéncia ndo converge como um todo ainda € possivel extrair dela um

comportamento ordenado e estavel por meio de uma subsequéncia
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Teorema 2.1.6 Toda sequéncia limitada de niimeros reais possui uma subsequéncia convergente.
Demonstragd@o: Para mostrar que toda sequéncia (x,,) possui uma subsequéncia mondtona,
procedemos da seguinte forma. Dizemos que um termo x,, é destacado quando x,, > x, para

todo p > n. Seja D C N o conjunto dos indices n para os quais x,, é destacado.

Caso 1: D é infinito.
Se D for infinito, escrevemos D = {n; < ny < ng < --- }. Como cada x,,, é maior ou igual a

todos os termos seguintes da sequéncia, em particular
$n1 Z‘CCTLQ ang 2 te 9

segue que (x,, ) é uma subsequéncia mondtona decrescente.

Caso 2: D ¢ finito.

Se D for finito, tomamos ny maior do que todos os elementos de D. Como ny ¢ D, o termo z,,
ndo é destacado; portanto, existe ny > n; tal que x,, > x,,. Pelo mesmo motivo, x,, também
ndo é destacado, de modo que existe ns > ny com T, > x,. Prosseguindo assim, obtemos uma

subsequéncia estritamente crescente:

Ty < Tpy < Tpy < -+

Em ambos os casos, obtemos de (x,,) uma subsequéncia mondtona. Portanto, toda sequéncia de

niimeros reais possui uma subsequéncia monotona.
0J

Teorema 2.1.7 Se limz,, = 0 e (y,) € uma sequéncia limitada (convergente ou ndo), entdo
lim(z,y,) = 0.

Demonstragdo: Existe ¢ > 0 tal que |y,| < c para todo n € N. Dado arbitrariamente € > 0,
existe ng € N tal que n > ny = |z,| < ¢/c. Entdo, n > ng = |, - yu| = |20 - |yn| <
(e/c) - c = ¢, logo lim(x,y,) = 0. O

Exemplo 2.1.11 Se x,, = % e yn, = sen(n), entdo (y,) ndo converge, mas, como —1 <y, <1,
tem-se lim(x,y, ) = lim(sen(n)/n) = 0. Por outro lado, se lim x,, = 0 mas y,, ndo é limitada,
o produto x,y, pode divergir (tome x,, = 1/n, y, = n?) ou convergir para um valor qualquer

(tome x,, = 1/ney, =c-n)
Teorema 2.1.8 Se limz,, = a e limy,, = b, entdo:
Llim(z, £y,) =a+b

2. lim(x,y,) = ab
3.1lim 2 =2 se b#0
Yo b

Demonstracao:
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1.

Dado arbitrariamente € > 0, existem ny,ny € N tais que n > ny; = |z, —a| <e/2e
n > nyg = |y, — b| < /2. Seja ng = max{ny,ns}. Entdo, se n > ng, temosn > ny e
n > ne, logo

€

228.

€
(@0 +3n) = (@ +0)] = |(@n = @) + (g = B)] < |wn — @] + |y = 0] < 5 +
Portanto, lim(x,, + y,,) = a + b. O mesmo argumento vale para lim(x,, — y,,) = a — b.

Temos ,y, — ab = T, Yy — Tub+ x,b — ab = x,(y, — b) + (2, — a)b. Pelo teorema
(x,) € limitada. Além disso, lim(y,, — b) = lim(z,, — a) = 0. Segue-se do Teorema e
da parte 1 que

lim(z,y, — ab) = lim [z,,(y, — b)] + lim [(z, — a)b] =0,
donde lim(x,y,) = ab.

Vale
Tn @  Tpb—yna

Yn b Ynb

1
Como lim(x,b — y,a) = ab — ba = 0, basta provar que (_b> € uma sequéncia limitada

X a
lim (=2 — =) =0
lnl(yn b)

2
. X a .
e portanto lim — = —. Ora, pondo ¢ = 5 temos 0 < ¢ < b% Como limy,b = b

n
para concluir que

n
segue-se do teorema [2.1.3| que, para todo n suficientemente grande, tem-se ¢ < y,b e

portanto s < —, completando a demonstragdo. U
Yn c

Exemplo 2.1.12 Seja 0 < a < 1. A sequéncia cujo termo geral é

1 — an—i—l

Tp=14+a+a*+ - +a" =
l1—a

é crescente e limitada, pois x, < 1/(1 — a) para todo n € N. Além disso,

1 n+1
lim ( —xn) = lim a =0,

n—00 —a n—oo 1 — @

portanto,

1
lim z, = lim(l+a+---+a") =

n—00 n—00 1-— CL.

A igualdade acima vale ainda quando se tem —1 < a < 1, isto é, |a] < 1. Com efeito, o

argumento se baseou no fato de que lim,,_,, a™ = 0, que persiste quando se tem apenas |a| < 1,

pois

lima|" =0 <= lima" =0.
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Exemplo 2.1.13 A sequéncia cujo termo geral é

1 1
2! n!

é evidentemente crescente. Ela também é limitada, pois

11
2<a, <1+1+-+=+-+ < 3.

2 22 2n—1

Escreveremos lim a,, = e. O niimero e é uma das constantes mais importantes da Andlise Real.
Como vimos, tem-se 2 < e < 3. Na realidade, o valor aproximado é e = 2,7182, com quatro

decimais exatos.

A seguir veremos o Teorema do Sanduiche que é amplamente utilizado no estudo de fungdes
além de servir como fundamento para diversas demonstracdes mais avancadas dentro da Andlise
Real.

Teorema 2.1.9 Se limx,, = limy, = ae x, < 2z, < y, para todo n suficientemente grande
entdo lim z,, = a.

Demonstracdo: Seja € > 0. Como x,, — a, existe n; € N tal que
n>n = |lz,—a<e = a—e<z,<a+e.
De modo andlogo, como vy, — a, existe no € N tal que
n>ny, = a—c<y, <a-+e.

Defina entdo ny = max{ni, nq}. Para todo n > ny, ambas as desigualdades acima valem, e

como x, < z, < Yy, obtemos
a—e<z, <z, <y, <a-+te.

Assim, z, € (a — €, a + €) para todo n > ng, o que prova que lim z,, = a. 0

2.2 Séries Numéricas

Nesta secdo serd apresentada uma breve introducao as séries numéricas. Os topicos abor-
dados servirdo como base para o estudo de séries de fungdes.

Uma série € uma soma s = a; + as + - - - + a, + - - - com um nimero infinito de parcelas.
Para que isto faga sentido, poremos s = li_>m (a1 + -+ - + a,). Como todo limite, este pode existir
ou ndo. Por isso hd séries convergentes g sg;ies divergentes.

A partir dos estudos sobre sequéncias numéricas definiremos o que vem a ser uma série

numérica.
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Definicdo 2.2.1 Dada uma sequéncia (a,,) de nimeros reais, a partir dela formamos uma nova
sequéncia (s,) onde

51 = Qq,

So = S1 + ao,
Sp = Sp—1 T Qp,

Os niimeros s, chamam-se as reduzidas ou somas parciais da série > a,. A parcela a,, é o
n-ésimo termo ou termo geral da série.

Se existir o limite lim s, = s, diremos que a série ) _ a,, ¢ convergente e
n—oo

Szzan:i@n:a1+a2+“'+an+"'
n=1

serd chamado de soma da série. Se lim s, ndo existir, diremos que ) _ a,, é uma série divergente.
n—o0

N L . . . . o
As vezes ¢ conveniente considerar séries do tipo ) >~ , a,,, que comegam com @, em vez

de aj.

Exemplo 2.2.1 Como jd vimos no Exemplo(2.1.12|e Exemplo quando |a| < 1, a série

geométrica
l+a+ta*+-+a"+--

é convergente, com soma igual a 1 , e asérie

1 1
Ll bt — oo
21 n!

também converge, com soma igual a e.

Exemplo 2.2.2 A série Y a, =1—1+1—1+---, de termo geral a,, = (—1)"1, é divergente,
pois a soma parcial s, é igual a zero quando n ¢é par, e igual a 1 quando n é impar. Portanto

ndo existe lim s,
n—o0

1 1 1
, cujo termo geral é a,, = m = o m tem

(1o 1N, 1
n n+1) n+1

1
Exemplo 2.2.3 A série ) m
n(n

n-ésima soma parcial

Sp = 1—1 + E +
" 2 2 3
1

Portanto i n=11stoé, ) ———=1
ortanto lim s isto é Zn(n—l—l)
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Se a,, > 0 para todo n € N, as reduzidas da série ) a,, formam uma sequéncia ndo-
decrescente. Portanto, uma série »  a,, de termos ndo negativos, converge se, e somente se,

existe uma constante k tal que
a+---+a, <k paratodon € N.

Por isso usamos a notacao

Zan < +00

para significar que a série Y a,, com a,, > 0, é convergente.
Se a,, > 0 paratodo n € Ne (a),) é uma subsequéncia de (a,), entdo

Zan <400 = Za;<+oo.

1 1
Exemplo 2.2.4 (Série Harmonica) A série >  — é divergente. De fato, se > — = s fosse
n n

= u também seriam convergentes. Além disso, como

1
convergente, entio o = te),
n

2n —1
Sop =ty + Uy, fazendo n — oo teriamos s =t + u. Mas
1 1 1 s
t — _— = = _——= -
2n 2 Z n 2

s
portanto u =t = 5 Por outro lado,

u—t= lim (u, —t,)
n— o0

(-3 (D) ()

li I S S ! >0
e 1m -
nsoo\1:2 3.4 5.6 (2n —1)(2n) ’

logo u > t, contradi¢do.

Teorema 2.2.1 Sejam > a, e > b, séries de termos ndo negativos. Se existem ¢ > 0 e ng € N
tais que a,, < cb,, para todo n > ny, entdo a convergéncia de b, implica a de ) a,, enquanto
a divergéncia de ) a,, implica a de »_ b,,.

Demonstragdo: Sem perda de generalidade, podemos supor a,, < cb, para todo n € N. Entdo
as reduzidas s, e t,, de > a, e Y _ b, respectivamente, formam sequéncias crescentes tais que
sp < cty, para todo n € N. Como ¢ > 0, (t,,) limitada implica (s,) limitada, e (s,) ilimitada
implica (t,,) ilimitada, pois

Sn

tnz_
C

o que finaliza a demonstragado. 0
Exemplo 2.2.5 Ser > 1, a série > | — converge. Com efeito, seja ¢ a soma da série geométrica
n

>(3)-

n=0
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1
Mostraremos que toda reduzida s,, da série — é < c Sejantal que m < 2" — 1. Entdo
n

cir(2e D) (2 Loy )y
Sm < —+ = —+ =+ =+ =
or g 56T

2 4 on=1 71 /9 \?
Sm<1+§+4—r+"'+m:;(§> < c.

Como a série harmonica diverge, resulta do critério de comparagdo que

1

nT‘

. , 1 1
diverge quando r < 1, pois, neste caso, — > —.
n n
Teorema 2.2.2 O termo geral de uma série convergente tem limite zero.
Demonstragdo: Se a série ) a, é convergente entdo, pondo s, = a; + --- + a,, existe
lim,, o 8, = s. Consideremos a sequéncia (t,), com t; = 0, t, = s,_1 quando n > 1.

Evidentemente, limt,, — s e s,, — t,, = a,. Portanto,
lima, = lim(s, —t,) =lims, —limt¢, =s—s=0.

i

O critério contido no Teorema [2.2.2] constitui a primeira coisa a verificar quando se quer
saber se uma série é ou ndo convergente. Se o termo geral nao tende a zero, a série diverge. A
série harmonica mostra que a condi¢do lim a,, = 0 néo é suficiente para a convergéncia de > a,,.

A seguir definiremos as Séries Absolutamente Convergentes, entendidas como séries
numéricas que convergem mesmo quando substituimos todos os seus termos pelos valores
absolutos. Esse tipo de convergéncia indica um comportamento mais estavel e robusto, pois

garante que a soma infinita permanece finita independentemente do sinal de cada termo.
Defini¢do 2.2.2 Uma série ) a,, diz-se absolutamente convergente quando ) |a,| converge.

Exemplo 2.2.6 Uma série convergente cujos termos ndo mudam de sinal é absolutamente

convergente. Quando —1 < a < 1, a série geométrica

oo
> "

n=0

é absolutamente convergente, pois |a"| = |a|™, com 0 < |a| < 1.
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O exemplo cldssico de uma série convergente » _ a,, tal que

Z la,| = +o0

1 1 1 1
_1n+1_:1__ - =
Z( ) n 2+3 4+

Quando tomamos a soma dos valores absolutos, obtemos a série harmonica, que diverge. A

¢ dado por

convergéncia da série dada segue-se do proximo Teorema.

Teorema 2.2.3 (Leibniz) Se (a,) é uma sequéncia mondtona decrescente que tende para zero,
entdo a série » (—1)""ta,, é convergente.

Demonstragdo: Seja s,, = a; — ay + -+ - + (—1)""ta,,. Entao
Son = Sop—2 T A2p—1 — A2g,

Sont1 = Sopn—1 — G2p + A2p41-

Como agy,—1 — asy, > 0, segue que (so,) € crescente. Como —asy, + aan1 < 0, segue que (So,11)

é decrescente. Além disso,

Sop—1 — S2n, = Q2 > 0,
0 que mostra que

Sg S84 < v - < S

— n

<SS9 <o <sg <t

Como lim a,, = 0, temos

lim s9, = lim $9,_1.
n—o0 n—0o0

Logo, (s,) converge e o teorema estd provado. 0J

Exemplo 2.2.7 Pelo Teorema[2.2.3] a série

i(_nnﬂ log(l + %)

n=1

é convergente. Contudo, ela ndo é absolutamente convergente, pois a série reduzida de ordem n

& k41
Sp = Zlog(%) )
k=1

é

Observe que

3 4 1
Sn, :10g2+10g(§> —{—log<§> +---+log<n;— ) ,

=log2+log3 —log2+logd —log3+---+log(n+1) —logn

=log(n+1)
e ocorre um cancelamento telescopico. Portanto,

lim s, = +o0.
n—oo
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Uma série convergente  _ a, tal que ) |a,,| = +00 chama-se condicionalmente conver-
gente.

A partir deste ponto, estudaremos o Teste de d’Alembert e o Teste de Cauchy, analisando
separadamente suas aplicacdes e critérios de convergéncia. Posteriormente, esses dois resultados

serdo unificados em um dnico teorema, evidenciando a relacdo entre ambos.

Teorema 2.2.4 Seja > b, uma série absolutamente convergente, com b,, # 0 para todo n € N.
Se a sequéncia (a, /b,) for limitada (em particular, se for convergente), entdo a série y . a,, serd
absolutamente convergente.

Demonstragdo: Se, para algum ¢ > 0, tivermos |a, /b,| < c para todo n € N, entdo |a,| <
c|b,|. Pelo critério de comparagdo descrito no Teorema a série Y a, € absolutamente

convergente.
U

Corolario 2.2.1 (Teste de d’Alembert) Seja a,, # 0 para todo n € N. Se existir uma constante

c tal que
|ant1]

|an|

<c<l1

para todo n suficientemente grande (em particular, se lim |a,, 11 /a,| < 1), entdo a série . a,,
serd absolutamente convergente.

Demonstragcdo: De fato, se para todo n suficientemente grande vale

|@pni1] o c"+1’
|an| N c"
entdao
’an+1’ < an|
Cn+1 - C_n

Assim, a sequéncia (M), formada por niimeros ndo-negativos, é decrescente a partir de certa

CTL

ordem, logo ¢é limitada. Como a série Y, ¢ é absolutamente convergente, segue do Teorema

que a série ), a,, também converge absolutamente. No caso particular em que

a
tim 12l p o,
|an]

escolhemos um niimero c tal que L < c < 1 e teremos % < ¢ para todo n suficientemente
n

grande (Teorema[2.1.3|da Secdo[2.1). Entdo caimos no caso jd demonstrado. O

Observacao 2.2.1 Quando se aplica o teste de d’Alembert, usualmente se procura calcular

lim |*22%| = L. Se L > 1 entdo a série diverge pois se tem || > 1, donde |a, 11| > |a,| para

todo n suficientemente grande e dai resulta que o termo geral a,, ndo tende para zero. Se L = 1,

o teste é inconclusivo. A série pode convergir (como no casoy % ) ou divergente (como no caso

>0
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1

——— - Considerando a série convergente
n*—3n+1

1
2

. n? , 1
lim ——— = lim ﬁzl

Exemplo 2.2.8 Seja a,, =

temos

Como Y, % é convergente, concluimos que Y, a,, também converge.

Teorema 2.2.5 (Teste de Cauchy) Se existe um niimero real c tal que W < c < 1, para
todo n suficientemente grande (em particular, se lim,,_, m < 1), entdo a série Y _ a,, é
absolutamente convergente.

Demonstracdo: Se W < ¢ < 1, entdo |a,| < ¢ para todo n suficientemente grande.
Como a série geométrica y_, ¢ é convergente, segue do teste de comparacdo que |, a,, converge
absolutamente. No caso em que existe o limite lim W = L < 1, escolhemos ccom L < ¢ < 1.

Assim, para n suficientemente grande, temos {/|a,| < ¢, e reduzimos ao caso anterior. 0

Observacao 2.2.2 No teste de Cauchy, costuma-se calcular o limite (lim {/|a,| = L). Se L > 1,
entdo . a, diverge, pois os termos ndo tendem a zero. Se L = 1, o teste é inconclusivo: a série

pode convergir ou divergir.

logn

Exemplo 2.2.9 Considere a série ) a,, onde a, = ( ) . Aplicando o Teste de Cauchy,

calculamos a raiz enésima do termo geral:

1
N /—|an| _ oin'

Como

. logn
lim
n—oo n

=0,

existe um niimero real ¢, com 0 < ¢ < 1, tal que {/|a,| < ¢ para todo n suficientemente grande.

Portanto, pelo Teste de Cauchy, a série Y . a,, é absolutamente convergente
Relacionamos aqui o Teste de d’ Alembert com o Teste de Cauchy neste teorema.

Teorema 2.2.6 Seja (a,) uma sequéncia de termos ndo nulos. Se

T A
n—oo

RS0 |an]

Demonstracdo: Suponhamos inicialmente que a,, > 0 para todo n € N. Seja € > 0. Escolhemos

constantes K e M tais que

L—-e<K<L<M<L+e.
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an+1

Como lim = L, existe p € N tal que, para todo n > p,
n—oo an
a
K < L~ r.
a’n

Multiplicando essas desigualdades desde n = p + 1 até n, obtemos
g o
K"? < —<M"P?.
ap

Reescrevendo,

n n _ Y _ Y
K'a<a, < M"p, onde a—Kp,ﬂ_Mp.

Extraindo a raiz n-ésima, K /o < {/a,, < M {/B. Como « e 3 sdo constantes, temos

lim Ya=1 e lim {/3 =1.

n—oo n—o0

Assim, para n suficientemente grande,
L—e<KVa e MRS <L+e,

o que implica
L—e< Ya, <L +e.

Portanto, lim,,_,, /a, = L, quando L > 0. Se L. = 0, o argumento é andlogo, bastando

considerar apenas M. [

n

Exemplo 2.2.10 Resulta do Teorema|2.2.6|que lim nL = e. Com efeito, pondo a,, = — vem

nl n!

%—W.Om
a1 (n+1)" 0l (n+1)(n+1)" nl n+1\"
am  (m+ 1w (n+1)-nl 'ﬁ:( ) ’
logo lim (%) = ¢, e daf lim {/a, = e.

n

2.3 Sequéncias e Séries de Fungodes

Neste capitulo, apresentamos as defini¢cdes fundamentais, exemplos cldssicos e principais
resultados envolvendo convergéncia pontual, convergéncia uniforme e séries de poténcias,
destacando suas propriedades e implicacdes analiticas. A abordagem aqui adotada segue uma
progressao légica: inicia-se com sequéncias de fungdes, avanga para a andlise da convergéncia e,
por fim, examina séries de poténcias e aplicacoes.

Seja X um conjunto de nimeros reais. Uma sequéncia de funcoes f,, : X — R é uma
correspondéncia que associa a cada nimero natural n € N uma funcio f,,, definida em X e
tomando valores reais.

Apresentaremos duas noc¢des diferentes de convergéncia para uma sequéncia de funcdes, a

convergéncia pontual e a convergéncia uniforme com a segunda tendo uma atengao maior.
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Definicao 2.3.1 Diz-se que uma sequéncia de fungoes f, : X — R, (n =1,2,...) converge
simplesmente para a funcdo f : X — R quando, para todo x € X, a sequéncia de niimeros

fi(@), ..., fulZ), ... converge para f(zx).

Assim f, — f simplesmente em X quando, dados ¢ > 0 e x € X, existe ng € N,
(dependendo de € e de x) tal que n > ng = |fu.(z) — f(x)] <e.
A convergéncia simples também pode ser chamada de convergéncia ponto a ponto ou

convergéncia pontual.

Exemplo 2.3.1 A sequéncia de fungées f, : R — R, onde f,(x) = x/n, converge simplesmente

para a funcdo f : R — R que é identicamente nula, pois para todo x € R fixado tem-se

lim, 1o (x/n) = 0.

Um tipo de convergéncia de fun¢des mais restrito do que a convergéncia simples, é a

convergéncia uniforme, que definiremos a seguir.

Definicao 2.3.2 Uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniformemente para a
funcdo f : X — R quando, para todo € > 0 dado, existe ny € N, dependendo apenas de ¢, tal
que n > ng = |fu(x) — f(x)| < € seja qual for x € X.

No plano R?, dado ¢ > 0, a faixa de raio £ em torno do grifico de f € o conjunto
F(f;e) ={(z,y) eR* z € X, f(z)—e <y < f(x)+e}.

Dizer que f,, — f uniformemente em X significa que, para todo ¢ > 0, existe ng € N tal

que o gréfico de f,,, para todo n > ny, estd contido na faixa de raio € em torno do gréfico de f.

Figura 1 — O gréfico de f,, estd contido na faixa F'(f;¢)



34 Capitulo 2. Fundamentos Tedricos

Exemplo 2.3.2 A sequéncia ( f,,) do Exemplo ndo converge uniformemente para zero em
R. Por outro lado, se X C R é um conjunto limitado, digamos |x| < ¢ para todo x € X,
entdo [, — 0 uniformemente em X. Com efeito, dado ¢ > 0, basta tomar ng > c/e. Entdo

n>ng = |folx)| = |z|/n < c/np < e.

Exemplo 2.3.3 Seja a sequéncia de fungdes continuas f, : [0,1] — R, f.(z) = 2", (n =
1,2,3,--+). Entdo (f,) converge simplesmente para a fungdo descontinua f : [0,1] — R, dada
por f(x) =0se0 <z < 1le f(1) = 1. Com efeito, para cada x € [0, 1) temos 7111—>11;>lo " =0
enquanto lim 1™ = 1. Mas ela ndo converge uniformemente no intervalo [0, 1], pois, fixando
e=1/2 st—ZlO;ualfor no € N, existem pontos x € [0, 1) tais que | fn,(z) — f(x)| > 1/2, ou seja
™ > 1/2. Observe que :cligl* " = 1. Logo, existe § > 0tal que 1 — 0 <z < 1= z™ > 1/2.
Mostraremos agora que ( f,,) converge uniformemente para a funcdo identicamente nula f em
cada intervalo [0,1 — 6] onde 0 < § < 1. Com efeito, sendo nh_)nolo(l — )" =0, dado qualquer
e > 0, podemos achar ny € N tal que n > ng = (1 — §)" < e. Entdo, para todo x € [0,1 — ¢],

temos 0 < ™ < (1 — §)" < ¢, desde que n > ny. E isso prova a nossa afirmagdo.

Asoma f = f, de uma série de fun¢des é um caso particular de um limite de sequéncia:
f =lim,_ sp,onde s, = f;+---+ f,. Tem sentido, portanto, dizer que a série > _ f,, converge
simplesmente ou uniformemente no conjunto X.

Reciprocamente, todo limite ¢ = lim,,_,, ¢, de uma sequéncia de fungdes ,, : X — R
também pode ser obtido como soma de uma série. Basta por f; = @1, fo = o — 1, f3 =

Y3 — o, -+, tem-se, entdo, f1 + fo + -+ fr = pn, de modo que ¢ = > f,.

Definicao 2.3.3 A série > f,, converge uniformemente num conjunto X se, e somente se, a

sequéncia de suas reduzidas s, = f1 + - - - + [, € uniformemente convergente em X.

Assim, dizer que ) f,, converge uniformemente para f em X significa que, dado qualquer
e > 0, existe ng € N tal que o “resto” r,(z), definido por f(z) = fi(x) + -+ + fu(z) + ru(x),
cumpre a condig@o |r,(x)| < e paratodon > ng e todo z € X.

Todas as consideragdes feitas até entdo para sequéncia de fun¢des correspondem a um
andlogo a propdsito de séries. A seguir apresentaremos algumas propriedades da convergéncia

uniforme.

Teorema 2.3.1 Se uma sequéncia de funcoes f, : X — R converge uniformemente para
f X = Recada f, é continua no ponto a € X entdo f é continua no ponto a.
Demonstracdo: Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que n > nyg = | f,,(x) — f(z)| < €/3 para todo
x € X. Fixemos um niimero natural n > ng. Como f, é continua no ponto a, existe 6 > 0 tal
quex € X; |x —a| <6 =|fulx) — fula)| <e/3, donde

F(@) = F@] < |ful@) = @)+ [ful@) = ful@)] + | fula) = @) < 5 + 5+ 5 =<

Isso prova que a funcdo f é continua no ponto a. U
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Exemplo 2.3.4 A sequéncia apresentada no Exemplo fu(x) = 2™ ndo converge uniforme-
mente em [0, 1], pois converge simplesmente para a fun¢do descontinua f - [0,1] = R, f(z) =0
se0 <z <1, f(1) =1

Definicao 2.3.4 Diz-se que uma sequéncia de fungées f,, : X — R converge monotonicamente
para a fungdo f : X — R quando, para cada x € X, a sequéncia (f,())nen € mondtona e

converge para f(x).

As sequéncias de fungdes dos Exemplos [2.3.1] e [2.3.3] convergem monotonicamente. Note

que, se f,, — f monotonicamente em X, entdo

[frr1(2) = ful@)] < [fulz) = f(2)]
paratodoz € X etodon € N.

Teorema 2.3.2 (Dini) Se a sequéncia de funcées continuas f, : X — R converge monotonica-
mente para a fungdo continua f : X — R no conjunto compacto X, entdo a convergéncia é

uniforme.

Demonstragcdo. Seja € > 0 arbitrdrio. Para cada n € N, defina
Xp={z € X; [fulz) — fl2)| = €}

Como as funcoes f, e [ sdo continuas e X é compacto, cada conjunto X,, é fechado em X e,
portanto, compacto. Além disso, como a sequéncia ( f,,) converge monotonicamente para f, os

conjuntos X,, formam uma familia decrescente:
XlDXQDXgD"' .

Pela convergéncia pontual de f, para f, para cada x € X existe n, € Ntal que |f,(z)—f(x)| <
€ para todo n > n,. Logo, nenhum ponto x € X pertence a todos os conjuntos X,, o que

implica N
ﬂ X, =0.
n=1

Como X é compacto e (X,,) é uma sequéncia decrescente de subconjuntos compactos com

intersecdo vazia, segue que existe ng € N tal que
Xny = 9.

Consequentemente, X,, = & para todo n > ny. Isso significa que, para todo x € X e todo

n > ny,
|ful@) = f2)] <e.

Portanto, a sequéncia ( f,,) converge uniformemente para f em X.
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Teorema 2.3.3 (Passagem ao limite sob o sinal de integral) Se a sequéncia de funcoes inte-
graveis f, : [a,b] — R converge uniformemente para f : [a,b] — R entdo f ¢ integrdvel

e

b b
/ f(x)dx = lim folz)dz.

n—o0 a

b b
Noutras palavras: / lim f,, = lim / fn se a convergéncia é uniforme.
n n
a a

Demonstragdo: Dado ¢ > 0, existe ng € N tal que n > ng = |f(x) — fuo(x)] < €/4(b — a)
para todo x € |a,b|. Fixemos m > ng. Como f,, € integrdvel, existe uma particdo P de [a,b] tal
que, indicando com w; e w; respectivamente as oscilagées de f e de f,, no intervalo [t;_1,t;] de

P, tem-se
Zw{(tl — tifl) < 8/2

Mas, para x,y € [t;_1,t;| quaisquer, vale:

1) = F@] < 1) = )]+ L) = F@)] + ) = F)] < i+ 55—

Portanto w; < w; +¢/2(b — a). Segue-se que

Zwi(ti —ti1) < ng(ti —ti1) + {ﬁ] Z(tz —ti1) < g - g =e.

Isto mostra que f é integrdvel. Além disso,

/abf(x) iz — /ab £ (2) da

< [17@) - fu@lds < {50 <

/U@%ﬁﬂ@ﬁx

b b
se n > ny. Consequentemente, lim fo(z)dr = / f(x)dx. O
n—oo a a

Exemplo 2.3.5 Se uma sequéncia de fungoes integrdveis f, : [a,b] — R converge sim-
plesmente para [ : [a,b] — R, pode ocorrer que f ndo seja integrdvel. Por exemplo, se
{r1,7r9, -+ T, -+ } for uma enumeragdo dos niimeros racionais de [a,b] e definimos f, como
a funcdo que assume o valor 1 nos pontos ry, - - - ,r, e é zero nos demais pontos de [a, b] entdo
(fn) converge simplesmente para uma fungdo f : [a,b] — R tal que f(z) = 1sex € QN |a, b

e f(z) = 0 se x é irracional. Podemos observar que cada f,, € integrdvel, mas f ndo é.

Os dois teoremas acima, no caso de uma série ) _ f,,, assumem as seguintes formas:

1. Se > f, converge uniformemente para f e cada f, é continua no ponto a entdo f é

continua no ponto a.

2. Se cada termo f,, : X — R é uma fun¢ao continua, com f,(z) > O paratodoxz € X e
a série ) f, converge para uma fungio continua f : X — R no compacto X entdo a

convergéncia € uniforme.
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3. Secada f, : [a,b] — R é integravel e ) _ f,, converge uniformemente para f : [a,b] — R

entdo f € integravel e fab ST falx)dr = ff fn(x)dz.

Exemplo 2.3.6 A série >~ 2 /(1 + x*)", cujos termos sdo fungdes continuas, definidas em
toda a reta, converge para a soma 1 + 2, para todo x # 0. No ponto x = 0, todos os termos da
série se anulam, logo sua soma é zero. Segue-se que a série dada converge simplesmente em

toda a reta mas a convergéncia ndo é uniforme, pois a soma é uma funcdo descontinua.

Daremos agora uma propriedade e um resultado de séries de funcdes que nao tém andlogo

para sequéncias.

Definicao 2.3.5 Uma série de funcoes f, : X — R diz-se normalmente convergente quando
existe uma sequéncia de constantes a,, > 0 tais que ), a,, converge e |f,(z)| < a, para todo
n € Netodox € X.

Exemplo 2.3.7 A série Y sin(nz)

n=1

definidas por f,(x) = sin(nz)/n?, satisfazem as relagées |f,(z)| < 1/n* para todon € N e

o € normalmente convergente pois as fungoes f, : R — R,
n

todo x € R, pois ), # € uma série convergente de niimeros reais.

O Teste de Weierstrass constitui um dos principais critérios para garantir a convergéncia
uniforme de séries de funcdes. Ele assegura propriedades como continuidade, integrabilidade e

derivabilidade do limite obtido.

Teorema 2.3.4 (Teste de Weierstrass) Dada a sequéncia de funcoes f, : X — R, seja d_ a,
uma série convergente de nimeros reais a,, > 0 tal que |f,(z)| < a, para todon € N e todo
x € X. Nestas condigdes, as séries Y |fu| € > [ sdo uniformemente convergentes.

Demonstragdo: Pelo critério de comparagdo, para todo v € X a série »_ |fn(x)| é conver-
gente; em particular, a série >, f,,(x) é pontualmente convergente. Seja ¢ > 0. Como > a,, é

convergente, existe ny € N tal que

Para cada n € N, definimos os restos

Ru(x) =) Ifu(@)l e ml@)=) ful2).

k>n k>n

Pelo critério de comparagdo termo a termo, temos

I (2)] < Ry(z) < Z a para todo x € X.

Portanto, se n > ny,

()] < Dk < € entdo Y |fy| e Y fn sdo uniformemente
convergentes. 0
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Exemplo 2.3.8 A série Z M

n=1
. |sin(nz)|
>
n=1

De forma intuitiva, (LIMA, [1999) apresenta as séries de poténcia como “polindmios

5 converge uniformemente em R, o mesmo ocorrendo com
n

infinitos” capazes de aproximar muito bem fun¢des dentro de um certo intervalo. Cada termo
acrescentado melhora a precisao, e, dentro do raio de convergéncia, podemos somar, derivar e
integrar como se fossem polindmios usuais.

Funcdes importantes podem ser expressas como somas do tipo

f('r):Zan('x_wO)n:a0+a1($—l‘0)—|—'--—|—an(m_l~0)n+...7

n=0
que constituem uma generalizacdo natural dos polindmios e recebem o nome de séries de
poténcia.

Para simplificar a nota¢do, é comum considerar o caso particular (xo = 0), onde a série
assume a forma fo:o apxt =ag+ax+---+a, "+

O caso geral reduz-se a este por meio da mudancga de varidvel y = x — xy. Assim, todos
os resultados obtidos para séries da forma » | a,,z™ podem ser adaptados, sem dificuldade, para
> an(x — x)™.

O primeiro fato a destacar sobre uma série de poténcias » -, a,(z —()" € que o conjunto
dos valores de = para os quais ela converge é um intervalo de centro z(. Esse intervalo pode
ser limitado (aberto, fechado ou semiaberto), igual a R ou até mesmo reduzir-se a um tnico
ponto. Isto serd demonstrado logo a seguir. Antes vejamos um exemplo que ilustra todas essas

possibilidades.

Exemplo 2.3.9 Pelo teste de d’Alembert, a série

o0 n

A
>

n=0
converge para todo valor de x. A série

o0
—1)"
Z ( ) x2n+1
2n +1
n=0
converge se, e somente se, x € [—1, 1]. A série

O (—1)nt1

n=1
converge se v € (—1,1) e diverge fora desse intervalo. O conjunto dos pontos x € R para os

quais a série geométrica’y ., x™ converge é o intervalo aberto (—1, 1). Finalmente, a série

o0
g n"x"
n=1

converge apenas no ponto v = (.
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Dada uma série de poténcias - a,z", a localizagdo dos pontos x para os quais ela
converge se faz por meio do teste de Cauchy (Teorema 6, Capitulo 4), o qual pde em evidéncia o
comportamento da sequéncia {/|a,|.

A . n L, e . ~ . o0 n _

Se a sequéncia {/|a,| € ilimitada, entdo a série ), a,2" converge apenas quando = = 0.

Com efeito, para todo = # 0 a sequéncia de nimeros

Vanzr| =[]/ an]

¢ ilimitada e o mesmo ocorre com |a,,z"

, logo o termo geral da série ) _ a, 2" ndo tende a zero.

Se, entretanto, a sequéncia {/|a,| é limitada, entdo o conjunto
. 1 :
R=<p>0; {/|a,| < — paratodo n € N suficientemente grande
p

€ ndo vazio. Na realidade, € facil verque se p € Re 0 < z < pentdo x € R. Logo R é um
intervalo, do tipo (0, 7), (0,7] ou (0, 400), onde r = sup R. O niimero r é chamado o raio de
convergéncia da série ) _ a,x". (Convencionaremos escrever r = +oo quando R for ilimitado.)

O raio de convergéncia r da série de poténcias » | a,z™ goza das seguintes propriedades:

1. Paratodo x € (—r,r) asérie _ a,x™ converge absolutamente. Com efeito, tomando p tal

que |z| < p < r, temos
n 1
\% ‘an‘ <
P
e consequentemente

x
Vlanzn| = ||/ |an| < % <1,

para todo n € N suficientemente grande. Logo ) a,z" converge absolutamente, pelo

teste de Cauchy.

2. Se |z| > r entdo a série Y | a,x™ diverge. Com efeito, neste caso |z| ¢ R, logo ndo se tem

Vlan| < %

para todo n suficientemente grande. Isto significa que

1
|a/TL| Z T
]
e consequentemente |a,,x"| > 1 para uma infinidade de valores de n. Logo, o termo geral

da série ) a,x™ ndo tende a zero, e ela diverge.

3. Se © = =4r, nada se pode dizer em geral: a série > a,z" pode convergir ou divergir,

conforme o caso.
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4. Se existir lim,,_,o, {/|a,| = L entdo r = 1/L (entendendo-se que r = +o00 se L = 0).

Com efeito, para todo p € R existe ny € N tal que, para n > ny,
. 1
Vlan| < -.
p

Fazendo n — oo obtemos L < 1/p, donde p < 1/L. Segue-se que

1

r=supR < —.
PR=T

Supondo, por absurdo, que fosse r < 1/L, tomariamos c tal que

<c< !
T C -
La

donde L < 1/c. Pela defini¢do de limite, terfamos

Vlan| < %

para todo n suficientemente grande, donde ¢ € R e dai ¢ < r, uma contradi¢do. Logo,
r=1/L.

Podemos resumir a analise feita acima no

Teorema 2.3.5 Uma série de poténcias »_ a,z", ou converge apenas para x = 0 ou existe r,
com 0 < r < +o0, tal que a série converge absolutamente no intervalo aberto (—r,r) e diverge

fora do intervalo fechado [—r,r]. Nos extremos —r e r, a série pode convergir ou divergir. Se

L = lim {/|a,l,

n—oo

existir

entdo r = 1/L. O niimero r chama-se o raio de convergéncia da série. Além disso, tem-se
O<p<r < V|a_n < % para todo n € N suficientemente grande.

Demonstracdo: Ver em (LIMA, 2014).

Observacio 2.3.1 Segue-se do Teorema[2.2.6] que se os coeficientes a,, forem diferentes de zero

e existir | |
. Ap+1
lim —2t = L,

n—oo  |ay|

entdo o raio de convergéncia da série »  a,x™ ér = 1/L.

Teorema 2.3.6 Uma série de poténcias >, a,x" converge uniformemente em todo intervalo
compacto [—p, p|, onde 0 < p < raio de convergéncia.

Demonstracao: A série > a,p" é absolutamente convergente e, para todo x € [—p, pl, tem-se
|a,z™| < |ay|p". Pelo Teorema[2.3.4|teste de Weierstrass, segue-se que a série Y a,x™ converge

uniformemente no intervalo [—p, p|. O
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Corolario 2.3.1 Se r > 0 ¢ o raio de convergéncia da série >, a,x", a fun¢do f : (—r,r) = R,

definida por f(x) = > a,z", é continua.

Exemplo 2.3.10 A série > a,x™ pode ndo convergir uniformemente em todo o intervalo (—r,r),
onde r é o raio de convergéncia. Isto é claro no caso da série Y x™/n!, cujo raio de convergéncia
P k P .

é infinito, para a qual r,(x) = Y. % = 2" /(n+1)! quando x é positivo. Dado ¢ > 0, ndo

importa qual n se tome, é impossivel ter r,(x) < € para todo x positivo.

Teorema 2.3.7 (Integraciao termo a termo) Seja r o raio de convergéncia da série de potén-

cias Y a,z™. Se o, B] C (—r, 1) entdo

/j (Z an:v"> dr = Z na—:l(ﬁwr1 —a™th.

Demonstracdo: A convergéncia de ), a,x™ é uniforme no intervalo [« (] pois se escrevermos

p = max{|al, |B|} < r teremos [, 3] C [—p, p|. Logo é permitido integrar termo a termo, pelo

Teorema2.3.3 O

Teorema 2.3.8 (Derivacao termo a termo) Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias
Yoo o anx™ A fungdo f : (—r,r) — R, definida por f(x) = > 7 a,x", € derivdvel, com
(@) =307 n-aya" ! e asérie de poténcias de f'(x) ainda tem raio de convergéncia r.

Demonstragdo: Seja 1’ o raio de convergéncia da série anl na,x", a qual converge se, e
somente se, T -y - na,x" ' =3 _ na,x" converge. Logo r' é também o raio de conver-
géncia desta tiltima série. Abreviemos a expressdo “para todo n suficientemente grande” por
“n>1".8Se0 < p < r entdo, tomando c com ) < p < ¢ < r, temos Q/W <1/ n> 1
Por outro lado, como lim Yn = 1, vale {/n < c/p, n > 1. Multiplicando as duas iltimas
desigualdades, vem J/na, < 1/p, n > 1. Portanto, 0 < p < 1" e, 0 < p < r'. Como é 6bvio que
0<p<rentio0 < p <r, concluimos que r = r'. Assim, as séries de poténcias y , -, a,x" e
Yot na,z"~' tém o mesmo raio de convergéncia. Fixado qualquer x € (—r,r), tomamos o p

tal que |z| < p < r. Ambas as séries convergem uniformemente em [—p, p| logo temos

f(z) = Z na,z" .

O

Corolario 2.3.2 Seja r o raio de convergéncia da série de poténcias . a,x™. A funcdo [ :
(—r,7) — R, definida por f(x) = > a,a™, € de classe C*°. Para quaisquer © € (—r,r) e
k € N tem-se
f®(z) = Zn(n —1)...(n—k+ Dayz" "
n>k

f®)(0)
ko

Em particular, ay, =
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Portanto, ag + a1 + - - - + a,x™ é o polindmio de Taylor de ordem n da fun¢do f(x) =

> a,x™ em torno do ponto x = 0.

Corolario 2.3.3 (Unicidade da representaciio em Série de Poténcias) Sejam > a,x" e b,x"
séries de poténcias convergentes no intervalo (—r,r) e X C (—r,r) um conjunto tendo 0 como

ponto de acumulagdo. Se . a,x™ =Y b,x™ para todo x € X entdo a,, = b, para todon > 0.

Com efeito, a hipitese assegura que as fungdes f, g : (—r,r) — R, definidas por f(x) =
S a,a" e g(x) = > b,a", tém as mesmas derivadas, £ (0) = g™ (0),n =0,1,2,.... Logo
an, = f™(0)/n! = g™ (0)/n! = b, paratodon > 0.
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3 Metodologia

Neste capitulo, serdo apresentadas propostas metodoldgicas voltadas para o ensino dos con-
ceitos introdutdrios de sequéncias numéricas, séries numéricas, sequéncias de funcdes e séries de
funcdes nos cursos iniciais de Calculo. As sugestdes didaticas utilizam palitos de fésforo, formas

geométricas, tecnologias assistivas e outros materiais manipuldveis como recursos pedagdgicos.

Materiais manipuldveis s@o objetos ou coisas que o aluno seja capaz de sentir, tocar,
manipular e movimentar. Podem ser objetos reais que tém aplicacdo nos afazeres do
dia-a-dia ou podem ser objetos que sdo usados para representar uma ideia (VALE,

2002, p. 5).

3.1 Fundamentos

A estratégia fundamenta-se na ideia de que a construgdo visual de padrdes favorece o
raciocinio indutivo, promove a aprendizagem significativa e possibilita ao estudante compreender

conteudos abstratos de maneira mais concreta e intuitiva.

O uso de materiais manipuldveis nas aulas de matemadtica promove vantagens na apren-
dizagem pois oportuniza a constru¢do do conhecimento de maneira ativa, permitindo
ao aluno uma atribui¢do de significado, de sentido no que se aprende (BORGES]

GUIMARAES, 2025, p. 4).

O uso de materiais concretos no ensino de Matematica apoia-se em principios de apren-
dizagem ativa, nos quais o estudante deixa de ser mero receptor de férmulas prontas e passa a
observar, manipular, comparar e formular hipéteses.

Além disso, o processo de inducdo informal, observar casos particulares e propor uma regra
geral, aproxima o estudante do método matematico de constru¢do e generalizacdo, favorecendo

a compreensdo de como as leis de formagao surgem a partir de regularidades.

3.2 Proposta Didatica para o Ensino de Sequéncias Numé-
ricas

A utilizac@o de materiais manipulativos no ensino da Matemdtica tem se mostrado uma
estratégia eficiente para favorecer a aprendizagem significativa, especialmente em conteidos de
maior nivel de abstracdo, como as sequéncias numéricas.

Entre tais materiais, os palitos de madeira se destacam pela simplicidade, acessibilidade e

potencial para visualizagao de padrdes. Nesta subsecdo, apresenta-se uma proposta metodoldgica
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que utiliza palitos como recurso diddtico para a representacao de sequéncias figurais, permitindo
que os estudantes identifiquem regularidades, formulem hipéteses e construam a lei de formagao
dos termos de forma intuitiva e investigativa.

Objetivo Geral:

Desenvolver no estudante o pensamento matemadtico por meio da exploracio de sequéncias,
estimulando a identificacdo de padrdes, a integracio entre representagdes visuais e algébricas, e
a compreensdo dos conceitos iniciais de sequéncias numéricas.

Objetivos Especificos:

1. Reconhecer padrdoes numéricos e estruturais.

2. Favorecer a constru¢do do termo geral de uma sequéncia a partir de exemplos concretos.
3. Relacionar representacOes visuais e algébricas.

4. Estimular o pensamento indutivo e argumentativo.

5. Promover autonomia intelectual na descoberta de relacoes matematicas.

6. Introduzir o conceito intuitivo de limite de sequéncia.

Materiais Necessarios: Palitos de madeira (palitos de picolé ou fésforo sem ponta),
Cartolina ou folhas A4 para apoio as construgdes, Cola (opcional), Quadro e marcadores.

Desenvolvimento: A atividade proposta serd realizada em duas aulas. Na prineira aula o
professor iniciard a atividade apresentando a no¢do de sequéncias como arranjos que seguem uma
16gica ou padrao segundo a BNCC. Em seguida, exibird representacdes iniciais de uma sequéncia
utilizando palitos, como figuras geométricas crescentes. Nesta etapa, ndo serd apresentado o
termo geral da sequéncia, a ideia € estimular a observagdo e o questionamento.

Os estudantes serdo organizados em grupos para reproduzirem com palitos 0s primeiros 5

ou 7 termos da sequéncia fornecida pelo professor como € mostrado na Figura 2.

5D

Figura 2 — Exemplos de sequéncias
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A construgdo visual ird favorecer a percep¢do da regularidade no crescimento da sequéncia.
Ap6s a construgdo dos modelos, os grupos serdo orientados a contar o nimero de palitos utilizados

em cada termo e logo em seguida irdo registrar os valores em tabelas como as apresentadas a

seguir:
Termo (n) | Representacao | Niimero de palitos
1 aq 3
2 a9 5
3 as 7
4 Qy 9
5 as
6 Qg
n Qn

Tabela 1 — Tabela de termos da sequéncia a,, = 2n + 1.

Termo (n) | Representacao | Niimero de palitos
1 aq 4
2 as 7
3 as 10
4 ay 13
5 as
6 ag
n an

Tabela 2 — Tabela de termos da sequéncia a,, = 3n + 1.

Dessa maneira os alunos analisardo a variagao entre os termos e serdo direcionados a
formular hipéteses sobre o termo geral a,,.

O papel do professor serd mediar o processo investigativo por meio de questionamentos
orientadores, tais como: “Quantos palitos sio acrescentados de um termo para outro?” ou “E
possivel relacionar o nimero do termo com a quantidade total de palitos?”. Assim, os estudantes
poderdo inferir, por exemplo, que a sequéncia cresce de trés em trés palitos, chegando a uma
expressao do tipo a,, = 3n + 1.

Na segunda aula o professor conduzird os alunos a formalizacdo, a determinacio da
lei explicita de formacdo, a constru¢do de representacdes algébricas, grificas e tabulares, e
a generaliza¢do do padrdo inicialmente observado de forma concreta. Podem ser propostas
atividades adicionais, tais como a criacdao de novas sequéncias pelos préprios alunos utilizando

palitos, a resolucao de problemas (por exemplo: “Quantos palitos s3o necessarios para construir
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o décimo termo?”’) e a comparagdo de diferentes sequéncias representaveis com palitos, como
lineares e quadréticas.

Avaliacao: A avaliacdo contemplard a participacdo e o envolvimento na construgdo das
representacdes, a clareza e a coeréncia na argumentacao sobre o padrdo identificado, a correcao e
a adequacdo da formulacao do termo geral, a resolucdo de questdes aplicadas a termos especificos

e a elaboracdo de um pequeno relatdrio descritivo sobre o processo de descoberta.

3.3 Proposta Didatica para o Ensino de Séries Numéricas

O ensino de séries numéricas costuma representar um desafio significativo para estudantes
dos cursos introdutodrios de Calculo, devido ao carater abstrato do conceito de soma infinita. Para
amenizar esse obstdculo, propde-se uma abordagem didética que utiliza representagdes visuais e
manipulativas, permitindo que os alunos construam uma intui¢do mais sélida sobre convergéncia,
limites parciais e comportamento das séries.

O estudo de séries demanda a compreensao de acimulo progressivo. "O material manipula-
vel é um recurso inicial, que exerce a funciao de mediar a constru¢do do conhecimento"(BORGES;
GUIMARAES., 2025, p. 6). Assim, s@o sugeridos recursos visuais como blocos geométricos, tiras
de papel, areas coloridas, e ferramentas digitais de simulag@o. Esses instrumentos possibilitam
que o estudante veja a soma se aproximando de um valor limite, favorecendo uma aprendizagem
significativa e investigativa.

Objetivo Geral:

Promover a compreensdo conceitual e visual das séries numéricas, desenvolvendo uma
intuicao solida sobre soma infinita e convergéncia, por meio da exploracdo geométrica, andlise
de somatdrios parciais e formalizacao matematica

Objetivos especificos:
1. Desenvolver uma intuicao concreta sobre a ideia de soma infinita.
2. Visualizar, por meio de representacdes geométricas, o comportamento dos termos parciais.
3. Compreender o conceito de convergéncia e divergéncia.
4. Relacionar representagdes geométricas, tabelas de somatdrios e formalizagdo matematica.
5. Estimular o raciocinio investigativo na andlise de séries cldssicas.

Materiais Necessarios: Tiras de papel coloridas com comprimentos proporcionais aos
termos da série, quadrados ou retdngulos de papel representando dreas, folhas quadriculadas ou
malhas cartesianas, régua, tesoura, projetor e software de simulagcdo (GeoGebra).

Desenvolvimento: A proposta apresentada serd realizada em duas aulas. Na primeira aula

o professor apresentard a pergunta norteadora: “E possivel somar infinitos termos e obter um
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resultado finito?”. A partir disso, mostrard um exemplo cléssico:
11 1 1
PR T

Sem revelar o resultado, ele ird propor que os alunos investiguem o comportamento da
soma parcial até um termo especifico.

Os estudantes receberao dois quadrados de papel, um servird como base e o outro serd
recortado em tiras para representar os termos da soma. Os termos da série geométrica serdao
representados da seguinte maneira: o primeiro termo ¢ metade do quadrado, o segundo é metade
da metade, o terceiro € metade do termo anterior, € assim sucessivamente. Os alunos irdo colar
ou posicionar as figuras uma ao lado da outra em cima do quadrado que serd a base de acordo
com a ordem de cada termo, observando que sempre sobra espaco de maneira que cada novo
termo preenche uma parte menor € que a soma se aproxima, mas nunca prenche a area total do

quadrado. Essa visualizacdo permite compreender geometricamente que a série converge para 1.

Figura 3 — Atividade visual de séries

Ap6s a manipulacdo visual, o professor orientard os alunos a construirem uma tabela como:

n | Sn =D o ln
2 0,5

: 0,75

z 0,875

N K NS Y G I NG Iy

Tabela 3 — Tabela de termos da série
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Dessa forma, os alunos serdo induzidos a relacionar a representacdo concreta da drea com
os valores numéricos da soma. Assim, poderdo ser capazes de perceber que o acréscimo em S,
vai se tornando cada vez menor a medida que novos termos sao somados e que a sequéncia das
somas parciais se aproxima cada vez mais de um valor limite, o qual corresponde ao valor da
série.

Na segunda aula serd apresentada os conceitos de limite da séries e sendo a mesma
convergente quando possui um limite e divergente, caso contrario. O professor conduzird a
discussdo inicial com perguntas do tipo “Os termos estdo ficando menores ou maiores?”, “O que
aconteceria se continudssemos somando?” e “O espaco restante tende a desaparecer?”. Desta
maneira levard os alunos a perceberem que a série converge porque seus termos diminuem e
tendem a zero, enquanto a drea ocupada pela soma se aproxima de 1 quadrado sem ultrapassar.
Esse momento ird prepara o terreno para a apresentar a divergéncia.

Apds compreenderem a convergéncia, o professor propde outra série:
14+2+3+4+5+ - +n+---.

Usando tiras de papel todas de mesmo tamanho, os alunos rapidamente perceberdo que a

[1¥+4

soma cresce indefinidamente, que a “area total” ndo pode conter todas as partes e, portanto, que
a série diverge; esse contraste visual e intuitivo ajuda a solidificar o conceito de divergéncia. O
professor poderda complementar a atividade utilizando simulacdes no GeoGebra, apresentando
animacodes das somas parciais, o grafico da sequéncia s,, se aproximando do limite. Esses recursos
tecnoldgicos enriquecem a compreensdo dos alunos ao tornarem mais clara a dindmica.
Avaliacao: A avaliacdo da aprendizagem incluird a producao de relatérios nos quais os
alunos descreverdo a experiéncia realizada, a participacdo em discussoes orais com justificativas
sobre o fendmeno da convergéncia, a resolucdo de exercicios envolvendo o cdlculo de somas
parciais e a classificacio de séries como convergentes ou divergentes com base nas representacoes
visuais construidas em sala; desse modo, serd verificado ndo apenas a compreensdo técnica, mas

também a capacidade de interpretar e argumentar sobre o comportamento das séries.

3.4 Proposta Didatica para o Ensino de Sequéncias de
Funcbes

O ensino de sequéncias de funcdes apresenta desafios especificos, pois envolve duas
camadas de abstracdo: a compreensao das func¢des individualmente e a andlise do comportamento
coletivo dessas fungdes ao longo do indice n. Para minimizar essas dificuldades, recomenda-se
empregar atividades que associem representacdes graficas, manipulagdo digital e construg¢ao
conceitual gradual, de modo que os alunos possam visualizar, comparar e inferir propriedades
da convergéncia pontual e uniforme e por isso "O Geogebra € um aplicativo que s6 tem a
contribuir, além de disponibilizar uma variedade de ferramentas e possibilidades de visualizagcdao
do conteddo trabalhado"(OLIVEIRA, 2021} p. 23).
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Objetivo Geral:

Promover a compreensdo conceitual das sequéncias de fun¢gdes por meio de abordagens
investigativas e representacoes graficas, permitindo que desenvolvam a habilidade de identificar
padrdes de convergéncia e construam, de forma intuitiva e fundamentada, os conceitos de
convergéncia pontual e convergéncia uniforme.

Objetivos Especificos:

1. Desenvolver nos estudantes a capacidade de analisar o comportamento de funcdes ao

longo de uma sequéncia.

2. Favorecer a diferenciac@o entre convergéncia pontual e convergéncia uniforme de maneira

intuitiva.
3. Promover habilidades de interpretacio grafica e reflexdo conceitual.
4. Estimular a investigacdo matematica por meio de recursos digitais, como GeoGebra.
5. Auxiliar na construg¢do do conceito de limite de uma sequéncia de fungdes.

Materiais Necessarios: Computadores, celulares ou tablets com acesso ao GeoGebra
(classico ou grafico), quadro branco ou projetor digital, papel milimetrado (opcional, para
representacdes manuais), roteiro impresso com atividades (opcional).

Desenvolvimento: A seguinte proposta serd implementada em quatro aulas. Na primeira
aula o professor iniciard apresentando um problema visual simples: “Observe a sequéncia de
graficos abaixo. O que acontece com essas fun¢des a medida que n cresce?"Em seguida, ird

exibir um exemplo concreto de sequéncia de fung¢des, como
fa(z) = 2"

mostrando no GeoGebra os graficos de f1, fa, f3, f5, fi0 € assim por diante. A partir das represen-
tacoes, o docente conduzird a anélise por meio de perguntas norteadoras, como: “O grafico esta se
aproximando de alguma fun¢@o?”, “Todos os valores de x se aproximam igualmente rapido?”, “O
que acontece quando n — 00?". Essa abordagem intuitiva introduzird a ideia de comportamento
do limite de funcdes e prepara os alunos para as defini¢des formais de convergéncia pontual e
uniforme que serdo estudadas posteriormente.

A segunda aula serd destinada a observacao do comportamentos de sequéncias de fungdes.

O professor exibira sequéncias de graficos no GeoGebra, como por exemplo:
l. fo(z) =2™em [0, 1]

7. gn(x) _ sin(nz)

n

3. gn(®) = e
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n=1 H
@ H
1 @ 100 ()
f(x) = Se(0 <x<1,x")
=x (0sx<1)
+ | Entrada..

14 16
"» Suite GeoGebra Calculadora
Figura4 — 2" em (0, 1] quando n = 1
. n=2 :
1 @ 100 (3)
® filx) = Se(0 <x<1,x")
=2, (0<x<1)
+ | Entrada..
/ n=2
@®
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"y Suite GeoGebra Calculadora
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Figura 5 — 2" em (0, 1] quando n = 2
n =100 : o
1 e— 100 (3)
® f(x) ;}Ss(ﬂ <x<1,x")
= x% (0<x<1)
+ Entrada...
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¢ Suite GeoGebra Calculadora
L) 0.

Figura 6 — 2™ em (0, 1] quando n = 100
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Os alunos deverdo observar, comparar e registrar caracteristicas essenciais dos graficos,
como a forma da curva, a rapidez com que determinadas regides se modificam e se a convergéncia
ocorre em todo o intervalo ou apenas em pontos especificos. Para isto o professor ird orientar a
andlise, propondo indagacdes como: “A sequéncia converge? Para qual fun¢cdo?”, “Para quais
valores de x a convergéncia ocorre mais rapidamente?” e “H4 pontos em que ndo ocorre
convergéncia?”’. Essa etapa serd fundamental para desenvolver a intui¢do visual dos estudantes,
preparando-os para compreender, mais pra frente, as definicdes formais de convergéncia pontual
e uniforme.

Na terceira aula acontecerd o momento da investiga¢do guiada, os alunos serdo separados
em grupos e cada grupo receberd uma sequéncia de fun¢des e deverdo fazer a manipulacdo no

GeoGebra. Exemplo Sugerido
fal) = 7—
n\T) = 77—,
14+ nx

a partir da sequéncia os alunos irdo representar fi, fs, f3, f5, f10 elaborando uma tabela com
valores numéricos, além de descreverem verbalmente o comportamento de f,,(x) para valores
pequenos e grandes de x. Os alunos serad induzidos a formular hipéteses sobre o limite da
sequéncia de funcdes. As atividades realizadas nessa aula desenvolverd nos alunos a capacidade

de generalizacdo baseada em dados.

X f1 (ZE) f2 (ZE) f5 (I) f10 (l’) Tendéncia

Tabela 4 — Exemplo de tabela de representacao

Por fim, na quarta aula ocorrera a generalizacdo, o professor ird conduzir o processo para
a defini¢do formal. Discussdes importantes serdo desenvolvidas a partir das observacoes dos
alunos. Primeiro, serd abordada a convergéncia pontual, destacando que, em muitos exemplos,
as func¢des realmente se aproximam da fungdo-limite para cada ponto do dominio, mas essa
aproximacao ndo ocorre com a mesma intensidade em todo o intervalo. Em seguida, o professor
introduzird a ideia de convergéncia uniforme e questionard se “todas as partes do grafico” se
aproximam com a mesma rapidez. Por fim, o docente evidencira a diferenca entre os dois tipos
de convergéncia por meio de exemplos visuais, como a sequéncia f,,(x) = z™ no intervalo [0, 1],
que converge pontualmente, mas nao uniformemente, ressaltando como o comportamento grafico
ajuda a compreender essa distingdo.

Avaliacao: A avaliacdo da aprendizagem serd conduzida de forma integrada, valorizando
tanto a andlise conceitual quanto a interpretacdo visual dos estudantes. Relatdrios escritos
podem registrar a evolucdo das sequéncias de funcdes, permitindo que os alunos descrevam,

com suas préprias palavras, os comportamentos observados. Além disso, justificativas orais
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sobre convergéncia pontual e uniforme ajudam a verificar a compreensao tedrica e a capacidade
de argumenta¢do matematica. Exercicios envolvendo tabelas e graficos permitirdo explorar a
leitura e comparacdo de diferentes sequéncias, enquanto atividades de classificagdo, identificando
quais sequéncias convergem ou divergem com base nas representacdes visuais, consolidardo a

interpretacdo intuitiva e formal dos conteddos.

3.5 Proposta Didatica para o Ensino de Séries de Funcdes

O estudo de séries de fungdes esta entre os temas mais abstratos do curriculo de Calculo e
Andlise, pois exige do estudante a compreensdo simultanea de trés ideias fundamentais: a soma
infinita, a variacdo funcional e os diferentes tipos de convergéncia. Para reduzir a carga cognitiva
associada a esses conceitos e favorecer uma aprendizagem mais autdnoma, propde-se uma
abordagem diddtica que integra visualizacdo, experimentacdo, manipulacdo algébrica gradual e
interpretacdo grafica. Essa proposta dialoga diretamente com a necessidade de apoiar o estudante

no enfrentamento das dificuldades tipicas desse conteudo, uma vez que

(...) o estudo da Matemitica € algo que deixa a maioria dos alunos bem preocupados
isso € fato, pois, sabe-se que alguns apresentam muitas dificuldades em aprender certos
contetidos. E af que entra o uso de um recurso tecnolégico para auxiliar o aluno no
contetido em que o mesmo ndo estd conseguindo compreender da maneira tradicional
mostrada pelo professor (OLIVEIRAL 2021} p. 13).

O software educativo proporciona aos alunos uma melhor visualizacdo do contetido
abordado levando o mesmo a pensar e refletir sobre o que estd sendo trabalhado naquele
momento em sala de aula, isso faz com que o aluno tire suas proprias conclusdes sobre
o conteudo exposto e que ele aprenda a pensar e ndo espere que o professor ja venha

com suas respostas prontas e acabadas (OLIVEIRAL 2021} p. 9).

Dessa forma, o uso de tecnologias e recursos visuais torna-se um componente essencial
para tornar o estudo das séries de fungdes mais acessivel, significativo e alinhado as necessidades
reais dos estudantes.

Objetivo Geral:

Levar o estudante a compreender o comportamento de séries de funcdes a partir da andlise
de suas somas parciais, investigando critérios de convergéncia pontual e uniforme em séries de
poténcias, de modo a desenvolver intuicdo sobre soma infinita.

Objetivos Especificos:
1. Desenvolver a intui¢do sobre soma sucessiva de fungdes.
2. Compreender quando uma série de funcdes converge ou diverge.

3. Visualizar como as parcelas (termos parciais) aproximam o somatorio final.
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4. Diferenciar convergéncia pontual e convergéncia uniforme.
5. Construir a ideia de intervalo de convergéncia (no caso de séries de poténcias).
6. Promover a compreensao do comportamento global e local da série.

Materiais Necessarios:GeoGebra (versao grafica ou cldssica), projetor multimidia ou
lousa digital, Computadores, tablets ou celulares com acesso ao software, folhas de registro,
tabelas e cadernos para célculos.

Desenvolvimento: Essa proposta administrada em duas aulas. Na primeira aula o professor
iniciard com uma pergunta simples, mas instigante: “E possivel somar infinitas fungdes e ainda
obter algo que faca sentido? Como saber se essa soma infinita realmente se comporta como uma
funcdo definida?” Em seguida, apresentard uma série de funcdes que os alunos ja conhecem

intuitivamente, como por exemplo:
i x".
n=0
O professor fard as seguintes indagagdes para os alunos, "Para quais valores de x essa soma
faz sentido?O que significa ’somar infinitos termos’ nesse contexto?"e "O que significa “somar
infinitos termos” nesse contexto?", assim, os alunos comecarao a reconhecer a dificuldade real:

como visualizar algo infinito?

Utilizando o GeoGebra, o professor ird exibir a soma parcial geometrica
sn(z) =1+ + 2 +2° + 2.

Os estudantes deverdo observar como o grafico do termo parcial s, (x) se transforma
conforme o valor de n aumenta. Uma andlise guiada serd conduzida por meio de perguntas
norteadoras que estimulam a reflexdo dos alunos sobre o comportamento das séries de funcdes.
O professor fard questionamentos de como o grafico se modifica 2 medida que n cresce e se a
curva parece estabilizar para determinados valores de x, incentivando dessa maneira a percepgao
de padrdes visuais de convergéncia. Também serd investigado pelos alunos se existem valores
de x para os quais o gréfico se torna instavel ou “explode”, promovendo a identificacdo de
regides onde ndo ha convergéncia. Por fim, o docente questionard para quais valores de x os
somatdrios parciais convergem, o docente direcionard os estudantes a compreensao do intervalo
de convergéncia. Essa etapa € essencial para o desenvolvimento da intui¢do dos alunos sobre o
comportamento local e global das séries de funcdes.

Na segunda aula haverd uma investigacio guiada em grupos. Os estudantes sao organizados
em equipes e recebem diferentes séries de fungdes para andlise, como uma série de poténcias
oo (=1)"z"

e uma série alternada ) ° | 5.

Cada grupo construird graficos dos termos parciais no GeoGebra, preencherdo tabelas com

simples S°°° | nz™, uma série trigonométrica Y °° | Sn(n)

valores de s, (x) para diversos pontos .
Os alunos observardo se hd indicios de convergéncia e irdo conjecturar, quando possivel, a

fungdo-limite. Além disso, os estudantes fardo a comparagdo do comportamento da série para
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v | Y filz) | D fa(w) | X fs(w) | Y- fio(z) | Tendéncia

Tabela 5 — Exemplo de tabela de representacdo

diferentes valores de z e verificardo se a convergéncia ocorre de modo uniforme ou apenas
pontual. Espera-se estimula a autonomia, o raciocinio investigativo e a capacidade de formular
hipdteses fundamentadas em evidéncias visuais € numéricas.

Ap6s a exploracdo visual, o professor retomara a discussio e conduzird os estudantes para
a fundamentacao tedrica. Nesse momento, serd destacado que uma série de fun¢des converge
pontualmente em um ponto x sempre que a sequéncia de somatérios parciais s, () converge.

Em contraste, a convergéncia uniforme exige uma condi¢ao mais forte, a aproximacao
ocorre de maneira homogénea em todo o intervalo considerado. O professor também evidenciard
fendmenos importantes observados anteriormente nos graficos, tais como convergéncia apenas
em pontos isolados, convergéncia restrita a certos intervalos, divergéncia fora do intervalo de
convergéncia e até mesmo a perda de propriedades como continuidade ou derivabilidade quando a
convergéncia ndo € uniforme. Assim, esta etapa formalizara teoricamente aquilo que os alunos ja
haviam percebido empiricamente, consolidando a ponte entre intui¢do visual e rigor matemaético.

Avaliacao: A avaliacdo da aprendizagem envolvera a anélise dos relatérios produzidos
pelos estudantes, verificando a qualidade das conjecturas formuladas e a consisténcia das jus-
tificativas apresentadas. Incluird também a interpretacao dos graficos dos somatorios parciais,
permitindo avaliar se o aluno compreende o comportamento da série ao longo do dominio. Outro
aspecto importante serd o reconhecimento correto do intervalo de convergéncia e a capacidade
de classificar a convergéncia como pontual ou uniforme. Por fim, espera-se que o estudante seja
capaz de explicar com clareza a diferenca entre uma série numérica e uma série de funcoes,

evidenciando compreensdo conceitual sélida.
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4 Analise e Discussao

A andlise dos fundamentos tedricos e das propostas metodoldgicas apresentadas neste
trabalho permite observar a relevancia de integrar o rigor matematico da Andlise Real com
estratégias diddticas acessiveis e coerentes com os processos de aprendizagem. Este capitulo
ird dispor sobre como os conceitos de sequéncias e séries poderiam ser melhor compreendidos
por meio de abordagens visuais, manipulativas e investigativas, com a finalidade de ampliar a

compreensdo conceitual dos estudantes e favorecer uma aprendizagem significativa.

4.1 Contribuicoes da Abordagem Teorica

A fundamentacio tedrica exprlorada no segundo capitulo mostrou que sequéncias e séries
constituem uma estrutura matematica essencial para a compreensdo dos conceitos de limite e
continuidade, afinal "A aquisi¢ao do pensamento matematico acontece sistematicamente, ou seja,
s6 posso acompanhar um pensamento se compreender outro."(BONFIM, 2019, p. 4). A andlise
formal desses objetos, como critérios de convergéncia, teoremas de comparagdo, propriedades
de sequéncias mondtonas, convergéncia absoluta e uniforme, evidencia o papel central dessas
ideias na formagdo matematica rigorosa.

Esse aprofundamento tedrico € indispensavel tanto para professores quanto para estudantes,
pois fornece os fundamentos necessério para compreender fendmenos mais complexos no Célculo

e na Analise Real.

4.2 Analise de Materiais Didaticos

Dentre os livros diddticos mais utilizados no ensino de cédlculo realizou-se uma revisao
bibliografica de dois livros didaticos, (STEWART), [2014) e (GUIDORIZZI, [2011). A obra de
Stewart apresenta os temas de sequéncias e séries de maneira progressiva, o livro oferece uma
abordagem clara o que facilita a transi¢cdo entre cdlculo e conceitos mais abstratos. Em termos de
profundidade, Stewart evita demonstragdes formais longas, privilegiando justificativas intuitivas
e exemplos visuais, 0 que torna o texto acessivel a estudantes iniciantes. Os exemplos costumam
relacionar séries a problemas fisicos, geométricos ou tecnoldgicos. A obra utiliza abundantes
recursos gréficos e tabelas para ilustrar convergéncia, somatorios parciais € comportamento de
funcdes aproximadas por séries, o que reforga seu cardter pedagdgico e orientado ao aprendizado
visual.

Por outro lado, a obra de Guidorizzi adota uma abordagem mais formal e tedrica, ainda
que acessivel, seguindo uma estrutura rigida, o exemplar segue a seguinte ordem comec¢ando

por sequéncias, desenvolve séries numéricas e posteriormente séries de fungdes, com atencao
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especial a convergéncia uniforme e séries de poténcias. O autor oferece defini¢des mais rigorosas
e inclui demonstracdes completas de resultados importantes. Os exemplos apresentados tendem a
ser mais abstratos, com aplicagdes ocasionais, mas geralmente voltados a compreensao estrutural
dos conceitos. O livro utiliza graficos e comparacdes de forma mais pontual. Apesar disso,
sua abordagem pedagdgica € organizada e sistemadtica, destinada ao desenvolvimento do rigor
conceitual.

Contudo os conceitos como convergéncia, divergéncia, aproximagao e comportamento
assintotico nao sdo intuitivos para grande parte dos alunos, o que torna o estudo inicial de
Andlise Real especialmente desafiador. Essa dificuldade é reforcada pela observacio de que "E
muitas vezes mais facil para os alunos falar de modelos fisicos ou pictoriais do que de ideias
abstratas."(VALE, 2002, p. 6), evidenciando a importancia de estratégias didaticas que tornem
esses conceitos mais concretos e acessiveis.

Além disso, conteidos como convergéncia uniforme, raio de convergéncia de séries de
poténcias ou testes como o da razdo e o da raiz exigem habilidades de visualizag@o e andlise que
nem sempre sdo estimuladas no ensino tradicional. Muitos estudantes compreendem os cédlculos,
mas nao compreendem o significado matematico subjacente. Esse cendrio indica que estratégias
exclusivamente algébricas ndo sdo suficientes para garantir compreensdo profunda. Portanto, a
analise dos materiais didéticos refor¢a a importancia de propostas pedagdgicas que articulem
rigor e intuicdo, aproximando o estudante das ideias fundamentais da Andlise Real sem desprezar

os recursos didaticos que tornam o tema mais concreto e acessivel no ensino de Célculo.

4.3 Potencial Pedagdgico dos Materiais Manipulaveis

Os materiais manipuldveis sdo objetos disponiveis para o professor e alunos, com
o intuito de trabalhar com conceitos matemdticos de forma que venha a facilitar a
compreensdo e o desenvolvimento do aluno, além de trabalhar de forma prazerosa

(ALVES| 2016, p. 6).

As propostas metodoldgicas apresentadas no Capitulo 3 pretedem suprir as lacunas causa-
das pelas limitacdes do ensino tradicional de sequéncias e séries. Para isto, se faz necessario a
utilizacdo de palitos, formas geométricas, quadros visuais e tecnologias assistivas como ferramen-
tas para explorar padroes e induzir a formalizacdo matemaética. Espera-se com a implementacao
dessas atividades a constatacdo de que o uso de materiais manipuldveis pode contribuir signi-
ficativamente para o desenvolvimento do pensamento indutivo e da percepcao estrutural dos
conceitos estudados, afinal "(..) ensinar ndo € transferir conhecimento, mas criar possibilidades
para sua prépria producdo ou sua constru¢ao” (FREIRE,|1996, p. 12).

Por exemplo:

* Sequéncias numéricas: podem ser representadas por figuras construidas com palitos,

permitindo ao estudante visualizar progressdes aritméticas e geométricas, ou identificar
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comportamentos de crescimento e estabilizagdo.

* Séries numéricas: especialmente as parciais, podem ser apresentadas como composigdes

acumulativas de elementos, facilitando a compreensdo do processo de soma infinita.

* Sequéncias de funcoes: podem ser exploradas por meio de gréficos sobrepostos, evi-
denciando visualmente a aproximacao funcional e o papel da convergéncia pontual e

uniforme.

* Séries de funcdes: como as séries de poté€ncias, podem ser trabalhadas com softwares
como o GeoGebra, permitindo manipular dinamicamente o nimero de termos e observar o

impacto sobre a aproximacao da funcao.

Os recursos fisicos podem promover maior engajamento e reduzir a ansiedade matematica,
além de criarem um ambiente de descoberta ativa, favorecendo a internaliza¢do dos conceitos.
Essa percepcao estd alinhada a ideia de que “Os materiais concretos permitem que os alunos
trabalhem em contato direto com eles; permitem uma representacao de uma ideia matemaética
através de objetos a trés dimensdes"(VALE, 2002, p. 7). Dessa maneira podera ser refor¢ado
mediante a implementacdo das propostas que a interacdo direta com representacoes fisicas

contribui bastante para a compreensdo dos contetddos e para a construcao de significados.

4.4 Avaliacao das Propostas Didaticas

As propostas metodoldgicas apresentam potencial para melhorar o desempenho e a com-
preensdo dos estudantes, especialmente em contetddos tradicionalmente considerados de dificil
abstracdo. As atividades permitirdo uma maior participacdo ativa dos estudantes, estimulo ao
pensamento investigativo, construcdo de conexoes entre diferentes representacoes matematicas,
desenvolvimento do raciocinio 16gico-dedutivo, compreensao mais intuitiva dos conceitos de

convergencia, transi¢cdo facilitada para o formalismo da Andlise Real.

No contexto da Matemdtica, a aprendizagem nesta perspectiva depende de acgdes
que caracterizam o fazer matematica: experimentar, interpretar, visualizar, induzir,
conjecturar, abstrair, generalizar e enfim demonstrar. E o aluno agindo, diferentemente
de seu papel passivo frente a uma apresentacdo formal do conhecimento, a qual é
baseada essencialmente na transmissdo ordenada de ’fatos’, geralmente na forma de

defini¢des e propriedades. (GRAVINA; SANTAROSA/ 1999, p. 16)

As tecnologias assistivas, como o GeoGebra, mostram-se altamente eficazes para a visuali-
zacdo do comportamento de funcdes e para a manipulacdo dos termos das séries, favorecendo a
construcao gradual de conceitos abstratos a partir de representacdes explordveis. Tal perspectiva
dialoga diretamente com a afirmacdo de que "A tecnologia € essencial para a educacao e deve

sim estar presente nas aulas de Matematica"(OLIVEIRAL 2021}, p. 13). Sendo assim reforcado
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que sua presenca nao € apenas desejavel, mas necessdria ao processo de aprendizagem. Com-
plementarmente, a ideia de mediacdo tecnoldgica é aprofundada quando se reconhece que "A
tecnologia digital coloca a nossa disposi¢cao ferramentas interativas que incorporam sistemas

dindmicos de representacdo na forma de objetos concreto-abstratos"(GRAVINA; BASSO\ 2012,
p. 14)

4.5 Consideragdes Sobre as Limitagbes

Apesar de seus beneficios, reconhece-se que as propostas metodoldgicas niao eliminam
a necessidade do estudo formal além de que nem sempre é possivel representar conceitos
abstratos. O rigor técinico continua tendo sua importancia na Andlise Real. Conteudos como
demonstracdes, propriedades tedricas e critérios rigorosos de convergéncia continuam exigindo
dedicagdo e aprofundamento.

Além disso, "O uso de materiais manipuldveis pressupde planejamento, intencionalidade
de modo a interligd-los aos conceitos matemaéticos, avaliando se atende aos objetivos estabeleci-
dos."(BORGES; GUIMARAES| 2025, p- 3). No entanto, tais limita¢des nao reduzem o valor
pedagdgico das atividades, que se mostram altamente vantajosas quando integradas de forma

coerente ao processo de ensino.
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5 Consideragoes finais

O presente trabalho teve como objetivo investigar fundamentos tedricos e propostas meto-
doldgicas voltadas ao ensino de sequéncias numéricas, séries numéricas, sequéncias de fungdes e
séries de fungdes nos cursos introdutérios de Célculo. Para isso, analisaram-se defini¢des, propri-
edades, exemplos e critérios de convergéncia desses objetos matematicos. Complementarmente,
foram apresentadas e analisadas propostas metodoldgicas baseadas em materiais manipuldveis,
recursos visuais e tecnologias assistivas, buscando aproximar o rigor matemético da Andlise
Real de estratégias de ensino mais acessiveis, intuitivas e investigativas.

As atividades sugeridas permitiram ao estudante visualizar padrdes, estabelecer relacdes e
construir significados mais solidos antes de entrar na formalizacdo completa. Essa abordagem
estd em consonancia com a perspectiva defendida pela Base Nacional Comum Curricular, que
orienta o desenvolvimento de praticas investigativas, reflexivas e criativas na constru¢do do
conhecimento matematico: “exercitar a curiosidade intelectual e recorrer a abordagem prépria
das ciéncias, incluindo a investigacao, a reflexdo, a andlise critica, a imaginagdo e a criatividade”
(Brasil. Ministério da Educacaol, 2018, p. 9).

Ao longo do trabalho, ficou evidente que o ensino tradicional, baseado quase exclusiva-
mente na repeticdo de técnicas e exercicios mecanicos, ndo atende as demandas da educagao
contemporanea nem ao perfil atual dos estudantes. Como afirma Bonfim (2019), a metodologia
tradicionalista empregada com mais intensidade no ensino da matematica, ndo acompanha o
desenvolvimento tecnolégico da sociedade e menos ainda as exigéncias da pedagogia moderna,
exigindo dos alunos excesso de técnicas operatdrias sem que sejam justificadas. Essa constatagdo
reforca a importincia de metodologias que promovam a compreensao conceitual e o pensamento
critico.

Também se observou que o papel do professor € fundamental nesse processo. Como des-
taca Oliveira (2021), cabe ao professor levar o aluno a construir o seu proprio pensamento e
conhecimento sobre a explicacdo do conteido abordado. Assim, ao oferecer atividades investiga-
tivas, recursos manipuldveis e ambientes de experimentacao, o docente possibilita ao estudante
desenvolver autonomia, testar hipéteses e estabelecer conexoes significativas entre diferentes
representacdes matemadticas. Ainda segundo Oliveira (2021), sabe-se que a Matemaética é um dos
componentes curriculares em que os alunos apresentam mais dificuldades na aprendizagem de
certos conteudos, dessa forma, cabe ao professor procurar o melhor meio de poder contribuir
com o aprendizado do estudante, o que reforca a relevancia das propostas apresentadas neste
trabalho.

Conclui-se, portanto, que a integracao entre rigor tedrico e metodologias ativas constitui um
caminho promissor para o ensino de sequéncias e séries. A abordagem aqui discutida contribuira
para a aprendizagem significativa, fortalecera a compreensao dos processos matematicos e

oferecerd subsidios para que o estudante desenvolva competéncias analiticas e investigativas.
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