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RESUMO

SILVA, G. E. Desenvolvimento de um programa computacional para analise modal de
estruturas reticuladas planas. 2025. Trabalho de Conclusao de Curso - Faculdade de
Tecnologia, Universidade Federal do Amazonas, Manaus, 2025.

Este trabalho apresenta o desenvolvimento de um programa computacional em linguagem
Python para a anélise modal de estruturas reticuladas planas, com foco na determinacao das
frequéncias naturais e das formas modais associadas. A formula¢do adotada baseia-se no
Meétodo da Rigidez Direta, com implementacdo do elemento de pértico plano e montagem das
matrizes globais de rigidez e de massa, considerando matriz de massa consistente. A partir da
aplicagdo das condig¢des de contorno, o problema modal foi resolvido na forma de autovalores
generalizada, utilizando as submatrizes correspondentes aos graus de liberdade livres. O
modelo estrutural foi definido por meio de planilhas eletronicas, permitindo padronizagao da
entrada de dados e organiza¢do dos resultados. A validagdo do programa foi realizada por
comparagdo com o Autodesk Robot Structural Analysis Professional, adotado como referéncia
comercial, em dois exemplos de poérticos planos com diferentes arranjos. Como resultado para
os trés primeiros modos de vibragdo, observou-se concordancia proxima entre as frequéncias
naturais obtidas, com erros relativos da ordem de 1%, indicando consisténcia na implementacao
das rotinas de montagem matricial, aplicacdo de restrigdes e solugdo numérica do problema
modal. O programa desenvolvido constitui uma ferramenta reprodutivel e de carater didatico,
aplicavel a estudos preliminares do comportamento dinamico de estruturas planas dentro das

hipoteses de linearidade e vibragdo livre ndo amortecida.

Palavras-chave: analise modal; método da rigidez direta; portico plano; Python.



ABSTRACT

SILVA, G. E. Development of a computational program for modal analysis of frame
structures. 2025. Graduation work - College of Engineering, Federal University of
Amazonas, Manaus, 2025.

This study develops a Python based computational program for the modal analysis of planar
reticulated structures, with emphasis on determining natural frequencies and the corresponding
mode shapes. The formulation is based on the Direct Stiffness Method, incorporating the plane
frame element and assembling the global stiffness and mass matrices with a consistent mass
formulation. After the enforcement of boundary conditions, the modal problem is cast and
solved as a generalized eigenvalue problem using the reduced submatrices associated with the
free degrees of freedom. The structural model is defined via spreadsheet input files, which
standardize data entry and facilitate the organization of output results. Program validation is
carried out by comparison with Autodesk Robot Structural Analysis Professional, adopted as a
commercial reference, using two planar frame examples with distinct layouts. For the first three
vibration modes, close agreement is obtained between the computed natural frequencies, with
relative errors on the order of 1%, indicating consistency in the implementation of the matrix
assembly routines, constraint handling, and numerical solution of the modal problem. The
resulting program constitutes a reproducible and pedagogical tool, suitable for preliminary
studies of the dynamic behavior of planar structures under the assumptions of linear response

and undamped free vibration.

Keywords: modal analysis; direct stiffness method; planar frame; Python.



1.1
1.11
1.2
1.3
1.4

2.1
2.2

3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.5.1
3.5.2
353
3.6

4.1

4.1.1
4.1.2
4.2

4.2.1
4.2.2
4.2.3
4.2.4

5.1

SUMARIO

INTRODUGCAQ ..eerrerererereresesesesesesesesesesssssssesssssesssssesesssesssssssssssesssssssssssesssssssssns
OBIETIVOS ..o

ODbjetivos ESPECITICOS cuuurierrrriirsnrisssnicsssnncssnicssnnisssnnisssssessssnesssnessssnesssssssssssssssessssseses
JUSTIFICATIVA ...t
METODOLOGIA .......oooovieeeeeeeeeeeeeeeeee e s
ORGANIZACAO DO TRABALHO .......oovuivieieeeeeeeeeeee e
REVISAO BIBLIOGRAFICA .......uevvrrerresressessssssssssssessssessessessessessssssssssassessessesses
ANALISE ESTRUTURAL ......ooovimimiieeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e eesnennes s
ANALISE MODAL.......oooimiiiiieeoeeeeeeeeeeee e s neenens
METODO DA RIGIDEZ DIRETA ......ccoevureverrerrersenne
CONCEITOS FUNDAMENTALIS ..o,
DISCRETIZACAO DA ESTRUTURA ....oooiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e
VETOR DE FORCAS ..ot et neenens
SISTEMA DE COORDENADAS ........coovuiiiuiieeieeeeeeeseeeeseseeeesses s seseesseeneseas
MATRIZ DE RIGIDEZ..........cooviveieeeeeeeeeeeeeeseeeeee e

Coeficientes de rigidez.........cccoeerercuercrcurrcsnenene

Transformacao de COOrdenAdas .......cccevvvericcssrenricssssnniessssansecssssssesssssssssssssasssssssnssass

Montagem da matriz de rigidez global .........couueiiiviverriciisnriccsssnnnecsssnnrcssssansesssnnns
CONDICOES DE CONTORNO ........oouiiieeieeeeeieeeeeeeeeeeeeee s,
ANALISE MODAL ccuouuerninnnsinsnssssssssessssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssesess
MATRIZ DE MASSA ...ttt
Formulaciao da matriz de massa de elemento ........ccceeeeiiiccsisiscssnnnesseccsssscsssssssssacens
Matriz de massa consistente e montagem global

PROBLEMA GENERALIZADO DE AUTOVALOR ......ccccoiiiiiiiiiiiniieeeeeee,

Equaciao de movimento e s0lucio harmonica ..........ceeeeeveinsnicsseinsnensserssancssnsssnsesanns
Equacao caracteristica e interpretacao dos autOPAres.......cocceeerveeecsserecssaresssaresssanes
Formula¢io em termos dos graus de liberdade livres........cccceecverccscsnneiccscnnrecscnnns
Resolu¢io numérica no programa computacional
PROGRAMA COMPUTACIONAL ...coooueiiueirnensnecsannssnecssessssesssnssssssssassssesssssssassses
CONSIDERACOES GERAIS .......oovieeiieeeeeeeeeeee et




52

5.2.1
5.2.2
5.2.3
5.2.4
5.2.5

6.1
6.2
6.3
6.3.1
6.3.2
6.3.3
6.3.4
6.4
6.4.1
6.4.2
6.4.3

7.1
7.2

FUNCIONAMENTO DO PROGRAMA .....c.oiiiiiiiiieeeeeeeee e 52
Estrutura geral do COAIZO0 .....ccueienvuriirvuriiisnrinssnrinssnnessnncsssicssssicssssncssssssssssssssssssssses 53
Entrada e pré-processamento dos dados ..........ceeveressercssnscssnnscsssnsssssnsssasssssasssssases 55
Montagem das matrizes globais de rigidez e de massa ........ccocvvuerecsssnrrcsscsnnrecccnnns 57

Aplicacio das condicoes de contorno e solucio dos problemas estatico e modal .58

Saida de resultados e interface COM 0 USUATIO ...ccueeeueereecruenssnecsuensnenseecsnecsaesssnecnee 59
EXEMPLOS NUMERICOS.......ooveeueeressessessessessesssssesssessessessessessessessessssssssssessessesse 61
VALIDACAO DO PROGRAMA ......cooomioeeeeeeeeeeeeeeeee e 61
COMPARACAO QUALITATIVA DAS FORMAS MODAIS.........cc.cccoovvrmererernane. 62
EXEMPLO T oottt st e 62
Geometria € CONECtiVIAAE ....uuuerierivnricrissnnricsssnnnecsssnnncssssnsressssssssssssssssssssssssssssssssens 63
Propriedades do material, SECA0 € MASSA .....uueereerirrnrrcssssnnricsssnsrecssssssssssssssssssssssssecs 64
Condicoes de contorno e hipdtese de modelo plano..........ceeeeecueicrcnercscnnicscnnccsnneens 65
Analise modal e critérios de COMPAraCAOQ .....cceverereerersnrcssrrcsssrrcssssecssssesssssssssssessens 65
EXEMPLO 2 .ttt ettt 70
Geometria € CONECtiVIAAE c...uuuereerivunricrsisnnricsssnriecsssnnsecssssnssesssssssssssssssssssssssssssssssssees 70
Propriedades do material, SECA0 € MASSA ...cccuerervrrirsnrissrrcssnnicssseicssssessssessssssssssnes 71
ReSultados € diSCUSSAD . ..ceueecrerrirecsensseensnnssnensnessaecssecsssesssnssssesssassssesssnsssssssssesssasssaee 72
CONSIDERAGCOES FINAIS.....cnniuimninissscsscssscssssseee 76
CONCLUSOES ....covuririieiseeieiisisetieesssie sttt 76
SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS..........ooovooevieeeeeeeeeeeeeeeeeereeneen, 77
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS....c..cnniineimcnnscussssasssssssssssssssssssssssssssssssssess 78

APENDICE A — CODIGO EM PYTHON DESENVOLVIDO......coueeeeeeeereereeenes 79



11

1 INTRODUCAO

O interesse humano pelas vibragdes remonta a invengao dos primeiros instrumentos
musicais, marcando o inicio de uma jornada em busca da compreensdo dos fendomenos
vibratorios. Desde entdo, a andlise critica e 0 método cientifico tém sido aplicados ao estudo
das vibracdes, baseando-se no fato de que tanto objetos cotidianos quanto estruturas complexas
exibem comportamentos vibratérios sob certas condigdes. A anélise das vibragdes transcendeu
sua origem musical, expandindo-se para campos como a engenharia estrutural, onde uma
compreensdo aprofundada do comportamento dindmico ¢ essencial nas constru¢cdes modernas.

A importancia de compreender as vibragdes no contexto estrutural ¢ destacada por Rao
(2011), que a descreve como um elemento-chave na analise de seguranga e desempenho de
estruturas mecanicas e civis. Através dessas investigacdes, o estudo da vibra¢do evoluiu da
simples curiosidade humana para uma ciéncia rigorosa e fundamental para o avanco da
engenharia.

Nas ultimas décadas, o campo da engenharia civil e estrutural experienciou avangos
significativos impulsionados pela integragdo de tecnologias computacionais no processo de
analise, projeto e avaliacdo de estruturas. Conforme comentado por Soriano (2014), a
disponibilidade de diversos e eficientes programas de computador, aliada ao aumento da
eficiéncia de processamento dos microcomputadores, tem tornado cada vez mais frequente a
analise dinamica.

De acordo com Hibbeler (2015), uma estrutura ¢ definida como um conjunto de
elementos que estdo interligados e destinados a suportar e transferir cargas. Estes elementos
podem ser barras, vigas, colunas, ou placas, e a combinacao desses componentes resulta em
uma configuracao que proporciona resisténcia e estabilidade para suportar cargas aplicadas.

Estruturas reticuladas, conforme explicado por Martha (2010), sdo modeladas por
elementos lineares de barras com um eixo principal bem definido. A NBR 6118
(ASSOCIACAO BRASILEIRA DE NORMAS TECNICAS, 2023), no item 14.4.1, define
como elementos lineares aqueles cujo comprimento longitudinal ¢, no minimo, trés vezes maior
do que a maior dimensdo da secdo transversal.

Estruturas sdo sistemas fisicos sujeitos a agdes externas que podem variar com o tempo
e sao classificadas como dinamicas quando desenvolvem forgas de inércia relevantes. Essas
acOes causam vibragdes nas estruturas, que podem nao apenas danifica-las, mas também

provocar fadiga nos seus materiais e afetar a utilidade das mesmas (Soriano, 2014).
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A andlise modal, um método essencial na dindmica estrutural, proporciona uma
compreensdo detalhada do comportamento vibratdrio dos arranjos estruturais. Esse método
permite aos engenheiros determinarem as frequéncias naturais € modos de vibragdo de uma
estrutura, obtendo subsidios para detec¢do de potenciais problemas como ressondncia ou
respostas dinadmicas indesejadas, tornando possivel a adocdo de medidas preventivas e/ou
corretivas adequadas.

Dada a relevancia da andlise dindmica, torna-se necessario o emprego adequado dos
conceitos da teoria das estruturas, aliados a modelagem computacional dos arranjos estruturais,
de modo a garantir resultados confidveis. Com esse raciocinio, o presente trabalho fundamenta-
se no método da rigidez direta e nos conceitos da fisica dos sistemas vibratorios simplificados,
oferecendo uma introdugdo a analise modal que, em geral, ndo ¢ abordada nos cursos de

graduacao em Engenharia Civil.

1.1 OBIJETIVOS

Desenvolver um programa computacional para analise modal em estruturas reticuladas

planas.

1.1.1 Objetivos Especificos

e Estudar as formulagdes referentes ao problema dinamico e a andlise modal de
estruturas;

e Elaborar rotinas na linguagem Python para montagem das matrizes de rigidez e de
massa de uma estrutura reticulada plana;

e Aplicar bibliotecas numéricas em Python de resolu¢ao de problema generalizado de
autovalor para obtencdo das frequéncias naturais e modos de vibracao;

e Realizar exemplos de validacdo e aplicacdo que permitam analisar e explorar as

potencialidades do codigo desenvolvido.

1.2 JUSTIFICATIVA

Considerando as dificuldades dos calculos manuais em estruturas com multiplos graus

de liberdade, torna-se essencial o emprego de rotinas computacionais para a auxilio na obtencao



Capitulo 1 — Introdugdo 13

das solugdes dos problemas matematicos que a analise modal envolve. Tais ferramentas sdao
fundamentais para obten¢do das propriedades modais, como frequéncias naturais e modos de
vibragao de estruturas sujeitas a fendomenos como ressonancia.

Este trabalho dedica-se ao desenvolvimento de um programa em Python para analise
modal de estruturas reticuladas planas ndo amortecidas. A escolha da linguagem ¢ motivada
pela sua acessibilidade, flexibilidade, sintaxe relativamente simples e grande disponibilidade
de bibliotecas para calculo matricial e de problemas algébricos o que facilita a implementagao
da teoria envolvida para analise estruturais dinamicas.

A implementacdo computacional por meio do codigo em linguagem de alto nivel
possibilita uma visualizagdo mais sistematica e conceitual dos processos envolvidos, em
contraposi¢cdo ao uso de softwares comerciais que muitas vezes funcionam como uma “caixa
preta” para o usuario. Além disso, a modelagem das estruturas pelo método da rigidez direta
permite ilustrar de forma clara o poder da computacdo sobre a formulacdo matricial e os
métodos de solugdo de autovalores e autovetores, aspectos fundamentais da anélise modal.

Dessa forma, busca-se ndo apenas automatizar os calculos estruturais, mas também
aplicar a teoria de uma forma mais ativa, tendo em vista o robusto alicerce conceitual exigido
para os estudos dindmicos propostos no trabalho.

Ferramentas computacionais aplicadas a analise estrutural ja foram exploradas em
diversos trabalhos académicos, que apontam resultados consistentes e proximos aos obtidos por
softwares comerciais que possuem licencas onerosas. Por exemplo, Almeida e Fonsaca (2018)
desenvolveram o codigo CERBERUS em Python, voltado para estruturas reticuladas espaciais,
validando os resultados frente ao SAP2000 e confirmando a viabilidade didatica da
implementagdo. Nesse sentido, Soriano (2014) e Martha (2010) destacam a importancia de
rotinas proprias na consolidacdo do aprendizado de métodos matriciais e na compreensao dos
processos de calculo. Portanto, o programa proposto neste trabalho busca se inserir como uma
ferramenta complementar, com foco especifico em estruturas reticuladas planas e na analise
modal, fornecendo resultados confidveis ao mesmo tempo em que fortalece a compreensio

conceitual da teoria.

1.3 METODOLOGIA

Na etapa inicial, realizou-se uma pesquisa bibliografica sobre analise modal e métodos

para andlise estrutural. Consultou-se materiais como, artigos, monografias, dissertagdes, livros,
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cursos e documentagdes da linguagem de programacao, servindo como fontes para a construgao
da base conceitual do trabalho a ser desenvolvido.

A partir da pesquisa sobre os métodos de analise estrutural e suas aplica¢des vinculadas
ao estudo de vibragdes foi possivel definir a abordagem a ser utilizada no desenvolvimento do
programa, restringindo-se as consideragdes de estruturas planas, ndo amortecidas e sem
esfor¢os externos atuantes.

Dentre os métodos identificados na teoria, 0 Método da Rigidez Direta foi selecionado
devido a sua formalizagdo matricial adequada a implementacao computacional. Conforme
Martha (2010), essa versdo do método dos deslocamentos tem uma montagem direta da matriz
de rigidez global por simples soma de blocos de rigidez locais, dessa forma facilitando o
tratamento de multiplos graus de liberdade. Além disso, sua consisténcia com a estrutura do
problema generalizado de autovalores simplifica a integragdo com a matriz de massa € 0s
algoritmos numéricos de extracdo de modos de vibragao.

Com base no referencial tedrico e no entendimento das formulagdes matriciais
necessarias a determinagcdo dos parametros modais, foi desenvolvido um algoritmo na
linguagem Python. Esse programa computacional automatiza as rotinas de célculo, incluindo a
construcdo das matrizes globais, aplicagdo de condig¢des de contorno e solucdo do problema
generalizado de autovalores para extracdo das frequéncias naturais e modos de vibragdo. O
programa gera como saida um arquivo no formato Microsoft Excel (.xlsx) contendo as
frequéncias naturais e modos de vibragdo correspondentes a estrutura analisada.

Por fim, procedeu-se a validacdo do programa por meio de estudos de caso,
comparando-se diretamente as frequéncias naturais e as formas modais obtidas no cdédigo com
as fornecidas pelo Autodesk Robot Structural Analysis Professional, adotado como referéncia
externa. A comparacdo quantitativa ¢ realizada por meio do erro relativo percentual entre
frequéncias naturais, e a comparacao qualitativa das formas modais ¢ discutida considerando-

se as diferencas de pos-processamento e de representacio grafica.

1.4  ORGANIZACAO DO TRABALHO

Este trabalho estd organizado em sete capitulos, além das referéncias bibliograficas e
eventuais anexos e apéndices. No Capitulo 1 sdo apresentados a contextualizacdo do tema, os
objetivos gerais e especificos, a justificativa, a metodologia adotada e a presente descrigao da
organizagdo do texto. O Capitulo 2 retine a revisdo bibliografica, abordando os conceitos

fundamentais de andlise estrutural de sistemas reticulados, os principios da dindmica das
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estruturas e os fundamentos tedricos da analise modal que servem de base para as formulagdes
adotadas ao longo do trabalho.

O Capitulo 3 trata do método da rigidez direta aplicado a estruturas reticuladas planas,
detalhando a discretizagdo da estrutura, a defini¢do dos graus de liberdade, a formulagao das
matrizes de rigidez dos elementos, a montagem da matriz global e a consideracdo das condi¢des
de contorno. No Capitulo 4 ¢ apresentada a formulagdo da analise modal, com énfase na
constru¢do da matriz de massa, na definicdo do problema generalizado de autovalor e nos
procedimentos para obtencdo das frequéncias naturais ¢ modos de vibragao do sistema. O
Capitulo 5 descreve o programa computacional desenvolvido, discutindo a organiza¢do do
codigo, o fluxo de informagdes, as rotinas de montagem das matrizes, os algoritmos numéricos
empregados e a interface com o usuario. No Capitulo 6 sdo apresentados exemplos de validagao
e aplicacdo, nos quais os resultados do programa sao comparados com solucdes de referéncia e
aplicados em estruturas representativas. Por fim, o Capitulo 7 apresenta as conclusdes obtidas
ao longo do trabalho e sugestdes para desenvolvimentos futuros. Essa estrutura segue o
cronograma definido para o projeto, de modo que a sequéncia de capitulos acompanha a
evolugdo natural do estudo, desde a fundamentagao tedrica até a implementagdo computacional

e a valida¢ao dos resultados.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta os principais aspectos tedricos que fundamentam os métodos de
analise empregados neste trabalho. Inicialmente, discorre-se sobre a andlise estrutural e os
métodos de resolucdo de estruturas, com énfase no Método da Rigidez Direta, devido a sua
eficacia na implementagdo de rotinas computacionais para resolugdo de estruturas reticuladas
hiperestaticas.

Em seguida, aborda-se a analise modal, destacando-se sua relevancia na determinagao
das propriedades dindmicas das estruturas e apresentando um breve panorama da evolugao

tedrica que fundamenta esse tipo de analise.

2.1 ANALISE ESTRUTURAL

Uma estrutura pode ser definida como um sistema de partes conectadas utilizadas para
suportar agoes. Quando se projeta uma estrutura que servird a uma fungdo especifica, o
engenheiro tem de se preocupar com a sua seguranga, estética e funcionalidade, a0 mesmo
tempo tendo que levar em consideracao as restricdes econdmicas e ambientais (Hibbeler, 2015).

Para a execugdo de uma estrutura de maneira que atenda a todos as necessidades para
qual sera construida ¢ necessario o desenvolvimento de um projeto estrutural que satisfaca as
condig¢des de seguranca, de utilizagdo, econdmicas, estéticas, ambientais, construtivas e legais.
Um projeto estrutural deve ter como produto a especificagdo completa de uma estrutura, através
da documentag¢do dos estudos e instru¢cdes da engenharia, contemplando todas as informagdes
necessarias para sua materializa¢ao (Martha, 2010).

A andlise estrutural ¢ uma das etapas fundamentais do projeto de engenharia,
responsavel por determinar os esfor¢os internos, deslocamentos e reagdes de apoio decorrentes
das acdes atuantes em uma estrutura. E na anélise estrutural que o engenheiro aplica o
conhecimento das teorias fisicas na linguagem matematica, resultado da formalizacdo da
ciéncia engenharia estrutural.

No contexto da analise moderna, Martha (2010) descreve quatro niveis de abstragdo
presentes na Figura 1 que interligam o mundo fisico ao modelo computacional: estrutura real,
modelo estrutural, modelo discreto e modelo computacional. A estrutura real corresponde ao

objeto no mundo fisico, tal como ¢ construida, sujeito as agdes e restricdes do meio fisico.
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Figura 1 — Quatro niveis de abstra¢do de uma estrutura na andlise estrutural

Estrutur Model Model Model
strutura odelo L, .ode o} ode 0
Real Estrutural T Discreto T Computacional
Idealizagéo do Discretizacao Implementagao
comportamento em parametros computacional

Fonte: Martha (2010)

O modelo estrutural ¢ a idealizagdo matematica que descreve o comportamento da
estrutura, considerando hipoteses sobre o material, as condi¢des de contorno e o regime de
deformacgdes. A criagdo do modelo estrutural ¢ uma das tarefas mais importantes da analise
estrutural e pode ser bastante complexa a depender do tipo de estrutura e sua importancia. Para
estruturas reticuladas, o modelo estrutural tem caracteristicas bastantes especificas. A
modelagem matematica desse tipo de estrutura esta fundamentada na teoria de Navier, que rege
o comportamento de elementos estruturais submetidos a flexdo, efeitos axiais e de tor¢do. Nesse
tipo de estruturas, as vigas e colunas sdo representadas por linhas e sua informagao
tridimensional fica atrelada as propriedades globais das suas se¢des transversais.

Os métodos de andlise representam o comportamento da estrutura por meio de um
conjunto de parametros. O modelo discreto representa a idealizagdo do modelo estrutural por
um nuamero finito de variaveis. O processo de passagem do modelo matematico analitico para
a modelagem de elementos discretos com parametros finitos ¢ denominado discretizagao.

O modelo computacional, Gltimo nivel de abstragdo apresentado por Martha (2010)
implementa rotinas de calculos numéricos que permitem resolver os sistemas de equagdes para
determinagdo dos conjuntos de parametros dos elementos discretos. Dessa forma gerando
resultados aproximados ao do comportamento da estrutura real.

Entre os métodos classicos de solugao de estruturas destacam-se o Método das Forgas e
0 Método dos Deslocamentos. No primeiro, as incognitas sao for¢as € momentos, que podem
ser reagoes de apoio ou esforgos internos. Uma vez que as incdgnitas principais tenham sido
determinadas, as forcas reativas restantes da estrutura sao obtidas satisfazendo as exigéncias de
equilibrio e compatibilidade.

O Método dos Deslocamentos tem como incognitas principais os deslocamentos e
rotagdes. Com a obtencdo dos deslocamentos, as forcas sdo determinadas substituindo-as
incognitas principais nas equacdes de equilibrio para serem resolvidas. A vasta maioria dos
softwares de computador modernos para andlise estrutural de hoje em dia sdo desenvolvidos

usando o Método dos deslocamentos devido a sua formulagdo matricial (Hibbeler, 2015).
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O principal diferencial do método dos deslocamentos, em especifico o da rigidez direta,
¢ sua compatibilidade com a implementacdo computacional, uma vez que as operagdes
envolvem apenas manipulacdo de matrizes e vetores. Soriano (2014) observa que a formulagdo
matricial sistematiza o processo de analise e facilita sua automatizacao, permitindo que modelos
complexos, antes resolvidos apenas por aproximagdes manuais, possam ser tratados com
precisdo e eficiéncia numérica.

Diversos autores e trabalhos académicos evidenciam o potencial didatico e pratico de
uma abordagem sistematizada e orientada a implementagao computacional. Almeida e Fonsaca
(2018) desenvolveram o cdédigo CERBERUS, em linguagem Python, para a andlise de
estruturas reticuladas planas e espaciais pelo Método da Rigidez Direta. Segundo os autores, o
programa gera relatorios com as matrizes de rigidez, vetores de forgas e resultados numéricos,
apresentando boa correlacdo com softwares comerciais, como o SAP2000. Em linha com esse
carater educacional, Soriano (2014) destaca que o desenvolvimento de rotinas proprias constitui
um recurso pedagogico relevante, pois contribui para a compreensdo da logica interna dos
programas de calculo estrutural.

Assim, o Método da Rigidez Direta consolida-se como uma ferramenta tanto para o
aprendizado voltado a aplicacdo da teoria das estruturas, quanto para a pratica profissional da
engenharia estrutural. Sua robustez matematica, associada a facilidade de automatizagio pelo
implemento com linguagens de programacdo, torna-o ponto de partida ideal para o
desenvolvimento de algoritmos voltados a analise de sistemas estruturais hiperestaticos e, por

extensdo, a analise dindmica de estruturas reticuladas.

2.2 ANALISE MODAL

A andlise modal ¢ uma ferramenta fundamental na engenharia estrutural moderna,
permite a compreensao do comportamento dinamico das estruturas pela determinagdo de suas
frequéncias naturais e modos de vibragdo associados. Tais pardmetros sdo essenciais para
avaliar o risco de ressonancia e projetar sistemas estruturalmente seguros e eficientes sob a agdo
de carregamentos dinamicos como vento, trafego, impactos, multiddes e terremotos.

Conforme explica Soriano (2014), as estruturas reais estdo continuamente sujeitas a
acdes externas que variam no tempo e podem ser idealizadas como deterministicas, quando
podem ser definidas analiticas ou numericamente ou aleatorias, quando ndo tem valores
definidos para cada instante, sendo tratadas como probabilisticas. Tais acdes induzem forgas de

inércia relevantes, caracterizando um comportamento dindmico. Vibragdes demasiadas podem
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ndo apenas comprometer o conforto e a funcionalidade, mas também ocasionar fadiga e danos
estruturais, especialmente em sistemas esbeltos e com grandes vaos, por conta da baixa
capacidade de dissipagdo de energia.

O interesse pelas vibragdes tem origens historicas. Rao (2011) relembra que a busca
pela compreensdo dos fendmenos vibratorios remonta a antiguidade, ligada inicialmente ao
estudo da musica evoluiu até o século XX, para um campo rigoroso da engenharia. Essa
evolugdo foi construida a partir das contribuicdes de Galileu, que em 1638 descreveu
experimentalmente o comportamento oscilatério dos corpos, passando por Newton, que
formalizou as leis do movimento e forneceu os recursos matematicos para a formulacdo das
equagdes diferenciais que regem sistemas vibratorios.

Ao longo dos séculos XVIII e XIX, avangos decisivos foram introduzidos por Euler e
Daniel Bernoulli, que desenvolveram as primeiras equagdes para analise de barras finas que
ficou conhecida como teoria de vigas de Euler—Bernoulli, estabelecendo a base matematica para
a modelagem estrutural de elementos flexiveis. Bernoulli também demonstrou que uma corda
vibrante pode oscilar simultanecamente em varios de seus harmdnicos, principio hoje
reconhecido como superposi¢ao. Segundo a linha histérica apresentada por Rao (2011), a teoria
moderna das vibragdes se consolida com Rayleigh, que desenvolveu métodos energéticos para
a estimativa das frequéncias naturais de sistemas conservativos e, em trabalhos posteriores, com
o avango de formulagdes que incorporam a analise numérica € computacional, bem como o
estudo de sistemas nao lineares e de problemas de vibracao aleatoria, ampliando o escopo de
aplicagdo da teoria das vibragdes na engenharia.

A preocupacdo pratica com vibragdes estruturais ganhou destaque apds desastres
emblematicos, como o colapso da ponte Tacoma Narrows (1940), mostrado na Figura 2, o que
consolidou a analise modal como um requisito no dimensionamento de estruturas suscetiveis a
excitacdes dinamicas.

Segundo Chopra (2014), a analise modal constitui o primeiro passo para solugdo de
problemas dindmicos de sistemas com multiplos graus de liberdade, pois permite decompor o
sistema em um conjunto de modos de vibracao que podem ser tratados de forma independente.
Essa decomposi¢ao modal simplifica a resolugao das equacdes diferenciais de movimento, que
passam a ser formuladas como um problema de autovalores e autovetores, respectivamente

associados as frequéncias naturais e aos modos de vibragdo da estrutura.
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Figura 2 — Colapso da ponte Tacoma Narrows em 1940

Fonte: PRELINGER ARCHIVES. Tacoma Narrows Bridge collapse

As equacdes de movimento de um sistema estrutural discreto com multiplos graus de

liberdade podem ser escritas, em notagao matricial, na forma:

[MI{i(6)} + [CH{u(D)} + [K{u()} = {f (D)} (1)

em que [M] € a matriz global de massa, [C] € a matriz de amortecimento, [K] ¢ a matriz global
de rigidez, {u(t)} ¢ o vetor de deslocamentos nodais em fungao do tempo e {f (t)} é o vetor de
forgas externas.

Na analise modal basica, que constitui o escopo deste trabalho, considera-se o caso de
vibragdo livre ndo amortecida, onde ndo hd carregamentos externos € o amortecimento ¢

desprezado. Nessas condicdes, a equacao de movimento reduz-se a:

[MI{i(O} + [K]{u(®)} = {0} 2)
Seguindo a formulagdo apresentada por Soriano, admite-se que a resposta do sistema,

apds uma perturbagdo inicial, possa ser descrita por uma solu¢do harmonica de deslocamentos

nodais da forma:

{fu(®)} = {¢3]} cos(wjt - (pj) 3)
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em que {¢3 j} € 0 j-€simo modo natural de vibragdo, w; € a correspondente frequéncia natural de
vibragdo livre € ¢; € o angulo de fase associado. Essa forma de solu¢do € compativel com a
teoria de equagdes diferenciais lineares com coeficientes constantes, segundo a qual, para
sistemas conservativos, as solugdes da equagdo homogénea sao periddicas e podem ser escritas
como combinagdes de fungdes harmdnicas no tempo.

Ao substituir a solugao harmodnica dada pela Equacao (3) na equagdo de vibragao livre
ndo amortecida da Equacdo (2), obtém-se um sistema de equagdes algébricas homogéneas na

forma:
(—[M]a)]-2 + [K1){;} cos(w;t — ;) = {0} (4)

Como o fator cos(a)jt - j) ndo ¢ identicamente nulo no tempo, a igualdade obtida
apods a substitui¢do da solugdo harmdnica na equacdo de movimento so6 pode ser satisfeita, de

forma nio trivial, se o vetor de deslocamentos modais {d) j} atender a relacdo:

(K] - wPMD){¢;} = {0} )

que corresponde ao problema generalizado de autovalores da estrutura. Essa expressao ¢

normalmente escrita na seguinte forma:
[K1{¢;} = 0P [M1{¢;} (6)

em que w]-zé o autovalor e {43 ]-} ¢ o autovetor associado. Cada par (w-z, {43 ]}) descreve um modo
natural de vibragdo: o autovalor define a frequéncia natural daquele modo e o autovetor fornece
o padrao relativo de deslocamentos nodais que caracteriza a forma modal correspondente.

O problema generalizado de autovalores pode ser interpretado como a busca de
configurag¢des de deslocamento para as quais as for¢as de restituicao elastica, representadas por
(K ]{$ j}, e as forcas de inércia, representadas por [M ]{¢3 j}, mantém uma relacdo estritamente
proporcional. Com essas condig¢des, a estrutura vibra segundo um padrao espacial fixo, apenas
com variacao periodica de sinal no tempo, o que caracteriza a vibracdo em modo natural.

A solugdo do problema [K]{¢ j} = w]-z [M1{¢ ]-} fornece, o conjunto de frequéncias

naturais € modos de vibracdo que descreve o comportamento dindmico fundamental da
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estrutura. Esse ¢ objetivo principal do programa desenvolvido neste trabalho, que, a partir das
matrizes globais de rigidez e de massa obtidas pelo Método da Rigidez Direta, determina
numericamente os autovalores e autovetores associados as estruturas reticuladas planas. No
Capitulo 4, essa formulagao ¢ retomada no contexto das matrizes globais [K ] e [M] obtidas pelo
M¢étodo da Rigidez Direta e da implementagao computacional desenvolvida.

Conforme apresentado por Rao (2011), qualquer resposta dindmica linear de um sistema
com multiplos graus de liberdade pode ser representada como uma combinagao linear dos seus
modos naturais, conceito conhecido como superposicao modal. Essa possibilidade decorre do
fato de que os autovetores associados as diferentes frequéncias naturais apresentam
propriedades de ortogonalidade em relagdo as matrizes de massa e de rigidez, o que permite
desacoplar o sistema original de equagdes diferenciais em um conjunto de equacdes escalares
independentes, uma para cada modo de vibragao.

Além do seu papel tedrico, a andlise modal possui aplicagdes praticas diretas em
engenharia civil e mecanica, como na calibragdo de modelos numéricos, no controle de
vibragdes, em analises sismicas baseadas em espectros de resposta e em procedimentos de
identificacao de danos estruturais. Chopra (2014) destaca que a decomposi¢dao modal ¢ a base
dos métodos de superposi¢ao utilizados em analises sismicas lineares, nas quais a resposta
global da estrutura ¢ obtida a partir da combinagdo adequada das respostas modais associadas
a cada frequéncia natural considerada.

Do ponto de vista computacional, essa metodologia se integra de forma natural a
formulagdo matricial do Método da Rigidez Direta, empregado neste trabalho. As matrizes [K]
e [M] sdao montadas a partir da contribui¢do de cada elemento de barra do modelo estrutural,
com uso de sistemas de coordenadas locais e globais, conforme a abordagem apresentada por
Martha (2010) para estruturas reticuladas. Apos a aplicacao das condi¢des de contorno, obtém-
se o sistema global de equagdes que, no contexto estatico, assume a forma [K]{U} = {F} ¢, no

contexto dinimico, conduz ao problema de autovalores [K]{¢ j} = a)jz [M]{¢ j} cuja formulacao

matematica serd detalhada no Capitulo 4 e cuja implementagao computacional ¢ apresentada
no Capitulo 5.

A metodologia para analise modal adotada neste trabalho pode ser descrita pelas
seguintes etapas principais:

e modelagem e idealizacdo da estrutura, com definicdo dos graus de liberdade e das

propriedades geométricas e mecanicas dos elementos;
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e montagem das matrizes globais de rigidez e de massa, que traduzem,

respectivamente, as propriedades elésticas e inerciais do sistema;

e resolucdo do problema generalizado de autovalores, visando a obtencdo das

frequéncias naturais e das formas modais associadas;

e organizacdo e apresentacdo dos resultados modais, com listagem das frequéncias

naturais obtidas e visualizagdo das formas de vibracdo correspondentes.

Essas etapas sdo implementadas de forma sistematica no algoritmo desenvolvido neste
trabalho. A rotina computacional, apresentada no Capitulo 5, constroi as matrizes [K] e [M]
para estruturas reticuladas planas nao amortecidas, aplica as restricdes de apoio, resolve
numericamente o problema de autovalores e organiza como saida as frequéncias naturais e as

formas modais, que sdo apresentadas ao usudrio por meio de tabelas dos deslocamentos nodais.
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3 METODO DA RIGIDEZ DIRETA

3.1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

O método da rigidez direta ¢ uma formulacao matricial do método dos deslocamentos
em que as incognitas do problema estrutural sdo os deslocamentos e rotagdes dos nds. Nessa
abordagem, as condi¢des de equilibrio sdo impostas em cada n6 da estrutura, de modo que as
forcas internas desenvolvidas nos elementos sejam compativeis com os deslocamentos nodais

considerados. A solug¢ao do problema resulta em um sistema linear na forma geral:

[K]{U} = {F} (7

em que [K] é a matriz de rigidez global da estrutura, {U} é o vetor de deslocamentos e rota¢des
nodais e {F} é o vetor de forcas nodais externas.

As estruturas analisadas neste trabalho sdo reticuladas, ou seja, modelos compostos por
elementos lineares retos, com uma dimensdo predominante em relagdo as outras duas. Cada
elemento ¢ idealizado como uma barra que liga dois nos, e o conjunto de barras e nés define o
modelo estrutural. Tais estruturas incluem vigas, trelicas planas, trelicas espaciais, porticos
planos, grelhas e porticos espaciais.

Especificamente neste trabalho, considera-se o caso de estruturas reticuladas planas,
situadas no plano XY. O portico plano ¢ adotado como modelo mais geral, com trés graus de

liberdade por né, correspondentes as translagdes u, € u, € a rotagdo em torno do eixo

perpendicular ao plano (8,). Trelicas planas podem ser interpretadas como casos particulares
em que as rota¢des nodais ndo sdo tomadas como graus de liberdade e os elementos trabalham
predominantemente a forca axial.

A passagem da estrutura real para o modelo utilizado no método da rigidez direta
envolve diferentes niveis de abstracao. A estrutura real ¢ idealizada em um modelo estrutural,
do qual se obtém um modelo discreto em termos de deslocamentos nodais. Sobre esse modelo
constroi-se o modelo computacional, no qual o método da rigidez direta é formulado em termos
matriciais.

Na formulacdo em deslocamentos, as quantidades discretas que representam a

configuracdo deformada da estrutura sdo os deslocamentos e rotacdes dos nos, denominados
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deslocabilidades. Essas grandezas definem o comportamento cinemdtico do modelo, ja que a
deformada continua dos elementos pode ser obtida por interpolagdo a partir dos valores nodais.
No contexto do método da rigidez direta, ¢ usual chamar essas componentes de graus de
liberdade, termo que sera adotado neste trabalho tanto para componentes livres como para
aquelas restritas por apoios.

O comportamento de cada elemento de barra ¢ descrito por uma relacdo matriz entre
esfor¢os e deslocamentos nos seus nos extremos. Essa matriz de rigidez local ¢ inicialmente
escrita em um sistema de coordenadas associado ao elemento e, posteriormente, transformada
para o sistema de coordenadas global da estrutura por meio de uma matriz de rotagdo. A matriz
de rigidez global resulta da superposi¢@o das contribuicdes de todos os elementos, obedecendo
a regra de correspondéncia entre os graus de liberdade locais e globais.

Neste trabalho, adotam-se as hipoteses usuais da andlise linear, estatica e elastica.
Admite-se comportamento geométrico e fisicamente linear, com pequenas deformacdes e
regime elastico linear do material, além de ligagdes perfeitas entre os elementos. Com essas
hipoteses, a matriz de rigidez ¢ simétrica e definida positiva, e a Equagdo (7) possui solucao
unica para um conjunto especificado de condi¢cdes de contorno. Essa formulagdo estatica
constitui a base sobre a qual, nos capitulos seguintes, serd acoplada a matriz de massa para a
formulagdo do problema modal generalizado, cuja solugdo resultara nos modos e frequéncias
naturais de vibragao.

A aplicagdo do método da rigidez direta a estruturas reticuladas planas segue uma
sequéncia bem definida: discretizagdao da estrutura em nods e elementos, defini¢ao do vetor de
forcas nodais equivalentes, escolha dos sistemas de coordenadas local e global, determinacao
das matrizes de rigidez dos elementos, montagem da matriz de rigidez global e imposi¢ao das
condigdes de contorno. As segdes seguintes detalham cada uma dessas etapas para o caso de

estruturas planas de barras.

3.2 DISCRETIZACAO DA ESTRUTURA

A discretizacao da estrutura ¢ a etapa em que se define o conjunto finito de nds,
elementos de barra e graus de liberdade que irdo representar o comportamento da estrutura real.
Nessa etapa, a estrutura ¢ decomposta em elementos mais simples, cujos extremos sdo
identificados como nds, e sdo atribuidas propriedades geométricas e mecanicas a cada elemento.
A partir desse modelo discreto ¢ que se torna possivel formular, em termos matriciais, as

relacdes entre esfor¢os e deslocamentos nodais.
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O ponto de partida ¢ a definicdo de um sistema de coordenadas global plano, adotado
no escopo deste trabalho como um sistema cartesiano ortogonal XY. A partir desse sistema,
procede-se a numeracgdo dos elementos de barras e nds e ao registro de suas coordenadas globais
(X;7Y;), conforme ilustrado na Figura 3. Essa numeragdo deve ser feita de forma consistente,
uma vez que sera utilizada tanto na montagem das matrizes globais quanto na implementagao

computacional.

Figura 3 — Sistema de coordenadas global de estrutura e numeragao dos elementos e nos
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Fonte: Autor (2025)

Cada barra do modelo estrutural ¢ substituida por um elemento de barra que liga dois
no6s, denominados no inicial i e n6 final j. Os elementos de barra k em um sistema de
coordenadas local, conforme Figura 4, sdo definidos de modo que o comprimento e a inclinagao
do elemento reproduzam a geometria da barra real no plano, o que permite calcular o
comprimento L e os cossenos diretores que caracterizam a orientagcdo do eixo local do elemento
em relagdo ao sistema global. Esses parametros geométricos serdo empregados, nas secoes
seguintes, na constru¢ao da matriz de transformagao entre os sistemas de coordenadas local e

global.

Figura 4 — Sistema de coordenadas local de um elemento k
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Fonte: Soares (2017)
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A cada elemento sdo associados os parametros necessarios para a defini¢do de sua
rigidez e de sua inércia de massa. Do ponto de vista geométrico, consideram-se, em geral,
segOes transversais prismaticas, caracterizadas por area A ¢ momento de inércia I em relagdo
ao eixo neutro. Do ponto de vista do material, sdo especificados o modulo de elasticidade
longitudinal E e a densidade volumétrica p. Os parametros E, A e I sdo utilizados na formacgao
da matriz de rigidez dos elementos de portico plano, enquanto p ¢ empregado, em conjunto com
A e L, na constru¢do das matrizes de massa discutidas nos capitulos seguintes.

Os graus de liberdade do modelo sdao definidos nos nos da estrutura. Para o portico
plano, adotado neste trabalho como caso mais geral de estrutura reticulada plana, considera-se
em cada n6 dois deslocamentos de translagdo, u, € u,, € uma rotagdo 6, em torno do eixo
perpendicular ao plano. Assim, cada n6 possui trés graus de liberdade e cada elemento de
poértico plano, conectando dois nos, possui seis graus de liberdade nodais. Trelicas planas sdo
interpretadas como casos particulares desse modelo geral, obtidos pela eliminagdo das rotagdes
nodais como incdgnitas e pela consideracao de que os elementos resistem apenas a esforgos
normais, de modo que cada n6 possui apenas dois graus de liberdade de translagao.

Na implementa¢d@o computacional, torna-se conveniente numerar os graus de liberdade
globais em fun¢ao da numerag¢do dos nos. Para estruturas de poértico plano, uma convengao
simples ¢ associar ao nd n os graus de liberdade globais:

e 3n — 2 (translagdo em X),

e 3n — 1 (translacdo em Y)

e 3n (rotagdo em torno de Z).

Essa regra estabelece a correspondéncia entre os graus de liberdade locais de cada
elemento e as posicdes das entradas na matriz de rigidez global, facilitando a etapa de
montagem que serd tratada adiante.

Embora a formulacdo do método da rigidez direta seja conduzida em termos de
deslocamentos globais, cada elemento € inicialmente descrito em seu sistema de coordenadas
local. Nesse sistema, os deslocamentos nodais sdo reunidos em um vetor de deslocamentos de
extremidade, que contém as componentes de translag@o e rotacdo dos nds i e j ao longo e em
torno dos eixos locais do elemento. A relacao entre esse vetor de deslocamentos locais e o vetor
de deslocamentos globais ¢ estabelecida por uma matriz de transformacao, fungao dos cossenos
diretores do elemento, que sera apresentada na Se¢ao 3.4. Essa distingdo entre grandezas locais
e globais ¢ fundamental para que se possa, a partir da rigidez formulada no sistema local, obter

as contribui¢des de cada elemento na matriz de rigidez global da estrutura.
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Cabe observar que, em formulagdes gerais do método da rigidez direta, a discretizacdo
também envolve a forma de representar os carregamentos externos. Em termos conceituais,
acoOes distribuidas ou aplicadas ao longo dos elementos podem ser substituidas por forgas e
momentos nodais equivalentes, compativeis com os graus de liberdade definidos para cada no,
porém neste trabalho, o foco recai sobre a analise modal de estruturas reticuladas planas em
vibragdo livre, para a qual se considera a auséncia de agdes externas durante a etapa de solugdo.
Assim, a modelagem de carregamentos ¢ fica limitada, quando necessario, a defini¢ao de forcas
e momentos concentrados nos nos, organizados no vetor global de forgas. O procedimento de
montagem desse vetor ¢ apresentado de forma resumida na Sec¢do 3.3, apenas para elucidar
formulagdo estatica do método da rigidez direta e viabilizar o uso do programa caso sejam feitas
analises lineares sob carregamentos nodais.

Concluidas essas etapas, fica definido o modelo discreto sobre o qual serd aplicado o
método da rigidez direta: um conjunto de nés com coordenadas conhecidas no sistema global,
um conjunto de elementos de barra com propriedades geométricas e de material associadas,
além de uma correspondéncia bem estabelecida entre os graus de liberdade locais de cada
elemento e os graus de liberdade globais da estrutura. Quando necessario, esse modelo pode
ainda incorporar a representagdo nodal de forgas e momentos externos, organizados no vetor
global de carregamentos. Esse conjunto de informacgdes constitui a base de dados utilizada no
Capitulo 5 para a montagem das matrizes globais de rigidez e de massa e para a formulagao e
solucao do problema generalizado de autovalores associado as estruturas reticuladas planas

analisadas neste trabalho.

3.3 VETOR DE FORCAS

Na Equacgédo (7), o vetor {F} retune as forcas generalizadas associadas aos graus de
liberdade da estrutura. Cada componente de deslocamento ou rotagao nodal possui uma forga
conjugada correspondente: para as translagdes u, € u,, as forgas nodais F, ¢ F,,, ¢, para a rota¢do
0,, o momento nodal M,. Assim, em um portico plano com n nds, o vetor global de forcas ¢
formado por 3n componentes, organizadas de maneira compativel com a metodologia de
numerac¢ao dos graus de liberdade adotada na Secao 3.2.

No modelo de portico plano utilizado neste trabalho, o carregamento externo ¢
representado exclusivamente por forgas e momentos aplicados nos nos da estrutura. Cada né

pode receber componentes Fy, F, e M, que sdo posicionadas em {F'} de acordo com o niimero
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do n6 e com a regra de numeragao dos graus de liberdade globais. Para o n6 n, por exemplo, as
componentes Fy, F, € M, sdo associadas, respectivamente, aos graus de liberdade globais 3n —

2, 3n — 1e 3n. No caso particular de trelicas planas, em que as rotagdes nodais nao sao
consideradas incognitas, o vetor de forcas passa a conter apenas as componentes de forga nas
direcdes x e y globais, associadas aos dois graus de liberdade de translagdo de cada no.

Na implementagao computacional desenvolvida, o vetor global de forg¢as nodais ¢
montado a partir dos carregamentos especificados na tabela de nds. Para cada nd, o programa
1€ as colunas de forgas nas direcoes X e Y e, quando existentes, os momentos nodais,
acumulando essas contribui¢des nas posi¢des correspondentes do vetor {F}. Ndo sdo
considerados, nesta etapa, carregamentos distribuidos ao longo dos elementos de barra nem
forgas equivalentes obtidas a partir de solucdes de engastamento perfeito, pois tais casos
extrapolam o escopo do trabalho e ndo sdo necessarios para a analise modal proposta.

Para este trabalho, o papel do vetor de forgas ¢ principalmente completar a formulagao
estatica do método da rigidez direta e permitir que o programa realize, quando desejado,
analises estaticas lineares sob carregamentos nodais. Nas andlises de vibragodes livres, que
constituem o foco principal do trabalho, considera-se a auséncia de acdes externas, de modo
que o vetor de forgas ¢ tido como nulo e a equacdo de equilibrio estatico ¢ substituida pelo

problema de autovalor generalizado em termos das matrizes de rigidez e de massa.

3.4 SISTEMA DE COORDENADAS

A distingdo entre sistemas de coordenadas global e local é essencial para o método da
rigidez direta. As equagdes de equilibrio da estrutura, como a equagdo matricial apresentada na
Secao 3.1, sao formuladas no sistema global, enquanto as relacdes constitutivas dos elementos
de barra (matriz de rigidez local, matriz de massa local) sdo mais simples quando escritas em
sistemas locais associados a cada elemento. A montagem da matriz de rigidez global depende
justamente da capacidade de converter, de forma consistente, deslocamentos e esfor¢os entre
esses dois sistemas de referéncia.

No escopo deste trabalho, a estrutura esta contida em um plano XY e o sistema de
coordenadas global adotado ¢ cartesiano ortogonal, com eixos X e Y definidos conforme a
discretizagdo apresentada na Se¢do 3.2. Os nos da estrutura sao identificados por um indice
inteiro e tém suas posi¢oes descritas pelas coordenadas globais (X;, Y;), que sdo utilizadas tanto

na montagem das matrizes globais quanto na implementa¢ao computacional.
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A cada elemento de barra que liga um no inicial i a um n6 final j associa-se um sistema
de coordenadas local. Esse sistema ¢ definido de modo que o eixo local x coincida com o eixo
longitudinal do elemento, orientado do né i para o no j. O eixo local y ¢ tomado no plano da
estrutura, ortogonal ao eixo x, e o eixo local z € perpendicular ao plano XY, coincidindo com o
eixo global Z. Com essa escolha, o elemento de poértico plano possui, em cada no, dois
deslocamentos de translacdo ao longo dos eixos locais x € y e uma rotacdo em torno de z,
compativeis com os graus de liberdade globais definidos na Sec¢do 3.2.

A orientagdo do sistema local em relagdo ao sistema global ¢ determinada por um unico
angulo 6, medido do eixo global X para o eixo local x, no sentido anti-horario, conforme Figura
5. A partir das coordenadas dos nos i e j no sistema global, esse angulo ¢ determinado por meio

dos cossenos diretores do eixo local x, pelos seguintes parametros:

L= (- X7 + (5 - 2 ®)

Xj — X, )
L

s=sen6?=u (10)
L

c =cosfO =

Figura 5 — Orientacdo de um elemento k em relacdo ao sistema global

Fonte: Autor (2025)

Esses parametros foram introduzidos na Sec¢dao 3.2, na descricdo da geometria dos
elementos em coordenadas globais, e serdo utilizados de forma sistematica na construcao da
matriz de transformacao entre sistemas de coordenadas local e global.

Para um elemento genérico de portico plano, o vetor de deslocamentos nodais em

coordenadas globais pode ser escrito, por exemplo, na forma:
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(Uix
Uiy
0;
W) =y ¢ (an
U.jy
\ 9]' J

em que U;y € U;y sao as translagdes do no i nas direcdes globais X e Y, e 0; ¢ a rotagdo do nd i
em torno do eixo Z que sai do plano; analogamente tem-se u;x, Ujy € 6; para o nd j. Em

coordenadas locais, 0 mesmo estado de deslocamentos ¢ representado por:

W} =<4 (12)

em que Uy € U;y, s30 as translagdes do no i nas dire¢des dos eixos locais x € y, € assim por
diante. Em estruturas estritamente planas, a rotagdo em torno do eixo Z ¢ a mesma quando
medida nos sistemas local e global, o que justifica a presenca direta de 6; € 6; em ambos os

vetores.
A relagdo entre deslocamentos locais e globais ¢ linear e pode ser escrita por meio de

uma matriz de transformacao [T], fun¢do dos cossenos diretores do elemento:

{u'} = [Tl{u9} (13)

No caso de um elemento de portico plano, a matriz [T] assume a forma:

rc s 0 0 0 O

—-s ¢ 0 O 0 O

10 0 1 0 0 O
[T1= 0 00 ¢c s O (14)

0O 0 0 —s ¢ O

L0 0 0 O O 1

em que ¢ = cos B e s = sen 8. As duas primeiras linhas realizam a rotagdo das componentes

de translagdo do no i, preservando sua rotagao 6;. As linhas 4 e 5 fazem o mesmo para o né j,
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preservando 6;. Essa estrutura em blocos repete, em dimensdo 3x3, a transformagéo classica de
vetores planares entre sistemas de coordenadas rotacionados.

A matriz T é ortogonal, ou seja, satisfaz [T]7[T] = [I]. Nesta secio, essa propriedade é
utilizada para garantir que a mudanca de base entre sistemas de coordenadas local e global nao
altera o conteudo fisico das grandezas, permitindo empregar a mesma matriz de transformacao
tanto sobre deslocamentos quanto sobre esfor¢os nodais, quando necessario.

De forma andloga ao que foi feito para os deslocamentos, vetores de forcas € momentos
nas extremidades do elemento podem ser representados em coordenadas locais ou globais e
convertidos entre si por meio da matriz T. Assim, quando se conhece o estado de esforgos em
um sistema de referéncia, torna-se possivel obté-lo no outro sistema de forma consistente com
a cinematica adotada, sem que seja necessario detalhar aqui a transformagdo componente a
componente.

Tendo essas defini¢des, a mudanca de base entre sistemas local e global para as relagdes
constitutivas dos elementos torna-se direta. Se a matriz de rigidez de um elemento ¢

inicialmente formulada no sistema local, na forma:

(i 1{u'} = {3 (15)

Entdo, ao se substituir nas relacdes constitutivas locais as expressdes de transformacao

de deslocamentos e esforgos, obtém-se, em coordenadas globais:

[k9{uf} = {f9} (16)

em que

(k9] = [T]"[K][T] (17)

Uma expressao analoga ¢ empregada para transformar as matrizes de massa locais para
o sistema global, assegurando que rigidez e inércia sejam tratadas de forma consistente na
formulagdo do problema modal generalizado.

No caso particular de trelicas planas, em que os elementos trabalham
predominantemente a forca axial e as rotagdes nodais ndo sdo tratadas como incognitas, a

mesma estrutura de transformacgao se aplica a vetores e matrizes de dimensao reduzida. Cada
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n6 passa a contribuir apenas com duas translagdes, de modo que os vetores {u9} e {u'} possuem
quatro componentes por elemento, € a matriz [T] é reduzida para uma transformagdo
bidimensional das translagdes, construida a partir dos mesmos coeficientes cos 8 e senf. A
formulacao do pértico plano, portanto, ¢ mantida como caso mais geral, e as trelicas planas sao
obtidas pela redug¢dao do nimero de graus de liberdade considerados.

Do ponto de vista computacional, a distingdo entre sistemas de coordenadas e a
defini¢do explicita da matriz de transformagdo [T] permitem desacoplar duas tarefas: de um
lado, a dedug@o de matrizes de rigidez e de massa em coordenadas locais, diretamente a partir
das solucdes basicas de barras de portico plano; de outro, a montagem das matrizes globais da
estrutura, formuladas em termos dos graus de liberdade globais definidos na discretizagdo da
estrutura. Esta secdo estabelece, portanto, o elo geométrico entre o modelo de elemento e o
modelo global da estrutura, que sera utilizado de forma recorrente na implementacao

computacional.

3.5 MATRIZ DE RIGIDEZ

Conforme apresentado na Secdo 3.1, a aplicagdo do Método da Rigidez Direta a uma
estrutura reticulada plana leva, em nivel global, ao sistema linear da Equagéo (7). Em que [K]
¢ a matriz de rigidez global da estrutura, {U} € o vetor de deslocamentos e rotagdes nodais e
{F} é o vetor de for¢as nodais externas. A construcdo de [K] € feita a partir da contribuigdo de
cada elemento de barra, cuja rigidez ¢ inicialmente formulada em coordenadas locais e, em
seguida, transformada para o sistema de coordenadas global, conforme a metodologia usual em
estruturas de barras apresentada por Martha (2010) para o Método da Rigidez Direta.

A rigidez de cada elemento ¢ obtida a partir de solu¢des fundamentais da barra isolada,
em que se impdem deslocamentos unitdrios em cada grau de liberdade de extremidade,
mantendo-se os demais deslocamentos nulos. As for¢as de reagao correspondentes,
determinadas em regime elastico linear, definem os coeficientes de rigidez do elemento, que
podem ser organizados na forma matricial. Essa interpretagcdo corresponde a uma generalizagao
da lei de Hooke para sistemas com multiplos graus de liberdade. Cada grau de liberdade esta
associado a uma equacdo de equilibrio, e o acoplamento entre esses graus ¢ descrito pelos
coeficientes da matriz de rigidez.

No caso do portico plano, adotado como modelo mais geral de estrutura reticulada plana,

cada elemento liga dois nés com trés graus de liberdade por no: translagdes u, € u,, € rotagdo
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0,. Assim, o elemento possui seis graus de liberdade nodais e ¢ conveniente reunir as incégnitas

de extremidades do elemento em um vetor de deslocamentos nodais no sistema local:

Uiy
1)
6
wé} = Juy, (18)
Ujy

6;

Para os esforcos correspondentes em um vetor de forg¢as nodais locais:

—\
—

{fé} =1 (19)

SS=2Xx==

—
N—

em que N, V e M representam, respectivamente, o esforco normal, o esfor¢o cortante e o
momento fletor nas extremidades do elemento.
A relacdo linear entre esforcos e deslocamentos nas direcdes locais, que representa o

sistema de equilibrio do elemento no seu proprio sistema de coordenadas, € escrita na forma:

[kel{ué} = {f3 (20)

A matriz [k!] é denominada matriz de rigidez local do elemento e depende apenas das
propriedades geométricas e mecanicas da barra e do seu comprimento. A partir dessa
formulacao elementar, pode-se prosseguir para determinagdo explicita dos coeficientes de
rigidez e da transformagdo da matriz local para o sistema global, etapa necessaria para a

montagem de [K] pela regra de correspondéncia dos graus de liberdade.
3.5.1 Coeficientes de rigidez
Os coeficientes de rigidez de um elemento sdo definidos a partir da resposta da barra

engastada em ambas as extremidades quando se impde, isoladamente, um deslocamento

unitario em um dos seus graus de liberdade nodais, mantendo os demais iguais a zero. O esfor¢o



Capitulo 3 — Método da Rigidez Direta 35

de reagdo que surge em um determinado grau de liberdade i devido a um deslocamento unitario
aplicado no grau de liberdade j € o coeficiente k;; da matriz de rigidez. Organizando esses
coeficientes em uma matriz quadrada, obtém-se a matriz [k] para o elemento.

Para um elemento de portico plano prismatico, de comprimento L, area da secdo
transversal A, momento de inércia I em relagdo ao eixo z perpendicular ao plano da estrutura e
modulo de elasticidade longitudinal E, a matriz de rigidez local no sistema de coordenadas do

elemento pode ser escrita, na ordenacao (uix, Uiy, 01y Wjxs Ujy, 9]-), como (Soriano, 2014):

r EA EA 1

- 0 0 —— 0 0
L L
12EI, 6EI, 12EI, 6EI,
13 12 E 12
4EI . 6El, 2EI,
. . - 2
[k] = Loyt b (1)
- 0 0
L
12E1, 6E1,
13 12
_ AEI
_Slm. 7 |

Essa matriz resulta da superposi¢@o de duas contribui¢des independentes: uma associada

. N . . EA . . ~ . EI
a deformacgdo axial, proporcional a —, e outra associada a flexao no plano, proporcional a —.
L L3

A presenga de termos fora da diagonal principal traduz o acoplamento entre deslocamentos
verticais e rotagdes nas extremidades, efeito resultante do comportamento a flexao de vigas
engastadas.

Para trelicas planas, os elementos resistem apenas a esfor¢cos normais e as rotagdes
nodais ndo sdo consideradas como graus de liberdade. Nessas condi¢des, o elemento passa a ter
apenas dois deslocamentos tuteis em cada n6 no sistema local, associados a direcao axial.

Mantida a ordenagdo (ul-x’uiy’ujx'ujy), a matriz de rigidez local pode ser escrita, para um

elemento alinhado com o eixo local x, como (Soriano, 2014):

1 0 -1 0
EAlo 0 0 o
0O 0 0 O
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Pode-se observar que apenas os termos associados a deformagao axial sdo diferentes de

zero, enquanto os graus de liberdade transversais tém rigidez nula.

3.5.2 Transformacao de coordenadas

A matriz de rigidez local [kl] e os coeficientes apresentados na Subsecdo 3.5.1 sdo
definidos em um sistema de coordenadas associado ao elemento, no qual o eixo x coincide com
o eixo da barra e o eixo y € ortogonal a esse eixo no plano da estrutura. Nesse sistema, os graus
de liberdade de extremidade estao diretamente relacionados as deformacgdes axial e a flexao no
plano do pdrtico, o que simplifica a dedugdo das expressdes analiticas dos termos da matriz de
rigidez a partir das solu¢des fundamentais de barras engastadas em ambas as extremidades. Para
que as contribui¢des de todos os elementos possam ser reunidas em uma Unica matriz global
[K], torna-se necessario representar essas relagdes esforgo—deslocamento também no sistema
de coordenadas global XY adotado para o modelo estrutural.

A mudanga de base referencial ¢ feita por meio da matriz de transformagao definida na
Secao 3.4, que relaciona os vetores de deslocamentos nodais locais e globais do elemento
conforme a Equacdo (13), construida a partir dos cossenos diretores do eixo longitudinal da
barra.

A mesma matriz de transformagao ¢ utilizada para compatibilizar as for¢as nodais de
extremidade com o sistema global. Dessa forma, o equilibrio interno do elemento, representado
em coordenadas locais pela Equacgdo (20), pode ser expresso em termos dos graus de liberdade
globais substituindo-se nas relagdes constitutivas as transformagdes de deslocamentos e de
esforcos. O resultado desse procedimento ¢ a expressao geral de transformacdo da matriz de
rigidez local para o sistema global apresentada na Equacao (17), que fornece a matriz de rigidez
do elemento escrita diretamente nas coordenadas globais da estrutura.

No caso das trelicas planas consideradas neste trabalho, a transformagao de coordenadas
¢ aplicada de forma analoga, restringindo-se as componentes de translacao dos nos e utilizando
os mesmos cossenos diretores definidos na Se¢do 3.4 para converter a matriz de rigidez axial
local para o sistema de coordenadas global.

A etapa de transformacao ¢ realizada elemento a elemento antes da montagem da matriz
de rigidez global. Para cada barra, o programa computacional utiliza a matriz de rigidez local,
formulada no sistema de coordenadas do elemento, e a matriz de transformacao geométrica

associada a sua orientacdo para obter a matriz de rigidez em coordenadas globais. As matrizes
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transformadas sdo entdo utilizadas na Subse¢do 3.5.3, em conjunto com a regra de

correspondéncia entre graus de liberdade, para a construcao da matriz de rigidez global.
3.5.3 Montagem da matriz de rigidez global

Uma vez determinadas, para cada elemento de barra, a matriz de rigidez no sistema local
[k'] e sua correspondente no sistema global [k?], obtida pela transformagio de coordenadas
apresentada na Subse¢do 3.5.2, o passo seguinte do Método da Rigidez Direta consiste na
montagem da matriz de rigidez global [K] da estrutura. Nessa etapa, as contribui¢des de todos
os elementos sdo superpostas em uma unica matriz, expressa em termos dos graus de liberdade
globais definidos na Se¢do 3.2.

A ideia central ¢ que cada coeficiente de [kf ], que ¢ a matriz transformada para o
sistema global, representa a forca nodal (ou momento) na dire¢do do grau de liberdade global,
resultante de um deslocamento unitario imposto na dire¢ao do grau de liberdade global. Assim,
para que a estrutura seja tratada como um sistema tnico, € necessario acumular cada bloco [keg ]
dentro de [K], de acordo com a correspondéncia entre os graus de liberdade locais do elemento
e os graus de liberdade globais associados aos nos conectados por esse elemento. Essa
acumulagdo ¢ realizada com base na correspondéncia entre o indice de cada grau de liberdade
do elemento e o indice do grau de liberdade global correspondente na estrutura.

Considerando uma barra de um portico plano com um nimero n de nés como modelo
mais geral, cada n6 possui trés graus de liberdade globais, correspondentes as translagdes u,.,
u, ¢ arotagdo 6,. A numeragdo global adotada associa ao n6 n os graus de liberdade da seguinte
forma:

e 3n — 2 (translacdo em X),

e 3n — 1 (translacdo em Y),

e 3n (rotagdo em torno de Z),
conforme ja estabelecido na Sec¢do 3.2. Para um elemento k que liga os nds i e j, ¢ conveniente

definir um vetor de correspondéncia ou vetor de espalhamento, conforme demonstrado por

Martha (2010):
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3i—2
3i—1
3i
(g} =13/ -2 (23)

3j—1
3j

Desta forma, pode-se associar cada grau de liberdade local do elemento a sua posi¢ao
correspondente na matriz global. Esse vetor implementa, de forma compacta, a montagem por
barra do Método da Rigidez Direta.

A matriz de rigidez global [K] ¢ inicialmente considerada nula. Em seguida, para cada
elemento k, considera-se a sua matriz de rigidez em coordenadas globais [kf ] Sendo a e 8 os
indices locais de linha e coluna dessa matriz, variando de 1 a 6 e associados aos seis graus de
liberdade nodais do elemento de barra de portico plano. O mapeamento entre esses indices
locais (@, B) e os indices globais correspondentes (ga, gﬁ) ¢ estabelecido pelo vetor de
correspondéncia do elemento, construido a partir da numeragao dos nds e da regra adotada para
os graus de liberdade globais. Para cada par (a, ), a contribui¢do do elemento ¢ acumulada no

coeficiente global correspondente de acordo com

K,

da 9 — K

da 9p +k

oepr  WB=1..6 (24)

Esse procedimento ¢ repetido para todos os elementos da estrutura até que todas as
contribui¢des tenham sido incorporadas na matriz [K ]. Em termos matriciais, a montagem pode
ser interpretada como a soma, para todos os elementos, de matrizes [kf ] “espalhadas” em [K]
por meio de matrizes de incidéncia ou de selecdo de graus de liberdade. Conforme apresenta
Martha (2010), a formulacdo matricial do método dos deslocamentos realiza essa montagem
direta da matriz de rigidez global por simples soma dos blocos de rigidez elementares, o que
torna o procedimento adequado para estruturas com multiplos graus de liberdade.

Do ponto de vista computacional, essa regra de correspondéncia ¢ implementada de
forma direta com base na Equagdo (24). Para cada elemento k, o programa monta o vetor de
correspondéncia, que retine os seis indices globais associados aos graus de liberdade locais do
elemento. Com a matriz [k;q ] previamente calculada, percorrem-se seus coeficientes por meio

de dois lagos aninhados em que a e 8 variam de 1 a 6, atualizando-se os termos de [K] nas

posigdes (ga, gﬁ).



Capitulo 3 — Método da Rigidez Direta 39

Embora, a montagem seja descrita sobre todos os pares (@, 8), a simetria das matrizes
de rigidez locais e da matriz global permite, na implementagdo, operar apenas sobre uma de
suas metades (por exemplo, a triangular superior), reduzindo o custo de armazenamento e o
numero de operacdes. Ao final do processo de montagem elemento a elemento, obtém-se a
matriz de rigidez global [K] da estrutura ainda “sem restri¢des”, isto €, considerando todos os
graus de liberdade nodais ativos. Essa matriz ¢ simétrica e esparsa, com a maior parte dos
coeficientes ndo nulos concentrada em uma faixa proxima a diagonal principal, caracteristica
tipica de modelos de barras e relevante para as estratégias de armazenamento e para os métodos
numéricos de solugdo do sistema de equagdes. Na ectapa seguinte, [K] ¢ modificada pela
imposi¢do das condi¢des de contorno, por meio da eliminagdo ou da alteracdo dos graus de
liberdade restringidos pelos apoios. A matriz de rigidez resultante, em conjunto com a matriz
de massa global [M], constitui a base para a formulagdo e solugdo do problema modal

generalizado desenvolvido no Capitulo 4.

3.6 CONDICOES DE CONTORNO

As condi¢des de contorno da estrutura neste trabalho sdo representadas pelas restri¢des
de deslocamentos e rotacdes impostas pelos apoios. Na formulagdo em deslocamentos do
método da rigidez direta, essas condi¢des também sdo chamadas de condi¢gdes geométricas,
pois especificam quais componentes de deslocamento nodal sdo prescritas e quais permanecem
livres. No modelo adotado, essas condicdes sao representadas por deslocamentos nulos em
determinados graus de liberdade globais, correspondentes a n6s apoiados ou engastados.

Ao final do processo de montagem descrito na Subsegdo 3.5.3, obtém-se a matriz de
rigidez global [K] da estrutura ainda “sem restrigdes”, considerando todos os graus de liberdade
nodais como livres. Nessa situagdo, a matriz [K] ¢ singular, refletindo a existéncia de
movimentos de corpo rigido compativeis com o modelo estrutural e impossibilitando a
obten¢do de uma solugdo estatica unica. A imposi¢ao das condi¢des de apoio, por meio da
prescri¢dao de deslocamentos nulos em determinados graus de liberdade, remove esses modos
de corpo rigido e conduz a uma matriz de rigidez restringida positiva definida, o que € requisito
tanto para a solugdo estitica quanto para a formulagdo consistente do problema modal
generalizado.

No modelo de pértico plano adotado como caso mais geral de estrutura reticulada plana,

cada no possui trés graus de liberdade: duas translagdes u, € u,, € uma rotagdo 6, em torno do
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eixo perpendicular ao plano XY. As condigdes de contorno geométricas sdo impostas ao
classificar cada uma dessas componentes como grau de liberdade livre ou restrito. Os graus de
liberdade livres compdem o vetor de deslocamentos nodais desconhecidos, enquanto os graus
de liberdade restritos correspondem a deslocamentos ou rotagdes prescritos pelos apoios,
usualmente considerados nulos.

Na formula¢do matricial global, a aplicagdo das condigdes de contorno equivale a
separar o vetor de deslocamentos nodais globais em dois subconjuntos, associados aos graus de
liberdade livres e restritos. A partir da numerac¢ao dos nés e da convencao de trés graus de
liberdade por n6 adotada na Secao 3.2, o programa identifica, para cada apoio especificado em
um nd, quais componentes Uy, U, € 6, sdo restringidas. Em seguida, constroi-se o conjunto de
indices dos graus de liberdade livres e, por complementaridade, o conjunto de indices dos graus
de liberdade restritos.

As matrizes globais de rigidez e de massa sdo entdo reduzidas por sele¢do de linhas e
colunas. Denotando por [Kj;| € [M;;] as submatrizes obtidas a partir de [K] e [M] ao considerar
apenas os graus de liberdade livres, o problema modal generalizado ¢ resolvido, neste trabalho,

na forma:
[Kul{¢;} = w? [My] {$;} (25)

onde {¢3 j} representa o vetor modal associado ao modo j, escrito apenas em termos dos graus
de liberdade livres, € wj € a frequéncia natural correspondente. As componentes dos vetores de
modos completos associadas aos graus de liberdade restritos sdo nulas por construgdo. A técnica
adotada na analise modal ¢ o particionamento do sistema ¢ a formagao das submatrizes [Kj;] e
[M};], reduzindo a dimensao do problema de autovalor ao conjunto de deslocabilidades livres.

Para problemas puramente estaticos, uma alternativa ¢ a chamada técnica dos “zeros e
uns”, em que as linhas e colunas associadas a deslocamentos prescritos sao modificadas
diretamente na matriz [K], com anulagdo dos coeficientes fora da diagonal e atribui¢do de valor
unitario na posicao diagonal correspondente, acompanhada da anulacdo da componente
respectiva do vetor de forcas. Esse procedimento permite obter diretamente deslocamentos
nulos nos graus de liberdade restringidos, preservando a forma global do sistema linear, mas

ndo ¢ o procedimento adotado aqui para a solucdo do problema modal, em que se utiliza

explicitamente a redugdo as submatrizes [Kj;| € [My;].
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Uma generalizagdo usual ¢ a representacdo de apoios flexiveis por meio de molas
concentradas ligadas aos nds da estrutura. Nessa modelagem, cada apoio elastico ¢
caracterizado por um coeficiente de rigidez kg associado a um grau de liberdade especifico, e a
presenca da mola ¢ incorporada somando-se kg ao termo diagonal correspondente da matriz
[K]. Embora esses recursos sejam Uteis em analises mais gerais, o programa desenvolvido neste
trabalho considera, na analise modal de vibragdes livres, apenas apoios idealmente rigidos em

estruturas reticuladas planas, sem interagdo solo-estrutura.
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4 ANALISE MODAL

4.1 MATRIZ DE MASSA

Conforme discutido na Se¢ao 2.2, a formulacdo dindmica de sistemas estruturais com
multiplos graus de liberdade ¢ construida a partir da equagdo de movimento matricial em termos
das matrizes globais de massa [M] e de rigidez [K]. Nessas equagdes, [M] representa a
distribuicao da inércia da estrutura associada aos graus de liberdade nodais do modelo discreto,
enquanto [K] traduz a rigidez obtida pelo Método da Rigidez Direta. A analise modal de
vibragdes livres, que constitui o foco deste capitulo, consiste em determinar as frequéncias
naturais e os modos de vibracdo a partir da solu¢do do problema generalizado de autovalores
envolvendo essas duas matrizes.

A construgdo da matriz global de massa [M] segue uma logica analoga a utilizada para
a matriz de rigidez global [K], apresentada no Capitulo 3. Parte-se de uma matriz de massa
definida em nivel de elemento, escrita inicialmente em um sistema de coordenadas local
associado ao eixo da barra, realiza-se a transformacao para o sistema de coordenadas global
adotado para a estrutura e, em seguida, monta-se a matriz global por superposi¢ao das
contribui¢des de todos os elementos. Nesta secdo, apresenta-se a formulagdo da matriz de massa
de elemento a partir da energia cinética do meio continuo e justifica-se a ado¢ao da matriz de
massa consistente para elementos de portico plano, em coeréncia com a discretizacao utilizada

para a matriz de rigidez.
4.1.1 Formulacio da matriz de massa de elemento

O ponto de partida para a obtencdo da matriz de massa ¢ a expressao da energia cinética
de um corpo continuo. Considerando um sé6lido com massa especifica p, volume V e campo de

velocidades 1, a energia cinética total ¢ dada por:

1
E == ] p uTiudV (26)
2 %4

Na formulagdo em deslocamentos adotada neste trabalho, procede-se de forma analoga
ao que ¢ feito na dedugdo da matriz de rigidez: em cada elemento, o campo de deslocamentos

(e, consequentemente, de velocidades) ¢ aproximado por fungdes de forma em fungdo das
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coordenadas locais e pelos valores nodais generalizados. Utilizando essa aproximacdo na
Equacao (26), demonstra-se que a energia cinética associada ao elemento e pode ser escrita, em

termos das velocidades nodais {u}, na forma:

1. .
Ece= E{ué}T [Mé]{ué} (27)
em que a matriz de massa do elemento, denominada matriz de massa consistente, ¢ definida

por:

[Ml] = f p NT(O) N(x) dV 28)

e

As Equagdes (27) e (28) mostram que a matriz de massa consistente ¢ obtida pela mesma
estratégia de interpolagcdo em deslocamentos adotada na formulagao dos elementos de barra.

Para elementos de barra, como os considerados neste trabalho, o volume do elemento é
dado pelo produto da area da secdo transversal A pelo comprimento L, de modo que a integral
em (28) se reduz a uma integral unidimensional ao longo do eixo da barra. Nesses casos, € usual

introduzir a massa por unidade de comprimento m’ = pA e escrever:
L
(M}] = j m' NT(x) N(x) dx 29)
0

No caso de elementos de portico plano baseados na teoria de Euler—Bernoulli, as

funcgdes de forma associadas aos deslocamentos transversais e rotagdes sao polindmios cubicos,
\ . . .. . m'L .

0 que conduz a matriz de massa consistente classica proporcional a 2o com coeficientes

obtidos a luz da teoria dos elementos finitos (SORIANO, 2014).
4.1.2 Matriz de massa consistente e montagem global

No modelo adotado neste trabalho, cada nd da estrutura de poértico plano possui trés
graus de liberdade: as translagdes u, ¢ u,, € a rotagdo 6, em torno do eixo perpendicular ao
plano da estrutura. Consequentemente, cada elemento de portico plano que liga dois nos possui

seis graus de liberdade nodais, e a matriz de massa consistente local ¢ uma matriz quadrada de
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ordem 6, escrita no sistema de coordenadas local do elemento. A estrutura dessa matriz resulta
da combinacgdo dos efeitos de inércia axial e de flexdo no plano, sendo expressa em termos da
massa por unidade de comprimento m’ = pA e do comprimento L do elemento.

No caso especifico do elemento de portico plano implementado neste trabalho, a matriz
de massa consistente local ¢ escrita no sistema de coordenadas do elemento, na ordenagao

140 0 0 70 0 0

, 156 22L 0 54 —13L

no m| . . 41> 0 13L -3lI72
[Me] = 420 . . . 140 0 0 (30)

. . 156 —22L

Lsim. ) ) ) ) 412% |

De forma analoga ao que foi feito para a matriz de rigidez no Capitulo 3, a matriz de
massa consistente de cada elemento € inicialmente formulada em um sistema de coordenadas
local, associado ao eixo da barra. Para que as contribui¢des de todos os elementos possam ser
reunidas em uma matriz global tnica [M], é necessario expressar essas matrizes locais no
sistema de coordenadas global XY adotado para o modelo estrutural. Essa mudanga de base ¢
realizada por meio da mesma matriz de transformacdo [T] apresentada na Se¢do 3.4, que
relaciona os vetores de deslocamentos nodais locais e globais do elemento.

Se [M!] denota a matriz de massa consistente do elemento e [Meg ] a matriz de massa do

mesmo elemento escrita em coordenadas globais, a relagdo entre essas matrizes ¢ dada por:
Mg = [T1"[ME[T] (31)

Expressdo analoga foi utilizada, no Capitulo 3, para transformar a matriz de rigidez local
para o sistema global, conforme a Equacdo (17), o que garante que rigidez e inércia sejam
tratadas de maneira consistente na formula¢ao matricial do problema geral.

O espalhamento na matriz de massa global [M] ¢é realizado por meio do vetor de
espalhamento {g,} de forma semelhante ao que foi feito com a matriz de rigidez [K], ficando

EXpresso comao:

M

da 9dp +M

e g5 = gy WB=1..6 (32)
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Do ponto de vista numérico, existem duas escolhas principais para representar a inércia
em modelos discretos: a matriz de massa consistente, obtida a partir da integra¢do das fungdes
de forma e a matriz de massa concentrada, em que a massa do elemento ¢ distribuida em valores
concentrados nos ndés. Embora a matriz de massa concentrada apresente vantagens
computacionais em alguns casos, por ser diagonal e simplificar o problema de autovalores
(Soriano, 2014), a matriz de massa consistente fornece estimativas mais acuradas das
frequéncias naturais, especialmente para modos de ordem mais elevada, além de manter a
compatibilidade entre a formulagdo de [M] e [K].

Nos testes realizados durante o desenvolvimento do programa computacional deste
trabalho, verificou-se que a utilizagdo de uma matriz de massa concentrada implicava
dificuldades numéricas na solu¢do do problema generalizado de autovalores e conduzia a
resultados menos estaveis para os modos superiores. Por outro lado, a adog¢do da matriz de
massa consistente, com a estrutura 6x6 classica de elementos de poértico plano, mostrou-se
coerente com a formulagdo tedrica e levou a resultados mais regulares na analise modal. Por
essa razdo, € em consondncia com a literatura de dindmica de estruturas baseada em
formulagdes de deslocamentos, optou-se neste trabalho pela utilizagdo exclusiva da matriz de

massa consistente na montagem da matriz global [M].
4.2 PROBLEMA GENERALIZADO DE AUTOVALOR

Com as matrizes globais de rigidez [K] e de massa [M] ja estabelecidas, a formulagdo
da andlise modal de estruturas reticuladas planas baseia-se na equagdo de movimento para
sistemas com multiplos graus de liberdade em vibragao livre ndo-amortecida. O objetivo desta
secdo ¢ apresentar, de forma concisa, a passagem dessa equacgdo diferencial matricial para o
problema generalizado de autovalores que fornece as frequéncias naturais e os modos de

vibragao utilizados no programa computacional desenvolvido neste trabalho.
4.2.1 Equacao de movimento e solu¢io harmonica

Para um sistema estrutural discreto sem amortecimento e sem carregamentos externos,

a equacao de movimento, ja apresentada na Secdo 2.2, é reescrita aqui na forma:

[MI{U®)} + [KI{U®)} = {0} (33)
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em que [M] ¢é a matriz global de massa, [K] ¢ a matriz global de rigidez e {U(t)} é o vetor de
deslocamentos nodais em coordenadas generalizadas em fung¢do do tempo.

Na anélise modal, procura-se por movimentos livres que ocorram em regime harmonico.
Adota-se, entdo, a hipdtese de que cada modo de vibragdo pode ser representado por uma

solucao do tipo:

{U©)} = {d}cos (wt + ) (34)

em que {glA)} ¢ um vetor constante de amplitudes nodais (modo de vibragdo), w ¢ a frequéncia
natural associada ao modo considerado e ¥ ¢ uma fase inicial arbitraria. Derivando (34) duas

vezes no tempo, obtém-se:

{U(®)} = —w?*{p}cos (wt + ) (35)

Substituindo {U(t)} ¢ {U (t)} na equag¢do de movimento (33) e fatorando o termo

cos (wt + ), que ndo ¢ identicamente nulo, resulta a relagdo algébrica:

(K] — 0®[MD{$} = {0} (36)
4.2.2 Equacio caracteristica e interpretacio dos autopares

A Equacao (36) representa um sistema homogéneo de equagdes lineares. Para que exista
solugdo ndo-trivial {¢} # {0}, é necessério que o determinante da matriz dos coeficientes seja

nulo, o que conduz a equagao caracteristica:
det([K] — w?[M]) =0 (37)

A Equagdo (37) é um polindmio em w? cujo grau, em geral, é igual ao nimero de graus

de liberdade livres do sistema. Suas raizes wjz sdo os autovalores do par de matrizes ([K], [M])

e correspondem aos quadrados das frequéncias naturais de vibragdo da estrutura.
No contexto de estruturas modeladas pelo Método da Rigidez Direta, as matrizes [K] e
[M] sdo simétricas e, sob hipdteses usuais de andlise linear eldstica com vinculos adequados

(estrutura estavel e bem apoiada), sdo também definidas positivas. Nessas condic¢des, o
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problema generalizado de autovalores admite autovalores reais e positivos a)jz, 0 que garante
que as frequéncias naturais w; sejam reais € que a resposta modal associada seja fisicamente
admissivel.

Para cada autovalor w/,

a Equacdo (36) admite uma solucao nao-trivial {43]-},
denominada autovetor ou modo natural de vibracdo associado ao modo j. A relacdo entre

rigidez, massa, frequéncia natural e modo de vibragao pode ser escrita como:
[K1{$,} = w} [M]{¢;} (38)

Como a Equacdo (38) ¢ homogénea, qualquer multiplo escalar de {¢3J} também ¢
solucdo. Por isso, a amplitude absoluta do modo ndo ¢ determinada pela analise modal; apenas
a forma do modo, as razdes entre as componentes do vetor {¢3 j}, possui significado fisico. O

modo associado a menor frequéncia natural w; ¢ denominado modo fundamental de vibracao,

e os demais modos estdo associados a frequéncias naturais progressivamente mais elevadas.
4.2.3 Formulacio em termos dos graus de liberdade livres

No Capitulo 3, a imposicao das condi¢des de contorno levou ao particionamento das
matrizes globais de rigidez e de massa em submatrizes associadas a graus de liberdade livres e
restritos. Denotando por [Kj;] € [M};] as submatrizes correspondentes ao subconjunto de graus
de liberdade livres, a equagao de movimento (33) pode ser reescrita, apods a eliminacao dos

deslocamentos restritos, na forma reduzida:

[Kul{U, ()} + [My]{U,(t)} = {0} (39

Em que {U;(t)} contém apenas os deslocamentos e rotagdes nodais livres. O
procedimento de redugdo adotado aqui ¢ inteiramente andlogo ao utilizado na anélise estatica
pelo Método da Rigidez Direta: os graus de liberdade associados a deslocamentos prescritos
sdo eliminados do sistema, restando um conjunto menor de equagdes envolvendo apenas as
deslocabilidades livres.

Admitindo novamente uma solu¢ao harmonica do tipo:
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{U,(6)} = {¢;}cos (w;t + ;) (40)

obtém-se, por procedimento idéntico ao da Subsecdo 4.2.1, o problema generalizado de

autovalores escrito diretamente em termos das submatrizes reduzidas:
[Kul{$;} = w? [M,1{¢;} (41)

Essa relagdo ¢ formalmente idéntica a Equacgao (25), apresentada no Capitulo 3 a partir
do particionamento das matrizes globais, sendo aqui reapresentada apenas para manter a
formulacao modal deste capitulo auto-contida.

E essa forma reduzida que é efetivamente utilizada no programa computacional, uma
vez que os graus de liberdade associados a deslocamentos nulos por condi¢do de apoio ndo

participam da dindmica da estrutura.
4.2.4 Resolucio numérica no programa computacional

Do ponto de vista numérico, o problema da Equagao (41) pode ser escrito como:
[Ku){d;} = 1My ){$;} (42)

Introduziu-se A; = a)jz como autovalores do par de matrizes ([Kj;], [M};]). Uma vez

obtidos os autovalores 4;, as frequéncias naturais circulares € em hertz sdo calculadas por:

_ Y

= = @)

w

O conjunto de pares (a)j, {d’ij}) caracteriza as propriedades dindmicas inerentes da
estrutura modelada, uma vez que depende apenas da distribui¢do de massa e de rigidez
representadas por [M] e [K]. Em termos fisicos, essas grandezas podem ser interpretadas como
uma “assinatura modal” do sistema, que sintetiza suas principais caracteristicas de vibragao.

A solucdo do problema generalizado de autovalores da Equacdo (42) ¢ realizada, neste
trabalho, por meio de rotinas numéricas apropriadas para matrizes simétricas definidas

positivas, disponiveis em bibliotecas cientificas de algebra linear. No programa implementado
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em linguagem Python, apresentado no Capitulo 5, as matrizes reduzidas [Kj] e [My] sdo
montadas a partir das contribui¢des de cada elemento de pértico plano e, em seguida, o par
([Ky), [My]) é passado a um solucionador de autovalores generalizado, que retorna os
autovalores 4; € os autovetores {qB j}.

Os resultados da analise modal — frequéncias naturais e formas de vibragdo — sdo
entdo organizados e utilizados tanto para fins de interpretacdo fisica do comportamento
dindmico das estruturas reticuladas planas estudadas quanto para a validagdo do programa

computacional, apresentada nos capitulos seguintes.
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5 PROGRAMA COMPUTACIONAL

O presente capitulo descreve o programa computacional desenvolvido em apoio a
analise modal de estruturas reticuladas planas, implementado com base nas formula¢des do
Meétodo da Rigidez Direta e do problema generalizado de autovalores apresentadas nos
Capitulos 3 e 4. O codigo automatiza as etapas de montagem das matrizes globais de rigidez
[K] e de massa [M], aplicacdo das condi¢des de contorno e solugdo numeérica do sistema modal
em termos das submatrizes reduzidas [Kj;] € [My;], fornecendo como saida as frequéncias
naturais ¢ os modos de vibragdo da estrutura considerada.

Além da analise modal, o programa também permite realizar, de forma opcional, a
analise estatica linear da estrutura sob carregamentos nodais, utilizando a mesma discretizagao
adotada para o estudo dindmico. Essa funcionalidade opcional refor¢a o vinculo entre a
formulacao estatica classica do Método da Rigidez Direta e a obten¢ao dos parametros modais,

favorecendo a interpretacao fisica dos resultados.

5.1 CONSIDERACOES GERAIS

O programa computacional desenvolvido consiste em um conjunto de rotinas de calculo
em linguagem Python destinadas a andlise estatica e modal de estruturas reticuladas planas,
adotando o elemento de portico plano como modelo mais geral de estrutura bidimensional. Cada
n6 do modelo possui trés graus de liberdade, dois de translagdo (uy, u, ) € uma rotagdo em torno
do eixo normal ao plano (6,), o que permite representar, em um mesmo ambiente, tanto trelicas
planas quanto porticos, bastando adequar as propriedades dos elementos e as condi¢des de
restrigao.

A escolha da linguagem Python esté alinhada aos objetivos do trabalho. Trata-se de uma
linguagem de alto nivel, com sintaxe relativamente simples e ampla disponibilidade de
bibliotecas cientificas para algebra linear e visualizagdo. No cddigo implementado sdo
utilizadas, em especial, as bibliotecas pandas, para leitura e organizacao dos dados de entrada
em planilhas Excel, NumPy, para manipulagao matricial, Scipy, para a solu¢do do problema
generalizado de autovalores, e Matplotlib, para eventual plotagem da geometria da estrutura e
das formas modais calculadas. Essa op¢ao contrasta com o uso de programas comerciais de
analise estrutural tratados como ‘“caixa preta”, pois permite ao usudrio acompanhar

explicitamente como as matrizes sao montadas e como o problema de autovalor ¢ resolvido.
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Do ponto de vista estrutural, o programa adota as hipdteses compativeis com a
formulagdo de podrtico plano em regime linear elastico. Os elementos sdo modelados como
barras de Euler—Bernoulli com se¢des prismaticas, caracterizadas pelos parametros geométricos
area A e momento de inércia I, e pelo modulo de elasticidade E e densidade p do material. A
matriz de rigidez local 6x6 de cada elemento ¢ construida segundo a formulagdo classica de
poértico plano, em coordenadas locais, e posteriormente rotacionada para o sistema global por
meio da matriz de transformagdo T associada aos cossenos diretores do elemento.

A inércia de massa da estrutura é representada por matrizes de massa consistentes em
nivel de elemento, também de ordem 6x6, obtidas a partir da massa total associada a barra. Essa
matriz local ¢ formulada no sistema de coordenadas do elemento e, em seguida, transformada
para o sistema global utilizando a mesma matriz de rotagdo aplicada a rigidez. A adogao
exclusiva da matriz de massa consistente, em vez de uma matriz de massa concentrada, esta em
conformidade com a formulagao tedrica discutida no Capitulo 4.

O escopo do programa ¢ restrito a estruturas planas, em vibragao livre ndo amortecida,
sem consideragdo de agdes externas na etapa de solu¢ao modal. As condigdes de apoio sdo
modeladas como apoios idealmente rigidos, por meio da imposi¢ao de deslocamentos nulos em
determinados graus de liberdade, o que conduz a formagdo das submatrizes [Kj;] e [My]
associadas ao subconjunto de graus de liberdade livres. Nas analises estaticas opcionais, podem
ser consideradas for¢as e momentos nodais concentrados, organizados no vetor global {F}, mas
ndo sdo contemplados carregamentos distribuidos ao longo dos elementos, interagdo solo—
estrutura ou efeitos ndo lineares geométricos e fisicos.

O escopo do programa ¢ restrito a estruturas planas, em vibragao livre ndo amortecida,
sem consideracdo de agdes externas na etapa de solucdo modal. As condi¢gdes de apoio sdao
modeladas como apoios idealmente rigidos, por meio da imposi¢ao de deslocamentos nulos em
determinados graus de liberdade, o que conduz a formagdo das submatrizes [K};] e [My]
associadas ao subconjunto de graus de liberdade livres. Nas analises estaticas opcionais, podem
ser consideradas for¢as e momentos nodais concentrados, organizados no vetor global {F}, mas
ndo sao contemplados carregamentos distribuidos ao longo dos elementos, interagdo solo—
estrutura ou efeitos ndo lineares geométricos e fisicos.

Do ponto de vista numérico, o programa resolve o problema generalizado de autovalores
apresentado no Capitulo 3 e expresso pela Equagéo (25), em que [Kj;| € [M};] sdo as submatrizes
de rigidez e de massa associadas apenas aos graus de liberdade livres. Na implementacdo em
Python, essas submatrizes sdo obtidas a partir de [K] e [M] por selegdo das linhas e colunas

correspondentes aos graus de liberdade livres e armazenadas em variaveis internas do codigo.
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A solucdo do problema generalizado ¢ realizada, por rotinas numéricas especificas para
matrizes simétricas definidas positivas disponiveis na biblioteca Scipy, por meio de um
solucionador de autovalores generalizado adequado a estrutura do problema. Quando essa
biblioteca nao esta disponivel, o programa recorre a um procedimento alternativo baseado na
reescrita do problema na forma padrdo, o que permite a execu¢do também em ambientes com
recursos mais limitados, ainda que com eficiéncia numérica inferior. Os autovalores obtidos
sao filtrados de modo a considerar apenas os valores positivos, ordenados em ordem crescente
e utilizados para o calculo das frequéncias naturais w; (em rad/s) e das frequéncias em hertz f;.

Os autovetores associados, definidos a escala arbitraria fornecida pelo algoritmo
numérico, sao inicialmente obtidos apenas para o subconjunto de graus de liberdade livres e,
em seguida, reconstruidos pelo programa na forma de vetores modais completos, com inser¢ao
de componentes nulas nos graus de liberdade restritos, compatibilizando a solu¢do numérica
com a idealizacao fisica da estrutura.

Por fim, o programa foi estruturado em torno de uma fung¢ao principal, que coordena as
etapas de leitura dos dados, montagem das matrizes, aplicacdo das condigdes de contorno,
solugdo estatica e modal, exportacdo dos resultados para arquivos Excel e geracao de graficos
de apoio. Nas secoes seguintes serdo detalhados o funcionamento do programa, o fluxo de
informacdes entre as rotinas e a forma como cada etapa da formulagao tedrica apresentada nos

Capitulos 3 e 4 ¢ traduzida em instrugdes computacionais.

5.2  FUNCIONAMENTO DO PROGRAMA

A presente se¢do descreve o fluxo de execucgdo do programa, desde a leitura dos dados
de entrada até a geracao dos resultados em arquivos Excel. A organizagdo segue a estrutura em
blocos utilizada no cdédigo. A Figura 6 apresenta o esquema do processo executado pelo

programa, cujo codigo completo em Python esta no Apéndice A.
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Figura 6 — Etapas do programa

Entrada de Dados:
Arquivo Excel com nds e barras

A4

Pré processamento de dados:
Ajuste da numeragdo de nos e barras, tratamento de valores ausentes

L4

Calculo da geometria das barras:
Determinagdo de comprimentos e cossenos diretores

N7

Matrizes locais dos elementos:
Calculo das matrizes locais de rigidez e massa

\Z

Transformagao para o sistema global:
Rotagdo das matrizes locais pela matriz de transformagdo

\Z

Montagem das matrizes globais de rigidez e massa:
Superposi¢do das contribuigdes de todos os elementos

\Z

Aplicagdo das condigdes de contorno:
Identificagdo dos graus de liberdade livres e restritos

N7

Analise estatica linear (opcional):
Determinagdo das reagdes de apoio e esforgos nos elementos

< 5
NS
Analise modal:

Resolugdo do problema de autovalor e determinagdo das frequéncias naturais e
modos de vibragdo

NS

Exportacdo dos resultados:
Arquivo Excel com frequéncias e modos de vibragdo da estrutura

Fonte: Autor (2025)

5.2.1 Estrutura geral do codigo

O programa foi implementado em um unico algoritmo principal em Python que esta na
integra no Apéndice A. O programa ¢ organizado em grupos com fun¢des que reproduzem o
procedimento do Método da Rigidez Direta. A funcdo de mais alto nivel é executar analise,
que coordena todas as etapas da analise a partir de um arquivo de entrada em formato Excel.

Quando o codigo ¢ executado diretamente, o usuario informa o caminho do arquivo extensao
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““xlsx’’ e essa fun¢do ¢ automaticamente chamada, a partir dai realiza a leitura dos dados, a
montagem das matrizes globais, a aplica¢do das condi¢des de contorno, opcionalmente analise
estatica, a andlise modal e a exportagao dos resultados.

As rotinas sao agrupadas em seis blocos principais. O primeiro bloco corresponde as
funcdes de leitura e pré-processamento dos dados, sendo destacadas:

o ler dados entrada, que importa as abas “No6s” e “Barras” de uma planilha Excel e

ajusta a indexacdo para que a numeracao de nos e barras comece em 1;

o calcular _geometria_barras, que calcula o comprimento e os cossenos diretores de
cada elemento a partir das coordenadas nodais.

Em seguida, um segundo bloco retne as fungdes responsaveis pela definicdo das
matrizes locais de rigidez e de massa e da matriz de rotagao dos elementos. O terceiro bloco
lida com a montagem das matrizes globais de rigidez [K] e de massa [M], por meio da fungio
montar_matrizes globais, que percorre todos os elementos, calcula suas contribui¢des em
coordenadas globais e as acumula nas posigdes apropriadas das matrizes globais, conforme o
processo de montagem da matriz global do Método da Rigidez Direta. O quarto bloco agrupa
as rotinas associadas as condi¢des de contorno, destaca-se a fungdo obter graus livres, que,
com base nas restricoes RX, RY e RO, identifica os graus de liberdade restritos e livres e prepara
o0 sistema para ser particionado conforme discutido no Capitulo 3.

O quinto bloco engloba a analise estatica, com as fungdes:

e montar vetor_forcas, que constroi o vetor global de carregamentos nodais {F};

e resolver estatico, que resolve o sistema reduzido em termos dos graus de liberdade

livres e reconstroi o vetor completo de deslocamentos;

e calcular_esforcos _elementares, que determina os esforcos de extremidade em cada
barra, e exportar resultados estatica, que organiza esses resultados em planilhas de
saida.

Por fim, o sexto bloco corresponde a andlise modal, com a funcdo
resolver problema modal, que soluciona o problema generalizado de autovalores,
reconstruir_modos _completos, que obtém os vetores modais completos e
exportar_resultados modal, que gera as frequéncias e modos em um arquivo Excel.

A estrutura do codigo faz com que cada grupo de fungdes corresponda diretamente a
uma etapa da formulagao tedrica: defini¢ao do modelo e dos graus de liberdade, montagem das
matrizes elementares e globais, imposi¢ao das condi¢cdes de contorno, solucao dos problemas

estatico e modal e pds-processamento dos resultados. Esse paralelismo facilita tanto a
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compreensdo do cddigo quanto a verificacdo da consisténcia entre 0 modelo matematico e a sua

implementagdo computacional.

5.2.2 Entrada e pré-processamento dos dados

A entrada de dados do programa ¢ feita por meio de uma planilha em formato “‘.xIsx’’,
que deve conter obrigatoriamente, duas abas denominadas “Noés” e “Barras”. Cada linha da aba
“Nos” representa um n6 da estrutura e as colunas definem suas coordenadas, restrigdes e,
opcionalmente, carregamentos nodais. As colunas minimas esperadas sdo X e Y, que
armazenam as coordenadas do n6 no sistema global, RX e RY, que indicam se as translacdes
nas direcdes X e Y estdo restritas (valor 1) ou livres (valor 0), e RO, que desempenha o mesmo
papel para a rotacdo 8,. Podem ser incluidas ainda as colunas FX e FY, correspondentes as
forgas concentradas aplicadas no no nas direcdes X e Y, e MZ, associada ao momento nodal em
torno do eixo normal ao plano. Caso essas colunas de carregamento nao estejam presentes, o
programa assume que os respectivos valores sao nulos. A Tabela 1 mostra um exemplo da aba

“No6s” para a estrutura exibida na Figura 7.

Tabela 1 — Exemplo da aba “Noés”

X Y RX RY RO FX FY MZ
0 0 1 1 0 0 0

2 1 8000  -9000
2 0

4 2 8000  -9000
4 0

6 3 0 -15000
6 0

8 2 -8000  -9000
8 0

10 1 -8000  -9000
10 0

12 0 0 1 0

Fonte: Autor (2025)
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Figura 7 — Exemplo de estrutura

ISEN

2m L 2m

1 A 1 "

Fonte: Matos e Titello (2020)

Na aba “Barras”, cada linha representa um elemento de barra ligando dois nés do
modelo. As colunas N1 e N2 identificam o no6 inicial e o n6 final de cada elemento, de acordo
com a numerag¢ao adotada na aba “Nos”. As propriedades geométricas e mecanicas do elemento
sdo definidas pelas colunas A, E e I, correspondentes a area da se¢do transversal, ao modulo de
elasticidade e ao momento de inércia fletor. Além disso, a planilha deve conter uma coluna
associada a massa do elemento, que pode ser denominada “rho”, quando se utiliza densidade
volumétrica p em unidades de massa por volume, ou “m_especifica”, quando a informacao de
entrada ¢ a massa linear m’ em unidades de massa por comprimento. A escolha do pardmetro
de massa efetivamente utilizado ¢ controlada, na chamada da fun¢ao principal, pelo argumento
mass_is_linear. A Tabela 2 mostra um exemplo da aba “Barras” para a estrutura exibida da
Figura 7.

Na etapa de leitura, a fungdo ler dados_entrada importa as duas abas, ajusta os indices
das linhas de forma que a numera¢do de nds e barras comece em 1, e substitui eventuais valores
ausentes por zero. Em seguida, a funcao calcular geometria_barras utiliza as coordenadas X
e Y dos nos indicados em N1 e N2 para calcular o comprimento L de cada barra e os cossenos
diretores ¢ associados a sua orienta¢cdo no plano, armazenando esses valores em novas colunas
da aba “Barras”. Esses parametros geométricos sdo consistentes com os empregados na
formulagdo do elemento de poértico plano discutida no Capitulo 3 e sdo utilizados nas etapas

seguintes para construir as matrizes locais € a matriz de rotagao de cada elemento.
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Tabela 2 — Exemplo da aba “Barras”

N1 N2 A (m?® E(GPa) m especifica (kg/m>) I (m*)

1 2 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
1 3 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
2 3 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
2 4 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
2 5 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
3 5 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
4 5 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
4 6 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
4 7 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
5 7 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
6 7 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
6 8 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
7 8 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
7 9 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
8 9 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
8 10 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
9 10 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
9 11 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
10 11 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
10 12 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06
11 12 0,01 2,10E+11 7850 8,33333E-06

Fonte: Autor (2025)

5.2.3 Montagem das matrizes globais de rigidez e de massa

A partir dos dados pré-processados, o programa procede a montagem das matrizes
globais de rigidez [K] e de massa [M] da estrutura. Essa etapa ¢ implementada na fungéo
montar_matrizes_globais, que percorre todos os elementos listados na aba “Barras”, obtém para
cada um os nds extremos, as coordenadas globais desses nos, as propriedades A, E e [ e o
parametro de massa, e constroi as respectivas matrizes locais de rigidez e de massa no sistema
de coordenadas do elemento.

A matriz de rigidez local ¢ obtida a partir da formulacao cléssica do elemento de portico
plano, resultando em uma matriz 6x6 no sistema local definido pelos deslocamentos de
translacdo e rota¢do nos nos inicial e final. A matriz de massa local também ¢ construida na
forma 6x6, a partir da massa total da barra, calculada com base na densidade volumétrica e na
area, ou na massa linear, conforme a coluna de massa disponivel na planilha e a op¢ao escolhida
pelo usuario. Em seguida, para cada elemento, ¢ construida uma matriz de rotagdo [T],
dependente dos cossenos diretores ¢, que relaciona os deslocamentos locais aos deslocamentos

no sistema global.
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A contribuicdo de cada elemento para as matrizes globais ¢ obtida por meio das

transformagoes classicas:
(k] = [T1"[KEIITT e [MJ] = [T1"[MEIIT] (44)

em que [k}] e [M.] sdo as matrizes locais de rigidez e de massa no sistema do elemento e [k? |
e [M,;g ] representam as mesmas matrizes expressas no sistema global. Para cada barra, o
programa determina o conjunto de seis graus de liberdade globais associados aos ndés N1 e N2,
monta a matriz de indices que mapeia as posi¢des locais para as posigdes globais e adiciona as
contribuigdes [keg ] e [M J ] as posi¢des correspondentes das matrizes [K] e [M]. O procedimento
¢ repetido para todos os elementos da estrutura, resultando na forma global das matrizes de

rigidez e massa compativel com a discretizagao adotada.
5.2.4 Aplicacio das condicdes de contorno e solucio dos problemas estatico e modal

Com as matrizes globais [K] ¢ [M] montadas, o programa aplica as condigdes de
contorno e resolve, em sequéncia, o problema estatico e o problema modal. A identificacao dos
graus de liberdade livres e restritos ¢ realizada pela fungdo obter graus livres, que percorre a
aba “Nos” e, para cada nd, avalia os valores das colunas RX, RY e RO. Quando o valor de uma
dessas colunas ¢ igual a 1, o grau de liberdade correspondente ¢ considerado restrito,
representando um apoio idealmente rigido; quando ¢ igual a 0, o grau de liberdade € considerado
livre. A partir dessa classificacdo, o programa constroi os vetores de indices de graus de
liberdade livres e restritos e determina, por diferenca, o conjunto de todos os graus de liberdade
do sistema.

Na andlise estatica, que ¢ uma funcionalidade complementar devido aos objetivos
principais desse trabalho, o vetor global de for¢as nodais {F} é montado pela fun¢do
montar_vetor forcas, que l1€ as colunas FX, FY e MZ da aba “No6s” e distribui os carregamentos
nos graus de liberdade associados as translagdes e rotagdes de cada nd. A fungao
resolver estatico entdo particiona o sistema global da Equagdo (7) em termos dos graus de

liberdade livres e resolve o sistema reduzido:

[Kll]{Ul} = {Fl} (45)
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Impondo-se deslocamentos nulos nos graus de liberdade restritos. A partir da solugao
{U,}, o programa reconstroi o vetor completo de deslocamentos {U} e calcula as reagdes de
apoio. Em seguida, a fungdo calcular_esforcos elementares avalia os esfor¢os de extremidade
em cada barra a partir dos deslocamentos nodais, permitindo obter for¢cas normais, cortantes e
momentos fletores em nivel de elemento.

Na andlise modal, a fungdo resolver problema modal utiliza os vetores de graus de
liberdade livres para extrair das matrizes globais as submatrizes [K;;] e [M;;] associadas apenas
a esses graus, conforme a Equacdo (25). O problema generalizado de autovalores
¢ resolvido com o auxilio de rotinas numéricas especificas para matrizes simétricas definidas
positivas, disponibilizadas pela biblioteca Scipy. Os autovalores obtidos sao filtrados para
remover valores negativos ou nulos decorrentes de imperfeigdes numéricas, ordenados em
ordem crescente e utilizados para calcular as frequéncias naturais w; e as frequéncias em hertz
fj» onde o subindice j indica 0 nimero do modo natural. Os autovetores correspondentes,
inicialmente obtidos apenas para o subconjunto de graus de liberdade livres, sdo normalizados
de forma que o valor absoluto maximo de cada vetor seja igual a 1, o que facilita a comparagao
entre modos e a exportagdo para eventual visualizagdo grafica das deformadas modais.

A reconstrugdo dos vetores modais completos ¢ realizada pela fungdo
reconstruir_modos completos, que insere componentes nulas nos graus de liberdade restritos e
distribui os valores dos autovetores reduzidos nas posi¢des dos graus de liberdade livres,
resultando em um conjunto de modos {qB j} compativel com a idealizagdo fisica da estrutura.

Dessa forma, garante-se que os deslocamentos associados a apoios e demais restricdes
permaneg¢am nulos nos modos de vibragao, em conformidade com as condi¢gdes de contorno.
Para fins de visualizag¢ao, os modos sdo apresentados com normalizagdo e amplificacio
grafica, de modo que as amplitudes plotadas ndo representam deslocamentos fisicos reais. Além
disso, a deformada modal ¢ tracada ligando-se os nds deformados por segmentos retos, a partir
dos deslocamentos nodais, sem interpolagdao ao longo do elemento, o que pode resultar em
aparéncia segmentada quando comparada a softwares que utilizam suavizagdo por pos-

processamento.
5.2.5 Saida de resultados e interface com o usuario

A etapa final de execucdo corresponde ao pds-processamento e a apresentacdo dos

resultados ao usuério. Os resultados da analise modal sdo organizados e exportados pela fungdo
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exportar_resultados modal, que gera um arquivo Excel, no qual a primeira planilha retne, em
forma de tabela, as frequéncias naturais em rad/s e em hertz e, na aba seguinte, sdo
armazenados os componentes dos vetores modais completos, organizados por grau de liberdade
e por modo.

Do ponto de vista do usudrio, o fluxo de utilizagdo do programa resume-se a quatro
passos principais. Em primeiro lugar, ¢ necessario preparar a planilha de entrada com as abas
“No6s” e “Barras” no formato descrito na Subsecdo 5.2.2. Em seguida, o usuario executa o
programa em ambiente Python. Quando solicitado pelo programa, informa o caminho completo
do arquivo Excel e define o parametro mass is linear de acordo com o tipo de informagao de
massa disponivel na planilha. Apos a execugdo, o usuario dispde dos arquivos Excel gerados

para uma analise quantitativa.
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados exemplos com o objetivo de verificar o funcionamento
do programa computacional desenvolvido e discutir sua aplicagdo pratica. A validagdo ¢
conduzida por comparacdo com resultados de referéncia obtidos no software comercial
Autodesk Robot Structural Analysis Professional, adotando-se modelos equivalentes em termos
de geometria, propriedades dos elementos, condi¢cdes de contorno e hipodteses de analise.

A comparacdo contempla resultados de andlise modal, em especial as frequéncias
naturais e as formas modais associadas, que constituem a principal saida do programa e
sintetizam a distribuicao conjunta de rigidez e massa do sistema.

Serdo considerados dois exemplos representativos, ambos modelados como porticos
planos. O primeiro utiliza uma discretizacao reduzida, permitindo verificar de forma objetiva a
montagem das matrizes globais e a solu¢do do problema de autovalores. O segundo amplia a
complexidade estrutural, com maior nimero de nds e elementos, avaliando a robustez do
procedimento numérico e a consisténcia dos resultados em uma configuracdo estrutural com

muitos graus de liberdade.
6.1 VALIDACAO DO PROGRAMA

A validacao do programa ¢ realizada por meio da comparacao direta entre os resultados
numéricos fornecidos pelo cédigo em Python e aqueles obtidos no Robot, adotado como
referéncia externa. Para cada exemplo, a estrutura ¢ modelada nos dois ambientes com a mesma
discretizagdo, mantendo-se consisténcia na numeragdo de nos e elementos, nas propriedades
mecanicas e geométricas e nas restrigdes nodais. Embora o programa tenha rotinas estaticas, a
validacdo apresentada foca no objetivo principal da analise modal, onde sdo comparadas as
frequéncias naturais dos primeiros modos.

A diferenca entre resultados ¢ quantificada por meio do erro relativo percentual. Para

uma grandeza genérica x, define-se:

_ |xpr0g - xref| )

- 100 (46)
x Ixrefl
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onde x,,, representa o valor fornecido pelo programa e x,.¢ o valor de referéncia obtido no

prog
Robot. Para frequéncias naturais, aplica-se a mesma defini¢ao a cada modo j, substituindo-se

xpor f; ou wj, conforme a unidade adotada na apresentacdo dos resultados.

6.2 COMPARACAO QUALITATIVA DAS FORMAS MODAIS

Além da comparacdo quantitativa das frequéncias, ¢ apresentada uma comparagao
qualitativa das formas modais por meio de pares de figuras geradas pelo programa em Python
e pelo Autodesk Robot Structural Analysis Professional. Visualmente compara-se o padrdo
relativo do modo, configuracdo global do movimento e a relag@o entre deslocamentos nos nos,
e ndo a amplitude absoluta.

As deformadas apresentadas pelo Robot tendem a ser visualmente mais suaves porque
o software representa a linha média deformada do elemento com interpolagdo ao longo do seu
comprimento, associada as fungdes de forma do elemento. No programa, a deformada ¢
construida a partir dos deslocamentos nodais do autovetor e tragada por segmentos retos unindo
os nds deformados, o que produz uma aparéncia segmentada.

A diferenca visual observada entre as deformadas geradas pelo cddigo desenvolvido e
o do Robot ¢ majoritariamente decorrente do pds-processamento e da forma de representagao
grafica, ndo implicando necessariamente divergéncia nos resultados numéricos do problema
modal. Ressalta-se ainda que os autovetores sao normalizados para fins de visualizagdo, tendo
seu maximo absoluto igual a 1, e as deformadas sdo amplificadas por um fator de escala,
portanto, as amplitudes apresentadas nao representam deslocamentos fisicos reais. A inversao

de sinal do autovetor associado a um modo também nao altera sua interpretacao.

6.3 EXEMPLO 1

Para a estrutura apresentada na Figura 8, deseja-se determinar as frequéncias naturais
dos trés primeiros modos e as trés primeiras formas modais de vibra¢do, com o objetivo de
validar as rotinas de montagem das matrizes globais de rigidez e de massa e a resolugao do
problema de autovalores generalizado. A validagao ¢ realizada por comparagao direta entre os
resultados obtidos pelo programa e aqueles fornecidos pelo software comercial Autodesk Robot

Structural Analysis Professional, adotado como referéncia.
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Por se tratar de um trabalho com foco na analise modal, ndo é conduzida analise estatica
neste exemplo. Além disso, para complementar a comparacdo quantitativa, apresentam-se
também as deformadas modais obtidas no programa em Python € no Autodesk Robot Structural
Analysis Professional. As figuras tém finalidade de comparagdo qualitativa do padrao global
de deformagdo de cada modo, enquanto a comparagao quantitativa ¢ feita por meio das tabelas

de frequéncias e erros relativos, conforme a Equagao (46).

Figura 8 — Estrutura de portico para o Exemplo 1

B
G

Fonte: Autor (2025)

6.3.1 Geometria e conectividade

A estrutura ¢ definida como um portico de dois pavimentos € um vao, com distancia
entre eixos dos pilares de 6,0 m e altura total de 6,0 m, sendo 3,0 m por pavimento. O modelo
¢ discretizado em seis elementos de portico, com dois trechos por pilar e um elemento por viga
em cada nivel, de modo a permitir a representacdo do comportamento por flexdo e esforgo
normal com um nuamero reduzido de barras. As coordenadas e restricoes do exemplo sdo

exibidas no formato do arquivo de entrada na Tabela 3.
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Tabela 3 — Coordenadas nodais e restri¢des do Exemplo 1

N6 X Y RX RY RO
1 0,0 0,0 1 1 1
2 0,0 3,0 0 0 0
3 0,0 6,0 0 0 0
4 6,0 0,0 1 1 1
5 6,0 3,0 0 0 0
6 6,0 6,0 0 0 0

Fonte: Autor (2025)

A conectividade dos elementos ¢ indicada na Tabela 4.

Tabela 4 — Conectividade dos elementos

Barra N1 N2
1 1 2
2 2 3
3 4 5
4 5 6
5 2 5
6 3 6

Fonte: Autor (2025)

6.3.2 Propriedades do material, secio e massa

Adota-se concreto armado estrutural de 30MPa, com propriedades usuais na pratica e
que podem ser definiveis no Robot:

e E =27 x10°kPa;

o v =0,20;

e p=2500kg/m3.

Para reduzir ambiguidades de orientagdo de eixos locais e facilitar a correspondéncia
entre os modelos, todas as barras sdo adotadas com se¢do quadrada de 0,40 X 0,40 m,

resultando em:

e A=0,16m%
4
o = % = 2,133 x 1073 m*,

A massa especifica linear associada ao elemento, utilizada na formulagao de massa

consistente do programa, ¢:
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®  Megspecifica = pA = 2500-0,16 = 400 kg/m.
Os valores de E, A, I € Megpecifica devem ser atribuidos a todas as barras na planilha de

entrada do programa e definidos de forma equivalente no Robot por meio do material e da secao

adotados.

6.3.3 Condicoes de contorno e hipdotese de modelo plano

As bases dos pilares sdo engastadas, impondo-se deslocamentos e rotagao nulos nos nos
le4:

e u, =u,=0,=0em{l4}.

No Robot, a andlise ¢ realizada em ambiente tridimensional. Para manter equivaléncia
com o modelo plano do programa, o portico ¢ modelado no plano XZ do Robot, adotando Z
como dire¢ao vertical. Assim, a coordenada Y do programa corresponde a coordenada Z no
Robot. Para evitar a obten¢do de modos fora do plano, restringem-se em todos os nés os graus
de liberdade fora do plano, mantendo apenas as componentes compativeis com o modelo

bidimensional (translagdes no plano e rotacao normal ao plano).

6.3.4 Analise modal e critérios de comparacio

A analise modal ¢ realizada a partir do problema de autovalores generalizado,
considerando as matrizes globais reduzidas aos graus de liberdade livres. Como o modelo
possui 6 no6s com 3 graus de liberdade por nd e 2 nés engastados, o sistema reduzido resulta em
12 graus de liberdade livres, produzindo 12 autovalores ndo nulos. Neste exemplo, sdo extraidas
as trés menores frequéncias naturais nao nulas e as formas modais correspondentes.

A validacao ¢ feita pela comparacdo entre o programa ¢ o Robot, sendo estabelecida
pela comparagdo quantitativa das frequéncias naturais dos trés primeiros modos, apresentada
em forma tabular, com célculo do erro relativo percentual conforme a Equacao (46).

A Tabela 5 apresenta os valores das trés primeiras frequéncias naturais obtidas no Robot

€ no programa, bem como os erros relativos:
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Tabela 5 — Comparacdo dos valores de frequéncia

Modo j [ Robot (HZ) fprograma (Hz) Er (%)
1 7,00 7,069 0,98
2 24,70 24,984 1,15
3 34,13 34,546 1,22

Fonte: Autor (2025)

Observa-se concordancia muito préxima entre os resultados, com erros relativos
inferiores a 1,3% para os trés primeiros modos. Essa discrepancia de valores ¢ compativel com
pequenas diferencas numéricas e de implementagao entre os ambientes (tratamento interno de
massa distribuida e convengdes de modelagem), e indica que os resultados obtidos pelas rotinas
do programa estdo coerentes com as de uma referéncia comercial.

As Figuras 9 a 14 apresentam, para os trés primeiros modos, as deformadas modais do
Exemplo 1 obtidas no programa desenvolvido e no Robot. Visualmente compara-se o padrao
relativo de deslocamentos e a configuragao global do modo, e ndo a amplitude absoluta. O
Robot apresenta deformadas mais suaves por interpolacdo ao longo do elemento, representando
a linha média deformada com base nas fun¢des de forma do elemento. No programa, a
deformada ¢ construida apenas com deslocamentos translacionais nodais e ligacdo reta entre
nos, resultando em wuma aparéncia segmentada. Assim, a diferenga observada ¢
predominantemente de visualizagdo, ndo implicando necessariamente divergéncia nos
resultados numéricos do problema modal. Os autovetores sdo normalizados para fins de
plotagem e as deformadas sdo amplificadas por um fator de escala; portanto, as amplitudes
apresentadas ndo representam deslocamentos fisicos reais, € o sinal de um modo pode ser
invertido sem alterar seu significado.

A comparacdo qualitativa das formas modais ¢ interpretada a partir da configuragdo
relativa do modo, observando-se: coeréncia com as condi¢gdes de contorno, com deslocamentos
nulos nos apoios; padrao global do movimento, com regides de maior participacdo modal,
inversdes de curvatura e simetrias quando aplicaveis; e compatibilidade entre os modos
apresentados no programa e no Robot. Nesta comparagdo ndo se avalia a amplitude absoluta da

deformada.
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Modo 1

Figura 9 — Modo 1 do Exemplo 1, deformada modal no programa
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Fonte: Autor (2025)

Figura 10 — Modo 2 do Exemplo 1, deformada modal no programa
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Figura 11 — Modo 3 do Exemplo 1, deformada modal no programa
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Figura 12 — Modo 1 do Exemplo 1, deformada modal no Robot
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Figura 13 — Modo 2 do Exemplo 1, deformada modal no Robot
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Figura 14 — Modo 3 do Exemplo 1, deformada modal no Robot
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Fonte: Autor (2025)

Com base na proximidade das frequéncias naturais e nas formas modais com
configurac¢ao condizente com a do Robot, considera-se o Exemplo 1 validado para os propositos
deste trabalho, servindo como verificagdo objetiva da implementacdo do elemento de portico
plano com matriz de massa consistente ¢ da solucdo numérica do problema de autovalores

generalizado.
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6.4 EXEMPLO 2

Este exemplo tem como objetivo complementar a validagdo apresentada no Exemplo 1,
verificando o desempenho do programa em uma estrutura com maior nivel de requisi¢ao
computacional, maior nimero de nés, elementos e graus de liberdade livres. Enquanto o
Exemplo 1 utiliza um portico de dois pavimentos e um vao, aqui adota-se um portico de dois
pavimentos e dois vaos, com trés alinhamentos de pilares, conforme mostrado na Figura 15.

Mantém-se as hipdteses de andlise, propriedades de material, secdo transversal e
critérios de comparacdo adotados no Exemplo 1, modificando-se apenas a geometria, a
conectividade e as condi¢des de contorno do poértico. A validagdo é conduzida exclusivamente
no ambito da analise modal, sem realizacdo de analise estatica, por meio da comparacao direta
entre as trés primeiras frequéncias naturais obtidas no programa e no Robot, com quantificagao
das diferengas mediante erros relativos calculados conforme a Equagdo (46). Para a comparagao
qualitativa das formas modais, adotam-se os mesmos critérios de interpretacdo apresentados no

Exemplo 1, com foco no padrao relativo do modo e na coeréncia fisica do movimento global.

Figura 15 — Estrutura de portico para o Exemplo 2

3 9 10 9

d o d

Fonte: Autor (2025)

6.4.1 Geometria e conectividade

A estrutura ¢ definida como um portico plano de dois pavimentos e dois vaos, com vaos
de 5,0 m e altura total de 6,0 m, sendo 3,0 m por pavimento. O modelo ¢ composto por 9 nds e
10 elementos de portico, com dois trechos por pilar em cada alinhamento vertical e vigas
representadas por elementos em cada nivel, garantindo correspondéncia direta com o arquivo

de entrada utilizado no programa.
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Tabela 6 — Coordenadas nodais e restrigdes do Exemplo 2

N6 X (m) Y (m) RX RY RO
1 0,0 0,0 1 1 1
2 0,0 3,0 0 0 0
3 0,0 6,0 0 0 0
4 5,0 0,0 1 1 1
5 5,0 3,0 0 0 0
6 5,0 6,0 0 0 0
7 10,0 0,0 1 1 1
8 10,0 3,0 0 0 0
9 10,0 6,0 0 0 0

Fonte: Autor (2025)

Tabela 7 — Conectividade dos elementos

Barra N1 N2
1 1 2
2 2 3
3 4 5
4 5 6
5 7 8
6 8 9
7 2 5
8 5 8
9 3 6

10 6 9

Fonte: Autor (2025)

6.4.2 Propriedades do material, secio e massa

Mantém-se as hipoteses de andlise e os critérios de comparagdo estabelecidos no
Exemplo 1, alterando-se apenas a geometria, a conectividade e as condi¢des de contorno
correspondentes. A validacdo ¢ conduzida exclusivamente no ambito modal, por comparagao
direta com o Robot das trés primeiras frequéncias naturais, organizadas em tabelas com calculo
de erros relativos segundo a Equagao (46).

No Robot, a estrutura ¢ modelada em um plano vertical e restrita para comportamento
plano, de forma compativel com o modelo bidimensional do programa. Adota-se o plano XZ
no Robot, como o eixo Z sendo dire¢do vertical, mantendo-se equivaléncia geométrica com o

plano XY do programa.
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6.4.3 Resultados e discussdo
A Tabela 8 apresenta as trés primeiras frequéncias naturais obtidas no Robot € no

programa, calculados conforme a Equagdo (46). Os valores do programa sido extraidos
diretamente do arquivo de saida gerado pela rotina de analise modal.

Tabela 8 — Comparagdo dos valores de frequéncia
gr (%)

Modo j frobot Hz)  f programa (Hz)
1 7,45 7,5281 1,05
2 24,73 25,0117 1,14
3 40,98 41,5196 1,32
Fonte: Autor (2025)

As Figuras 16 a 21 apresentam os trés primeiros modos do Exemplo 2 obtidos no
programa e no Robot, para fins de comparacdo qualitativa. A leitura dessas figuras deve ser

feita com base no padrdo relativo do modo e na compatibilidade com as restri¢des do modelo,

lembrando que as amplitudes sdo normalizadas e escaladas apenas para visualizagdo.
Conforme discutido no Exemplo 1, diferencas de suavizagdo entre deformadas decorrem

do pos-processamento, pois o Robot interpola a linha média ao longo do elemento, enquanto o

programa traca a deformada por segmentos entre nos, ndo implicando necessariamente

divergéncia numérica dos resultados modais
Figura 16 — Modo 1 do Exemplo 2, deformada modal no programa

Modo 1

1
I

I

I

I

I

I

I

f {
I I
I I
I I
I I
I I
I I
y y

I
I
I
]
I
I
I
I
/|
I
I
I
I
I
I
U

=
o

- Estrutura original

= = Deformada modal

0 2 4 6 8
X

Fonte: Autor (2025)



Capitulo 6 — Exemplos de Validagdo 73

Figura 17 — Modo 2 do Exemplo 2, deformada modal no programa
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Figura 18 — Modo 3 do Exemplo 2, deformada modal no programa
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Figura 19 — Modo 1 do Exemplo 2, deformada modal no Robot

Fonte: Autor (2025)

Figura 20 — Modo 2 do Exemplo 2, deformada modal no Robot

Fonte: Autor (2025)

Figura 21 — Modo 3 do Exemplo 2, deformada modal no Robot

Fonte: Autor (2025)
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Observa-se concordancia consistente entre as frequéncias naturais, com erros relativos
inferiores a 1,4% para os trés primeiros modos. A ordem desses desvios permanece muito
proxima a do Exemplo 1, o que reforca que a proximidade dos resultados nao ¢ circunstancial:
o programa mantém aderéncia ao software comercial mesmo com aumento do nimero de
elementos e graus de liberdade livres, e com redistribuicdo de rigidez e massa devido a presenga

do pilar central e do segundo vao.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 CONCLUSOES

O presente trabalho teve como objetivo desenvolver um programa computacional em
linguagem Python para a andlise modal de estruturas reticuladas planas, com énfase na
determinagdo das frequéncias naturais e das formas modais associadas, a partir das matrizes
globais de rigidez e de massa do sistema.

Para isso, foi implementada a formulagdo do Método da Rigidez Direta aplicada ao
elemento de portico plano, contemplando o calculo das matrizes locais, a transformagao para o
sistema global e a montagem das matrizes [K] e [M]. A entrada de dados foi padronizada em
planilha eletronica em formato Excel e a saida do programa ¢ organizada em arquivos de
resultados, de modo a facilitar a reprodutibilidade e a conferéncia das etapas numéricas.

A andlise modal ¢ conduzida pela resolu¢ao do problema generalizado de autovalores
do sistema reduzido aos graus de liberdade livres, obtendo-se os autovalores e os autovetores
necessarios ao calculo das frequéncias naturais e a reconstru¢ao das formas modais no modelo
completo.

A validacdo numérica foi realizada por comparacdo direta com o Autodesk Robot
Structural Analysis Professional, adotado como referéncia. Foram analisados dois porticos
planos com discretizagdes compativeis entre os ambientes: um portico com dois pavimentos e
um vao e um portico com dois pavimentos e dois vaos. Dessa forma foi possivel verificar o
desempenho do programa em topologias com diferentes distribui¢des de rigidez e massa.

Em ambos os exemplos, as trés primeiras frequéncias naturais apresentaram erros
relativos baixos em relacdo ao Robot, com desvios da ordem de 1%. No Exemplo 1, os erros
ficaram inferiores a 1,3% e, no Exemplo 2, inferiores a aproximadamente 1,4%. Esses
resultados indicam consisténcia na implementa¢ao da montagem das matrizes, da aplicagao das
condi¢des de contorno e da solugdo do problema modal. Assim, considera-se que os objetivos
propostos foram atingidos util tanto para fins didaticos quanto para estudos preliminares do
comportamento dindmico de estruturas planas.

Ressalta-se que os resultados devem ser interpretados dentro das hipoteses adotadas no
desenvolvimento: comportamento linear elastico, pequenas deformagdes e vibragdo livre nao
amortecida, compativeis com a formulagdo utilizada e com o escopo estabelecido para este

trabalho. Adicionalmente, as formas modais foram comparadas de maneira qualitativa com o
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Robot, observando-se configuragdes compativeis entre os modos, sendo as diferencas visuais
atribuidas predominantemente ao pos-processamento ¢ a forma de representacdo das

deformadas.

7.2  SUGESTOES PARA FUTUROS TRABALHOS

Com base no desenvolvimento realizado e nas limitagdes assumidas, apresentam-se a

seguir sugestoes para a continuidade do trabalho e ampliacao das funcionalidades do programa:

e Ampliacdo do conjunto de validagdes;

e Inclusao de um banco de segdes transversais usuais ¢ ferramentas para calculo
automatico de propriedades geométricas a partir de parametros de se¢ao;

e Expansdo do programa para analise tridimensional, contemplando porticos espaciais
e grelhas, com inclusdo dos graus de liberdade fora do plano, transformacao
completa entre sistemas locais e global e montagem das matrizes globais
correspondentes;

e Ampliacdo do escopo de andlise dinamica para além da vibragdo livre ndo
amortecida;

e Desenvolvimento de uma interface grafica que organize a criagdo do modelo, a

execucdo e a leitura dos resultados.
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APENDICE A — CODIGO EM PYTHON
DESENVOLVIDO

Apresenta-se aqui o programa computacional desenvolvido no trabalho para

implementagdo da teoria do Método da Rigidez e Andlise Modal:

Analise estatica e modal de pértico plano 2D

Este médulo implementa:

- Leitura dos dados em formato Excel (abas "Nés" e "Barras");

- Montagem da matriz global de rigidez [K];

- Montagem da matriz global de massa [M] (massa consistente, rotacionada);

- Andlise estatica (vetor de deslocamentos globais {U}, rea¢bdes de apoio e esforgos de
extremidade);

- Andlise modal (frequéncias naturais e modos de vibragcdo, a partir de [K_11]{0_1l} =
w2[M_11]{0_1});

- Exportac¢do de resultados para arquivos .x1lsx;

- Plotagem da estrutura original e dos primeiros modos de vibracgao.

Convengdes de entrada (planilha Excel)
Aba "N6s": colunas esperadas
- X, Y : coordenadas do né
- RX, RY : restri¢des de deslocamento (1 = restrito, @ = livre)
- RO : restricdo de rotag¢do (1 = restrito, @ = livre)
- FX, FY : for¢as nodais aplicadas (opcional: se ausentes, assumem-se zero)

- Mz : momento nodal (opcional)

Aba "Barras": colunas esperadas

- N1, N2 : nés inicial e final

- A : area da sec¢do transversal
- E : médulo de elasticidade

- I : momento de inércia fletor

- rho OU m_especifica : parametro de massa
* Se for densidade volumétrica [kg/m3], usa-se m_total = rho * A * L

* Se for massa linear [kg/m], basta ajustar o parametro mass_is_linear=True

0 programa adapta-se automaticamente se a coluna se chamar "rho" ou "m_especifica”.
Observagdo importante:
A andlise modal exige a biblioteca SciPy instalada no mesmo ambiente

Python em que este mdédulo é executado (scipy.linalg.eigh).
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import sys
import pandas as pd
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

def ler_dados_entrada(caminho_arquivo: str):

Lé o arquivo Excel com as abas "N6s" e "Barras" e ajusta indices
para come¢arem em 1, compativeis com a numera¢do de nds e barras
usada no texto.

caminho_arquivo = caminho_arquivo.strip("'\"")
nos = pd.read_Excel (caminho_arquivo, sheet_name="No6s")

barras = pd.read_Excel(caminho_arquivo, sheet_name="Barras")

# Indice comecando em 1, compativel com a formula¢do teérica
nos.index = nos.index + 1

barras.index = barras.index + 1

# Substitui NaN por zero
nos = nos.fillna(®@)

barras = barras.fillna(®@)

return nos, barras

def calcular_geometria_barras(nos: pd.DataFrame, barras: pd.DataFrame):
Calcula comprimento L e cossenos diretores (c, s) para cada barra,
conforme as equag¢des de geometria do elemento.
Ls = []
senos = []

cossenos = []

for barra in barras.index:
nl = int(barras.loc[barra, "N1"])

n2 = int(barras.loc[barra, "N2"])

x1, yl = nos.loc[nl, ["X", "Y"]]
x2, y2 = nos.loc[n2, ["X", "Y"]]

dx = x2 - x1
dy = y2 -yl
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L = float((dx**2 + dy**2) ** 0.5)
if L == 0.0:

raise ValueError(f"Barra {barra} com comprimento zero (verifique N1/N2).")

c=dx /L
s=dy /L

Ls.append(L)
cossenos.append(c)

senos.append(s)

barras = barras.copy()
barras["L"] = Ls
barras["cos"] = cossenos

barras["sin"] = senos

return barras

def matriz_rigidez_local_portico(E: float, A: float, I: float, L: float) -> np.ndarray:
Matriz de rigidez local [k]~1 (6x6) de barra de pértico plano,

no sistema LOCAL [u_i, v_i, 6 i, u_j, v_j, 6_7j].

Forma cldssica para barra de pértico Euler-Bernoulli.
kax =E*A/L
k_flex = E * I / (L**3)

k_1 = np.array([

[ k_ax, 0.0, 0.0, -k_ax, 0.0, 0.0],

[ e.0, 12.0*k_flex, 6.0*L*k_flex, 0.0, -12.0*%k_flex, 6.0*L*k_flex],

[ 8.0, 6.0*L*k_flex, 4.0*L**2*k_flex, 0.0, -6.0*L*k_flex, 2.0*L**2*k_flex],

[-k_ax, 0.0, 0.0, k_ax, 0.0, 0.0],

[ .0, -12.0*%k_flex, -6.0*L*k_flex, 0.0, 12.0*k_flex, -6.0*L*k_flex],

[ 0.0, 6.0%L*¥k_flex, 2.0*L**2*k flex, 0.0, -6.0%L*k flex, 4.@*L**2%¥k flex],
1, dtype=float)

return k_1

def matriz_massa_local_consistente(massa_param: float, A: float, L: float,
mass_is_linear: bool = False) -> np.ndarray:
Matriz de massa local consistente [M]*1l (6x6) para poértico plano,

no sistema LOCAL [u_i, v_i, 6_i, u_j, v_j, 6_3].

- Se mass_is_linear = False: 'massa_param' é densidade volumétrica p [kg/m3]

e a massa linear é m' = p * A [kg/m].
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def

def

- Se mass_is_linear = True : 'massa_param' é diretamente a massa linear m' [kg/m].

A matriz é escrita na forma classica proporcional a (m' * L / 420).
if mass_is_linear:

m_linha = massa_param # m" [kg/m]
else:

m_linha = massa_param * A #m'=pA

coef = (m_linha * L) / 420.0
M_1 = coef * np.array([
[140.0, 0.0, 0.0, 70.0, 0.0, 0.0],
[ 0.0, 156.0, 22.0*%L, 0.0, 54.0, -13.0*L],
[ 0.0, 22.0%L, 4.0*%L**2, 0.0, 13.0*L, -3.0*L**2],
[ 70.0, 0.0, 0.0, 140.0, 0.0, 0.0],
[ 0.0, 54.9, 13.0%L, 0.0, 156.0, -22.0*L],
[ 0.0, -13.0%L, -3.0*L**2, 0.0, -22.0*%L, 4.0*L**2],
1, dtype=float)

return M_1

matriz_rotacao_portico(c: float, s: float) -> np.ndarray:
Matriz de transformag¢do [T] (6x6) para pértico plano.

Transforma vetores [u, v, 8] do sistema LOCAL para o GLOBAL.

{u3*l = [T]{u}"g

R = np.array([
[ ¢, -s, 0.0],
[ s, ¢, 0.0],
[0.0, 0.0, 1.0]

1, dtype=float)

T = np.zeros((6, 6), dtype=float)
T[@:3, 0:3] = R
T[3:6, 3:6] =R

return T

montar_matrizes_globais(nos: pd.DataFrame, barras: pd.DataFrame,
mass_is_linear: bool = False):

Monta as matrizes globais de rigidez [K] e de massa [M] (sistema GLOBAL),

com rota¢do das matrizes locais [k]”*1 e [M]”~1l por meio de [T]~T[k]~L[T]

e [TI~T[M]AL[T].

- mass_is_linear: se True, considera que a coluna de massa é massa linear m' [kg/m];
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se False, considera densidade volumétrica p [kg/m3].
n_nos = len(nos.index)
n_gl = 3 * n_nos
K = np.zeros((n_gl, n_gl), dtype=float)
M = np.zeros((n_gl, n_gl), dtype=float)

# Identifica a coluna de massa na planilha de barras

if "rho" in barras.columns:

nome_col_massa = "rho
elif "m_especifica" in barras.columns:
nome_col_massa = "m_especifica”
else:
raise KeyError(

"Nenhuma coluna de massa encontrada em 'Barras'.
"

"Crie uma coluna 'rho' ou 'm_especifica’' com a massa especifica

"(volumétrica ou linear)."

for barra in barras.index:
nl = int(barras.loc[barra, "N1"])

n2 = int(barras.loc[barra, "N2"])

E = float(barras.loc[barra, "E"])
A = float(barras.loc[barra, "A"])
I = float(barras.loc[barra, "I"])
L = float(barras.loc[barra, "L"])
¢ = float(barras.loc[barra, "cos"])
s = float(barras.loc[barra, "sin"])

massa_param = float(barras.loc[barra, nome_col_massa]l)

# Matrizes locais
K_1 = matriz_rigidez_local_portico(E, A, I, L)
M_1 = matriz_massa_local_consistente(

massa_param, A, L, mass_is_linear=mass_is_linear

# Rotag¢do para o sistema global: [k]*g = [TI~T [k]*1 [T]
T = matriz_rotacao_portico(c, s)

Kg=T.T@K1l@T

Mg=T.T@M1@T

# Graus de liberdade globais (©-based)

gll = 3*(n1-1) + @

gl2 = 3*(n1-1) + 1

gl3 = 3*(n1-1) 2

gld = 3*(n2-1) + @
1
2

+

+

gl5 = 3*(n2-1)
gle = 3*(n2-1) +
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idx = np.array([gll, gl2, gl3, gl4, gl5, gle], dtype=int)

# Montagem por superposi¢do (forma padrdo do MRD)
K[np.ix_(idx, idx)] += K_g
M[np.ix_(idx, idx)] += M_g

return K, M

def obter_graus_livres(nos: pd.DataFrame):

Determina os graus de liberdade livres e restritos a partir de RX, RY, RO.

Retorna:
gdl livres - indices dos graus de liberdade livres
gdl_restritos - indices dos graus de liberdade restritos
n_nos = len(nos.index)

n_gl = 3 * n_nos

gdl_restritos = []

for no in nos.index:
RX = int(nos.loc[no, "RX"])
RY = int(nos.loc[no, "RY"])
Rth = int(nos.loc[no, "R6"])

if RX ==

gdl_restritos.append(3*(no-1) + ©) # u_x
if RY == 1:

gdl_restritos.append(3*(no-1) + 1) # u_y
if Rth == 1:

gdl_restritos.append(3*(no-1) + 2) # 6_z

gdl_restritos = np.array(sorted(set(gdl_restritos)), dtype=int)
gdl todos = np.arange(n_gl, dtype=int)
gdl_livres = np.setdiffld(gdl_todos, gdl_restritos)

return gdl_livres, gdl_restritos

def montar_vetor_forcas(nos: pd.DataFrame):

Monta o vetor global de forgas nodais {F} (tamanho 3*n_nos).
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Usa colunas FX, FY e, se existir, MZ.

n_nos = len(nos.index)

n_gl =

F = np.

tem_FX =

tem_FY

tem_MZ =

for no
FX
FY
Mz

gl
gl_
gl_

3 * n_nos

zeros(n_gl, dtype=float)

"FX" in nos.columns
= "FY" in nos.columns

"MZ" in nos.columns

in nos.index:

= float(nos.loc[no, "FX"]) if tem_FX else 0.0
= float(nos.loc[no, "FY"]) if tem_FY else 0.0
= float(nos.loc[no, "MZ"]) if tem_MZ else 0.0

u = 3*(no-1) + 0@
v = 3*(no-1) + 1
t = 3*(no-1) + 2

F[gl_u] += FX

F[gl_v] += FY
Flgl_t] += Mz

return

F

resolver_estatico(K: np.ndarray, F: np.ndarray,

gdl_livres: np.ndarray, gdl_restritos: np.ndarray):

Resolve o problema estatico global

[KI{u} = {F}

impondo {U_r} = @ nos graus de liberdade restritos (apoios indeformaveis).

Em termos de submatrizes associadas aos graus de liberdade livres:

[K_

em que

n_gl =

117{u_1} = {F_1}

[K_11] e {F_1} sdo obtidos por sele¢do de linhas e colunas de [K] e {F}.

K.shape[0]

# Submatriz e vetor dos GL livres

K_11 =

K[np.ix_(gdl_livres, gdl livres)]

F_1 = F[gdl_livres]

# Deslocamentos nos GL livres

U_1 = np.linalg.solve(K_11, F_1)

# Reconstréi vetor de deslocamentos completo {U}
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U = np.zeros(n_gl, dtype=float)
U[gdl_livres] = U_1

U[gdl_restritos] = 0.0 # apoios indeformaveis

# Reac¢les de apoio {R} = [K]{U} - {F}
R=K@U-F

return U, R

calcular_esforcos_elementares(U: np.ndarray,

nos: pd.DataFrame,

barras: pd.DataFrame):
Calcula esforg¢os nodais de extremidade em cada barra no sistema LOCAL,
usando {q}"1 = [k]~1 {d}~1l.

Retorna DataFrame com Ni1x, V1, M1, N2x, V2, M2 por barra.

resultados = []

for barra in barras.index:
nl = int(barras.loc[barra, "N1"])

n2 = int(barras.loc[barra, "N2"])

= float(barras.loc[barra, "E"])
float(barras.loc[barra, "A"])
= float(barras.loc[barra, "I"])
= float(barras.loc[barra, "L"])

—r H > m
]

¢ = float(barras.loc[barra, "cos"])

s = float(barras.loc[barra, "sin"])

# Graus globais da barra (@-based)
glli = 3*(n1-1) + ©

gl2 = 3*(n1-1) + 1

gl3 = 3*(n1-1) 2
gld = 3*(n2-1) + @
gl5 = 3*(n2-1) 1
gle = 3*(n2-1) + 2

+

+

idx = np.array([gll, gl2, gl3, gl4, gl5, gle], dtype=int)

# Deslocamentos globais da barra

d_g = U[idx]

# Transforma para sistema local
T = matriz_rotacao_portico(c, s)
d1l1=T@d.g

# Esforcos nodais locais
K_1 = matriz_rigidez_local_portico(E, A, I, L)

g1 =K 1@d1 #[N_i, V_i, M_i, N_j, V_3j, M_jI
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resultados.append({

"Barra": barra,

"N1": ni,

"N2": n2,

"N1x": qg_1[@],
"vi": q_1[1],
"M1": q_1[2],
"N2x": q_1[3],
"v2": q_1[4],
"M2": q_1[5],

1))

df_esforcos = pd.DataFrame(resultados)

return df_esforcos

exportar_resultados_estatica(nos: pd.DataFrame,

U: np.ndarray,

R: np.ndarray,

df_esforcos: pd.DataFrame,

caminho_saida: str = "resultados_estatica.xlsx"):
Exporta deslocamentos nodais {U}, rea¢des de apoio {R} e esforcos de extremidade
em barras para um arquivo Excel.

n_nos = len(nos.index)

# Deslocamentos por né
dados_desloc = []

for no in nos.index:
U[3*(no-1) + 0]

v = U[3*(no-1) + 1]

t = U[3*(no-1) + 2]
dados_desloc.append({

u

"No": no,
"ux": u,
"uy": v,
"theta": t

i)
df_desloc = pd.DataFrame(dados_desloc)

# Reacdes por né
dados_reac = []
for no in nos.index:

RX = int(nos.loc[no, "RX"])

RY = int(nos.loc[no, "RY"])
Rth = int(nos.loc[no, "R6"])
rux = R[3*(no-1) + @] if RX == 1 else 0.0

ruy = R[3*(no-1) + 1] if RY == 1 else 0.0
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rmz = R[3*(no-1) + 2] if Rth == 1 else 0.0

dados_reac.append({

"No": no,
"RX": RX,
"RY": RY,
"RO": Rth,

"Reac_ux": rux,
"Reac_uy": ruy,
"Reac_mz": rmz

i)

df_reac = pd.DataFrame(dados_reac)

with pd.ExcelWriter(caminho_saida) as writer:
df_desloc.to_Excel(writer, sheet_name="Deslocamentos", index=False)
df_reac.to_Excel(writer, sheet_name="Reacoes", index=False)

df_esforcos.to_Excel(writer, sheet_name="Esforcos_barras", index=False)

print(f"[Estatica] Resultados salvos em '{caminho_saida}'.")

def resolver_problema_modal(K: np.ndarray, M: np.ndarray,

gdl _livres: np.ndarray):

Resolve o problema generalizado de autovalor restrito aos graus de liberdade livres:

[K_117{0_1} = w? [M_11]{0_1}

com
[K_11] = [K] reduzida aos GL livres,
[M_11] = [M] reduzida aos GL livres.
Retorna:

autovalores -> A_j = w_j?

omega -> w_j [rad/s]

freq -> f_j [Hz]

autovetores -> {0_l} escritos apenas nos GL livres.
from math import pi
try:

from scipy.linalg import eigh
except ImportError as e:

raise ImportError(

"SciPy nao esta disponivel neste ambiente.
"A andlise modal requer scipy.linalg.eigh. "
"Instale o pacote 'scipy' no mesmo Python usado para executar este médulo."

) from e
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def

# Submatrizes associadas aos GL livres
K_11 = K[np.ix_(gdl_livres, gdl_livres)]
M_ 11

M[np.ix_(gdl_livres, gdl livres)]

# Resolve o problema generalizado simétrico

autovalores, autovetores = eigh(K_11, M_11)

# Filtra autovalores positivos
tol = 1le-8

mask = autovalores > tol
autovalores = autovalores[mask]

autovetores = autovetores[:, mask]

# Ordena em ordem crescente
idx_sort = np.argsort(autovalores)
autovalores = autovalores[idx_sort]

autovetores = autovetores[:, idx_sort]

# Normaliza autovetores para visualiza¢do (maximo absoluto igual a 1)
for j in range(autovetores.shape[1]):

norma = np.max(np.abs(autovetores[:, j]))

if norma > 0.0:

autovetores[:, j] /= norma

# Frequéncias
omega = np.sqrt(autovalores) # rad/s

freq = omega / (2.0 * pi) # Hz

return autovalores, omega, freq, autovetores

reconstruir_modos_completos(autovetores_red: np.ndarray,
gdl livres: np.ndarray,
n_gl: int):

Reconstréi os vetores de modos completos {0} incluindo zeros nos GL restritos.

n_modos = autovetores_red.shape[1]

modos_completos = np.zeros((n_gl, n_modos), dtype=float)

for j in range(n_modos):

modos_completos[gdl_livres, j] = autovetores_red[:, j]

return modos_completos

exportar_resultados_modal(omega, freq, modos_completos,
caminho_saida: str = "resultados_modal.xlsx"):

Exporta frequéncias naturais e modos de vibracao completos para Excel.
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n_gl, n_modos = modos_completos.shape

df_freq = pd.DataFrame({
"Modo": np.arange(1l, n_modos+1),
"omega_rad_s": omega,
"f_Hz": freq

)]

df_modos = pd.DataFrame(
modos_completos,
index=[f"GL_{i+1}" for i in range(n_gl)],

columns=[f"Modo_{j+1}" for j in range(n_modos)]

with pd.ExcelWriter(caminho_saida) as writer:
df_freq.to_Excel(writer, sheet_name="Frequencias", index=False)

df_modos.to_Excel(writer, sheet_name="Modos", index=True)

print(f"[Modal] Resultados salvos em '{caminho_saida}'.")

def limites_estrutura(nos: pd.DataFrame, margem_relativa: float = 0.05):
Determina limites de plotagem (xmin, xmax, ymin, ymax) a partir das
coordenadas dos nds, acrescentando uma margem relativa em torno da
estrutura para melhorar a visualizacao.
x_min = float(nos["X"].min())
x_max = float(nos["X"].max())

float(nos["Y"].min())

y_max = float(nos["Y"].max())

y_min

dx = x_max - Xx_min

y_max - y_min

dy

# Evita intervalos nulos (estrutura alinhada em linha)

if dx <= 0.0:
dx = 1.0
x_min -= 0.5

X_max += 0.5

if dy <= 0.0:
dy = 1.0
y_min -= 0.5

y_max += 0.5

d_ref = max(dx, dy)

margem = margem_relativa * d_ref
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return (x_min
X_max
y_min
y_max

dx, dy

+

+

)

margem,
margem,
margem,

margem,

def escala_modal_automatica(nos: pd.DataFrame,

D: np.ndarray,

frac_altura: float = 0.10) -> float:

Calcula automaticamente um fator de escala para a deformada modal,

de modo que o deslocamento maximo represente aproximadamente uma

fracdo 'frac_altura' da dimensdao dominante da estrutura.

Caso frac_altura seja muito pequeno ou os deslocamentos sejam nulos,

retorna 1.0.

x_min = float(nos["X"].

x_max = float(nos["X"].

y_min = float(nos["Y"].

y_max

d_ref

max_amp = 0.0

float(nos["Y"].

for no in nos.index:

ux

uy

min())
max())
min())
max())

float(D[3*(no-1) + @])
float(D[3*(no-1) + 1])

max(x_max - x_min, y max - y min, 1.9)

amp = (ux**2 + uy**2) ** 9,5

if amp > max_amp:

max_amp = amp

if max_amp == 0.0:

return 1.0

return frac_altura * d_ref / max_amp

def _coords_deformados_nodais(nos: pd.DataFrame,

D: np.ndarray,

escala_local: float):

Gera coordenadas deformadas nodais a partir do vetor modal completo {D},

aplicando apenas translag¢des (ux, uy) nos nds.

Retorna:

x_def: dict {no: x_deformado}

y_def: dict {no: y_deformado}

x_def = {}
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y_def =

for no
X,
ux

uy

x_d
y_d

return

def _limite

Calcula
evitand
Xx0_min
X0_max
yo_min

y0_max

xd_vals

yd_vals

x_min =
X_max =
y_min =

y_max =

{1

in nos.index:

y = nos.loc[no, ["X", "Y"]]
= float(D[3*(no-1) + @])
float(D[3*(no-1) + 1])

ef[no]
ef[no] = float(y) + escala_local * uy

float(x) + escala_local * ux

x_def, y_def

s_com_deformada(nos: pd.DataFrame,
x_def: dict,
y_def: dict,

margem_relativa: float = 0.05):

limites de plotagem considerando a estrutura original e a deformada,

o corte da deformada no grafico.

= float(nos["X"].min())
= float(nos["X"].max())
= float(nos["Y"].min())
= float(nos["Y"].max())

= np.array(list(x_def.values()), dtype=float)
= np.array(list(y_def.values()), dtype=float)

min(x@_min, float(xd_vals.min()))
max(x0_max, float(xd_vals.max()))
min(y@_min, float(yd_vals.min()))
max(y@_max, float(yd_vals.max()))

dx = x_max - x_min

dy = y max - y _min
# Evita intervalos nulos (casos degenerados)
if dx <= 0.0:
dx = 1.0
x_min -= 0.5
X_max += 0.5
if dy <= 0.0:
dy = 1.0
y_min -= 0.5

y_max += 0.5

d_ref = max(dx, dy)

margem

return

= margem_relativa * d_ref

(x_min - margem,
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X_max + margem,

y_min - margem,

y_max + margem,
dx, dy)

def plotar_modos(nos: pd.DataFrame,

barras: pd.DataFrame,
modos_completos: np.ndarray,
escala: float = 1.0,
n_modos_plotar: int = 3,
usar_escala_automatica: bool = False,
freq: np.ndarray = None,
mostrar_nos: bool = True,
mostrar_ids_nos: bool = False,
salvar_em: str = None,

dpi_png: int = 300,
largura_base: float = 7.5,
margem_relativa: float = 0.06):

Plota a estrutura original e os primeiros modos de vibragao.

Representac¢do adotada:
- A deformada modal é gerada aplicando o vetor modal nos néds

(ux, uy) e conectando os nds deformados por segmentos retos.

Parametros:
escala : fator de amplificacao da deformada modal
(usado se usar_escala_automatica=False).
n_modos_plotar : numero maximo de modos a serem plotados.

usar_escala_automatica: se True, a escala é calculada por

‘escala_modal_automatica' para cada modo.

freq : vetor de frequéncias [Hz] (opcional) para titulo.
mostrar_nos : se True, marca ndés com pontos.
mostrar_ids_nos : se True, escreve o id de cada né.
salvar_em : pasta para salvar SVG e PNG (opcional).
dpi_png : resolucdo do PNG (se salvar_em ndo for None).
largura_base : largura da figura em polegadas.
margem_relativa : margem relativa para limites de plotagem.
import os

_, h_modos = modos_completos.shape

n_plot = min(n_modos_plotar, n_modos)

if salvar_em is not None:

os.makedirs(salvar_em, exist_ok=True)
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for j in range(n_plot):
D = modos_completos[:, j].astype(float)

if usar_escala_automatica:
escala_local = escala_modal_automatica(nos, D)
else:

escala_local = float(escala)

# Coordenadas deformadas nodais

x_def, y def = _coords_deformados_nodais(nos, D, escala_local)

# Limites considerando a deformada (evita corte)
x_min, x_max, y_min, y_max, dx, dy = _limites_com_deformada(

nos, x_def, y def, margem_relativa=margem_relativa

# Tamanho da figura proporcional a geometria
razao = dy / dx

altura = max(3.8, min(9.0, largura_base * razao))

fig, ax = plt.subplots(figsize=(largura_base, altura), constrained_layout=True)

# Estrutura original
for barra in barras.index:
nl = int(barras.loc[barra, "N1"])

n2 = int(barras.loc[barra, "N2"])

x1, y1 = nos.loc[nl, ["X", "Y"]]
X2, y2 = nos.loc[n2, ["X", "Y"]]
label_original = "Estrutura original" if barra == barras.index[@] else ""
ax.plot([x1, x2], [y1, y2],
"k-", linewidth=2.2, label=label_original)

# Estrutura deformada (modo j) conectando nés deformados
for barra in barras.index:
nl = int(barras.loc[barra, "N1"])

n2 = int(barras.loc[barra, "N2"])

x1_def = x_def[nl]
yl_def = y_def[n1]
x2_def = x_def[n2]
y2_def = y_def[n2]
label_def = "Deformada modal" if barra == barras.index[@] else ""
ax.plot([x1_def, x2_def], [yl_def, y2_def],
"r--", linewidth=2.2, label=label_def)

# NOs e ids (opcional)
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if mostrar_nos or mostrar_ids_nos:
for no in nos.index:
X, y = nos.loc[no, ["X", "Y"]]
if mostrar_nos:
ax.plot([x], [y], "ko", markersize=4)
if mostrar_ids_nos:
ax.text(float(x), float(y), f"{no}", fontsize=8,
ha="center", va="bottom",
bbox=dict(boxstyle="round,pad=0.15",

fc="w", ec="none", alpha=0.75))

ax.set_xlim(x_min, x_max)
ax.set_ylim(y_min, y_max)
ax.set_aspect("equal"”, adjustable="box")

ax.grid(True, linestyle=":", linewidth=0.8)

ax.set_xlabel("X")
ax.set_ylabel("Y")

if freq is not None and j < len(freq):
ax.set_title(f"Modo {j+1} | f = {float(freq[j]):.4f} Hz")
else:

ax.set_title(f"Modo {j+1}")

ax.legend(loc="lower left", frameon=True)

if salvar_em is not None:
nome_svg = os.path.join(salvar_em, f"modo_{j+1:02d}.svg")
nome_png = os.path.join(salvar_em, f"modo_{j+1:02d}.png")
fig.savefig(nome_svg, bbox_inches="tight", pad_inches=0.05)

fig.savefig(nome_png, dpi=int(dpi_png), bbox_inches="tight", pad_inches=0.05)

plt.show()
Y S
# FUNCAO PRINCIPAL (INTEGRA ESTATICA E MODAL )
Y S

def executar_analise(caminho_Excel: str,
mass_is_linear: bool = False,
arquivo_estatica: str = "resultados_estatica.xlsx",
arquivo_modal: str = "resultados_modal.xlsx",
plotar_modos_flag: bool = True):

Executa a andlise estatica e modal a partir de um arquivo Excel de entrada.

Parametros:
caminho_Excel : caminho para a planilha de entrada.
mass_is_linear : True se o parametro de massa na planilha for massa linear m' [kg/m];

False se for densidade volumétrica p [kg/m3].
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arquivo_estatica : nome do arquivo .xlsx para salvar resultados estdaticos.
arquivo_modal : nome do arquivo .xlsx para salvar resultados modais.
plotar_modos_flag: se True, plota os primeiros modos de vibracao.

# 1. Leitura dos dados

nos, barras = ler_dados_entrada(caminho_Excel)

barras = calcular_geometria_barras(nos, barras)

# 2. Montagem de [K] e [M]

K, M = montar_matrizes_globais(nos, barras, mass_is_linear=mass_is_linear)

# 3. Determina¢do dos GL livres e restritos
gdl livres, gdl_restritos = obter_graus_livres(nos)

n_gl = K.shape[©0]

F = montar_vetor_forcas(nos)

U, R = resolver_estatico(K, F, gdl_livres, gdl_restritos)
df_esforcos = calcular_esforcos_elementares(U, nos, barras)
exportar_resultados_estatica(nos, U, R, df_esforcos,

caminho_saida=arquivo_estatica)

autovalores, omega, freq, autovetores_red = resolver_problema_modal(
K, M, gdl_livres

)

modos_completos = reconstruir_modos_completos(
autovetores_red, gdl_livres, n_gl

)

exportar_resultados_modal(omega, freq, modos_completos,

caminho_saida=arquivo_modal)

print("\nFrequéncias naturais [Hz]:")
for i, f in enumerate(freq, start=1):

print(f"Modo {i:2d}: f = {f:.4f} Hz (omega = {omega[i-1]:.4f} rad/s)")

# Plotar os primeiros modos (se desejado)
if plotar_modos_flag:
try:
plotar_modos(nos, barras, modos_completos,
escala=1.0,
n_modos_plotar=min(3, len(freq)),
usar_escala_automatica=False)
except Exception as e:

print("Falha ao plotar modos (verifique matplotlib):", e)
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print("Médulo carregado. Para executar a andlise, chame por exemplo:\n")
print("executar_analise(r'Caminho/para/seu_arquivo.xlsx', mass_is_linear=False)")

print(f"[Info] Python em uso: {sys.executable}")

caminho_Excel = input("Informe o caminho completo do arquivo Excel
"Y.strip().strip("\""'")
if not caminho_Excel:
raise ValueError("Caminho do arquivo ndo fornecido.")

executar_analise(caminho_Excel)

(.x1sx):
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