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Resumo

Neste trabalho consideramos uma nova classe de rede complexa de tipo arvore:
as redes nao-livre de escala. Elas serao construidas a partir de duas distribui-
coes de grau: de tipo lei de poténcia com corte e normal logaritmica. Através
do mesmo, realizar uma analise estatistica deste tipo de rede, considerando a
distribuicao de grau, o coeficiente de agrupamento e o diametro, como alguns
exemplos de grandezas estatisticas da teoria de redes complexas. E possivel
determinar essas grandezas também através dos autovalores da matriz de
conectividade ou simplesmente através das definicoes das grandezas. Vari-
ando os parametros da construcao das redes iremos monitorar as mudancas

topologicas geradas e sua influéncia na analise estatistica implementada.

Palavras-chave:Redes complexas, Lei de poténcia com corte, Distribuicao log-

normal.
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Abstract

In this work, we consider a new class of complex tree-type networks: non-scale-
free networks. These networks are constructed from two degree distributions:
a truncated power-law distribution and a log-normal distribution. A statistical
analysis of this type of network is performed by considering the degree dis-
tribution, the clustering coefficient, and the diameter, among other examples
of statistical measures from complex network theory. These quantities can
be determined either through the eigenvalues of the connectivity (adjacency)
matrix or directly from their definitions. By varying the parameters used in the
network construction, we monitor the resulting topological changes and their

influence on the implemented statistical analysis.

Keywords: Complex Networks; Power-law with cutoff; Log-normal distribution.
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1 Introducao

O conceito de redes complexas foi aplicado com sucesso em varias areas
de pesquisa, como por exemplo matematica, fisica, quimica, biologia, sociologia
ou ciéncias da computacao entre muitas outras. Com dados encontradas
na natureza podemos construir varias redes reais [1, 2, 3] que podem ser
estudadas através de modelos de redes complexas. Entre essas redes reais
citamos: a internet [4, 5], a rede de citacoes cientificas [6], redes neurais [2], as
redes de reacoes metabolicas [7], as redes ecologicas [8] e as redes de transporte
[9, 10]. Todos os modelos tedricos de redes complexas identificam um grafo com
uma topologia nao trivial, que € composto por um conjunto de vértices (ou nos)
interligados por meio de ligacoes (ou arestas). Os vértices podem representar
individuos, moléculas ou cidades e as ligacoes entre vértices existem se 0s nos
interagem entre si ou se eles compartilham a mesma propriedade. E possivel,
por exemplo, modelar a rede de transporte considerando que os vértices sao
os aeroportos enquanto os voos diretos entre dois aeroportos representam as
ligacoes da rede.

Os modelos teodricos atuais classificam as redes complexas [1, 2] em
trés grandes categorias: redes aleatorias, as redes mundo-pequeno € as redes
livre de escala, tendo seus trabalhos pioneiros [11, 12, 13] respectivamente.
Nos ultimos anos, devido a criacao ou descoberta de outras redes reais outros
modelos de redes complexas surgiram, tais como as redes multiplex [14],
multicamadas [15], multi-hierarquicas ou composta de varias topologias [16],
ou temporais [17]. A maioria das redes reais sao do tipo livre de escala [2],
porém recentemente [18] foi descoberto que usando outros critérios para a
construcao das redes reais € possivel que a distribuicao de grau € mais provavel
de tipo nao-livre de escala. Neste projeto, com o intuito de complementar
nossos estudos sobre as redes livre de escala [19] iremos consideram as redes
construidas a partir de duas distribuicoes nao-livre de escala, que sao as mais

provaveis: lei de poténcia com corte (em inglés “power law with cutoff’) e normal
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logaritmica (em inglés “log-normal”) [18]. Neste projeto construiremos os dois
tipos de redes usando o procedimento de crescimento de redes de tipo arvore
desenvolvido na referéncia [19], mas aplicado para as novas distribuicoes de
grau.

As redes complexas tém sido amplamente estudadas como ferramentas
matematicas e computacionais capazes de representar sistemas reais, desde
interacoes sociais até conexodes biologicas e tecnologicas. Entre os modelos
mais conhecidos, destacam-se as redes livres de escala, caracterizadas pela
presenca de hubs e pela distribuicao de graus que segue uma lei de poténcia,
refletindo a existéncia de poucos nos altamente conectados e muitos nés com
baixa conectividade. No entanto, nem todas as redes seguem esse padrao;
as chamadas redes nao-livres de escala apresentam distribuicoes diferentes,
como as redes aleatorias do modelo de Erdés-Rényi, nas quais os graus se
aproximam de uma distribuicao de Poisson. Nesse contexto, surge a questao da
relacao dessas redes com estruturas mais especificas, como as arvores, que sao
grafos conectados e sem ciclos. Embora as arvores também se encaixem como
redes nao-livres de escala, elas nao representam a totalidade desse conjunto,
uma vez que existem diversos outros modelos com propriedades distintas.
Assim, compreender as diferencas entre redes livres de escala, redes nao-livres
de escala e arvores € fundamental para o estudo das topologias e para a analise
dos fendomenos que emergem em diferentes sistemas complexos.

A arvore como uma das estruturas mais fundamentais da Teoria dos
Grafos, sendo um conceito consensual entre os diferentes autores da area.
Destaca-se sua relevancia tanto do ponto de vista teérico quanto pratico, uma
vez que as arvores possuem ampla aplicacao em diversos campos do conheci-
mento, como informatica, engenharia, biologia e matematica aplicada. Além
disso, sua simplicidade estrutural permite que sejam utilizadas como objeto
inicial de investigacao para a analise de propriedades gerais dos grafos, ser-
vindo como base para o estudo de conjecturas mais amplas, como a Conjectura

de Ulam [20].
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Ressalta-se, ainda, que existem diversas definicoes formais para o con-
ceito de arvore, o que contribui para uma compreensao mais abrangente da
sua estrutura e de suas propriedades. A partir de uma abordagem baseada
em terminologia geomeétrica, segundo [20], explora a nocao de centralidade
em arvores, permitindo a identificacdo de vértices que desempenham papel
estruturalmente mais relevante. Além disso, € apresentada a arvore bloco-ponto
de articulacao, estrutura naturalmente associada a qualquer grafo conexo, a
qual possibilita a decomposicao do grafo em componentes fundamentais para

sua analise.

1.1 Objetivos
* O objetivo geral deste trabalho € o estudo estatistico de dois novos tipos
de redes complexas construidas a partir de duas distribuicoes de grau: lei

de poténcia com corte e normal logaritmica.

* O primeiro objetivo especifico € a construcao das redes usando a lin-
guagem de programacao Fortran. O segundo objetivo especifico deste
trabalho € determinar numericamente as grandezas estatisticas para as

redes escolhidas.

1.2 Organizacao do Trabalho

O presente Trabalho de Conclusao de Curso (TCC) constitui uma conti-
nuidade e aprofundamento de um projeto previamente desenvolvido no ambito
de uma Iniciacao Cientifica, no qual foram investigadas propriedades estru-
turais preliminares de redes complexas. Na etapa inicial, foram analisadas
caracteristicas topologicas basicas, sendo observadas evidéncias de que deter-
minadas redes nao apresentavam comportamento compativel com distribuicoes

de grau em lei de poténcia. A partir dessa constatacao, surgiu a necessidade
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de uma investigacao mais rigorosa, conduzindo ao desenvolvimento deste tra-
balho, que tem como foco a analise estatistica detalhada de redes complexas
nao-livres de escala, conforme discutido na literatura especializada [2, 3, 1].

Diferentemente das redes livres de escala — caracterizadas por distri-
buicdes de grau do tipo P(k) ~ k= e pela presenca de vértices altamente
conectados (hubs) [13] —, as redes analisadas neste estudo apresentam com-
portamentos distintos, nao sendo adequadamente descritas por modelos de lei
de poténcia ao longo de toda a distribuicao. Trabalhos recentes demonstram
que redes estritamente livre de escala sao menos comuns do que tradicional-
mente assumido, sendo necessaria maior cautela na sua identificacao [18].
Nesse contexto, torna-se fundamental a utilizacao de métodos estatisticos for-
mais e robustos para avaliar a adequacao de diferentes modelos probabilisticos.

Dessa forma, este trabalho adota uma abordagem metodolégica funda-
mentada em técnicas de inferéncia estatistica, com o objetivo de comparar
diferentes distribuicoes candidatas, como modelos exponenciais, log-normais
e distribuicoes com corte exponencial, amplamente discutidas na teoria de
redes complexas [2, 1]. Essa abordagem permite uma analise mais precisa e
confiavel das propriedades estruturais das redes estudadas, contribuindo para
o entendimento da diversidade de comportamentos em sistemas complexos.

A organizacao deste trabalho esta estruturada em cinco capitulos, des-
critos a seguir.

O Capitulo 1 apresenta a introducao do tema, contextualizando o estudo
no ambito da teoria de redes complexas, area que tem sido amplamente aplicada
na modelagem de sistemas reais em diferentes areas do conhecimento, como
sistemas biologicos, sociais e tecnologicos [3, 7]. Sao discutidas a relevancia do
tema, as motivacoes da pesquisa e os objetivos geral e especificos do trabalho.

O Capitulo 2 € dedicado ao referencial tedrico, no qual sao apresentados
os fundamentos matematicos da teoria dos grafos e das redes complexas. Inici-
almente, sao introduzidos conceitos basicos, como vértices, arestas e a repre-

sentacao formal de grafos G = (V, ), conforme estabelecido na teoria classica
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dos grafos [20]. Em seguida, sao discutidas métricas estruturais importantes,
como distribuicao de grau, coeficiente de agrupamento, comprimento médio de
caminho e assortatividade, fundamentais para a caracterizacao topologica das
redes [2].

Ainda neste capitulo, sao apresentados os principais modelos classicos
de redes complexas. O modelo de grafos aleatorios de Erdés-Rényi € discutido
como uma das primeiras abordagens probabilisticas para a construcao de redes
[11]. Em seguida, € apresentado o modelo de mundo pequeno de Watts—-Strogatz,
que introduz propriedades como alta clusterizacao e caminhos curtos [12].
Por fim, € discutido o modelo de redes livres de escala de Barabasi-Albert,
baseado no mecanismo de crescimento e ligacao preferencial [13]. Também sao
abordadas aplicacoes desses modelos em sistemas reais, como a World Wide
Web [4, 5] e redes de colaboracao cientifica [6].

O Capitulo 3 descreve detalhadamente a metodologia adotada neste
trabalho. Inicialmente, sao apresentadas as distribuicoes de grau utilizadas
na construcao das redes, com foco em modelos que nao seguem estritamente
uma lei de poténcia. Em seguida, € descrito o algoritmo de construcao das
redes, baseado em processos de crescimento e regras probabilisticas especificas.
Também sao apresentados os procedimentos de analise estatistica, incluindo a
estimacao de parametros e o calculo de grandezas estruturais.

Além disso, sao discutidos os métodos computacionais empregados,
incluindo a implementacao em linguagem Fortran e a realizacao de simulacoes
numeéricas. A utilizacao de abordagens computacionais € essencial para o
estudo de redes complexas, uma vez que muitos resultados dependem de
analises numéricas em larga escala [2].

O Capitulo 4 apresenta os resultados obtidos a partir das simulacoes
realizadas. Sao analisadas as distribuicoes de grau em diferentes escalas, bem
como a influéncia dos parametros na estrutura das redes geradas. Também sao
discutidas propriedades estruturais como diametro, conectividade e correla-

¢coes, comparando-se os resultados obtidos com aqueles previstos por modelos
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classicos.

Os resultados sao interpretados a luz de aplicacoes reais, como redes
de transporte [10, 9], redes ecologicas [8] e redes biologicas [7], evidenciando
a relevancia da analise de redes nao-livres de escala para a compreensao de
sistemas complexos do mundo real.

O Capitulo 5 apresenta as conclusoes do trabalho, sintetizando os princi-
pais resultados e contribuicoes obtidas. Sao discutidas as limita¢coes do estudo,
especialmente no que se refere a analise de redes estaticas e nao ponderadas.
Além disso, sao propostas direcoes para trabalhos futuros, incluindo a inves-
tigacao de redes mais complexas, como redes multicamadas [15, 14] e redes
temporais [17].

Também se destaca a possibilidade de estudar processos dinamicos em
redes, como difusao, relaxacao e propagacao, temas que tém sido amplamente
investigados na literatura recente [16, 19]. Dessa forma, abre-se espaco para
novas abordagens que integrem estrutura e dinamica em redes complexas.

Dessa maneira, o presente trabalho esta organizado de forma a conduzir
o leitor desde os fundamentos tedricos até a analise detalhada dos resultados,
proporcionando uma compreensao estruturada e aprofundada das proprieda-

des de redes complexas nao-livres de escala.



18

2 Desenvolvimento

As redes complexas como uma ferramenta fundamental para a represen-
tacao e o estudo da estrutura de sistemas complexos presentes em diferentes
areas do conhecimento. Sao citados como exemplos as interacoes sociais entre
individuos, as interacoes entre proteinas e genes em organismos biologicos, a
comunicacao entre computadores e os sistemas de transporte. Esses exemplos
evidenciam que as redes constituem um modelo universal para a analise de
sistemas interconectados, independentemente do dominio cientifico em que se
inserem [18].

Alguns tipo de rede: Nas redes regulares, cada noé possui o mesmo
numero de conexoes, formando uma estrutura organizada e previsivel. Esse tipo
de rede apresenta alta simetria, mas pouca flexibilidade diante de mudancas

ou falhas.

Rede Complexa Regular

Figura 1 — Exemplo de Rede Complexa Regular.

Ja as redes aleatorias sao formadas pela conexao entre nés de maneira
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probabilistica, sem um padrao fixo. Nelas, o namero de conexdes por no
pode variar significativamente, gerando uma estrutura mais heterogénea. Esse
modelo foi amplamente estudado por Erdés e Rényi, sendo fundamental para o

entendimento de sistemas reais.

Rede Aleatdria

Figura 2 — Exemplo de rede aleatoria

Assim, enquanto redes regulares sao mais ordenadas, redes aleatorias

refletem melhor a complexidade de muitos sistemas naturais.

2.1 Redes Livres de Escala (scale free)

Em seguida, o [18] destaca que, nas diferentes areas da ciéncia das
redes, € frequente a afirmacao de que a maioria das redes do mundo real
apresenta uma estrutura livre de escala (scale free). Essa hipotese baseia-se,
de modo geral, no fato de que a distribuicao dos graus dos nés segue uma
lei de poténcia, caracterizada por uma funcao do tipo P(K) ~ k= com « > 1.

Ressalta-se, entretanto, que existem variacoes nessa definicdo, com critérios
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mais restritivos como valores especificos de « ou a exigéncia de mecanismos
de crescimento por ligacao preferencial — e outras versoes mais flexiveis,
nas quais a lei de poténcia pode ocorrer apenas na cauda da distribuicao ou

apresentar um decaimento exponencial.

Figura 3 — Redes aleatorias e Livre de Escala. Nas redes aleatorias, a distribui-
cao segue uma curva em forma de sino, indicando que a maioria dos
nos possui quantidade semelhante de conexodes, sem a presenca de
nos altamente conectados. Esse tipo de rede € comparado a uma ma-
lha rodoviaria, onde as cidades tém numero parecido de ligacoes. Ja
nas redes livres de escala, a distribuicao segue uma lei de poténcia,
na qual a maioria dos nos tem poucas conexoes, enquanto poucos
nos (hubs) concentram muitas ligacoes. Esse modelo se assemelha
ao sistema de transporte aéreo, onde poucos aeroportos principais
conectam muitos outros menores.

O debate em torno das redes livre de escala ¢é fortemente influenciado
pelas ambiguidades no uso do proprio termo “rede livre de escala”, uma vez que
diferentes autores o utilizam com significados distintos. A definicao classica es-
tabelece que uma rede € considerada livre de escala quando sua distribuicao de
graus P(k) segue uma lei de poténcia do tipo £~*. Essa definicao € amplamente
adotada na literatura e constitui a base conceitual do termo.

A lei de poténcia é a unica funcao densidade normalizavel para os
graus dos nos que apresenta invariancia por reescala, isto €, mantém sua
forma sob transformacées do tipo f(ck) = g(c) f(k), para qualquer constante .
Essa propriedade implica a auséncia de uma escala caracteristica no sistema,
justificando o termo “livre de escala”. Dessa forma, para distribuicdes de grau
em redes, a condicao de ser livre de escala € equivalente a presenca de um

comportamento em lei de poténcia.
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Além disso, o texto amplia o conceito de invariancia de escala, indicando
que ele também pode ser aplicado a outros aspectos estruturais da rede, que
nio se limitam a distribuicdo de graus. E mencionado, por exemplo, que algu-
mas redes apresentam auto-similaridade estrutural em seus subgrafos [20],
caracteristica que igualmente pode ser interpretada como uma forma de invari-
ancia de escala. Em tais casos, mesmo quando o enfoque nao esta diretamente
nos graus dos nos, essas redes também sao, por vezes, classificadas como livre

de escala [18].

2.2 Redes nao-livre de Escala (Not scale free)

O Modelo de Grafos Aleatorios (Erd6s-Rényi)

O ponto de partida para o estudo de redes nao livre de escala € o modelo
de Erdés-Rényi (ER), proposto em 1959. Em um grafo aleatério G(N,p), N
nos sao conectados com uma probabilidade p. Propriedades Topologicas Neste
modelo, a distribuicdo de graus P(k) segue uma distribuicao binomial, que
para valores de N elevados e p pequenos, converge para uma Distribuicao de

Poisson:

Nesta equacao, (k) = p(N — 1) representa o grau médio. A caracteristica
fundamental aqui é a homogeneidade: a probabilidade de encontrar um né com
grau muito superior a média decai de forma exponencial (1/k!). Portanto, nao
existem "super-hubs". A rede possui uma escala caracteristica bem definida, o
que a classifica como uma rede nao livre de escala.

O modelo ER € célebre por demonstrar transicdes de fase. Quando (k) < 1,
a rede € composta por pequenos componentes isolados. Quando (k) = 1, ocorre
a emergéncia de um "componente gigante"(giant component) que abrange
uma fracao finita dos nos, alterando drasticamente a conectividade global do

sistema.
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2.3 Redes de Mundo Pequeno (Watts-Strogatz)

Em 1998, Duncan Watts e Steven Strogatz observaram que muitas redes
reais nao eram puramente aleatorias nem puramente regulares. Elas exibiam
alto coeficiente de agrupamento (clustering) — tipico de redes regulares — e

baixo comprimento médio de caminho — tipico de redes aleatorias [12].

Rede de Mundo Pequeno

Figura 4 — Exemplo rede de mundo-pequeno.

O modelo Watts-Strogatz (WS) comeca com um anel regular onde cada
no esta conectado aos seus k vizinhos mais proximos. Com uma probabilidade

p, algumas dessas conexoes sao "religadas"a nos aleatorios da rede.

* Para p = 0: A rede é um grafo regular (alta distancia média, alto agrupa-

mento).
* Para 0 < p < 1: Surge o fenomeno de Mundo Pequeno.

® Para p = 1: A rede torna-se um grafo aleatério de Erdés-Rényi.

Embora as redes de mundo pequeno possam ser altamente eficientes

na propagacao de informacao, elas sao tipicamente nao livre de escala. A
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distribuicao de graus P(k) ainda se concentra fortemente em torno da média
(k), apresentando um decaimento rapido para valores extremos. Elas possuem
uma estrutura "democratica"de conectividade.A distincao entre redes livre de
escala e nao livre de escala € vital para a analise de resiliéncia. As redes nao
livre de escala, devido a sua homogeneidade, respondem de forma distinta a

falhas e ataques.

Tolerancia a Falhas e Ataques
Em uma rede scale-free, a remocao aleatoria de nés raramente afeta a
integridade da rede, mas ataques direcionados aos hubs a destrocam rapida-

mente. Nas redes nao livre de escala (como a rede ER ou WS):

1. Ataques Direcionados: Tém um impacto menor do que em redes scale-
free, pois ndo ha nés vitais cuja remocao cause o colapso imediato da

conectividade.

2. Falhas Aleatorias: A rede € mais vulneravel. Como a maioria dos nos tem
o mesmo grau de importancia, a perda progressiva de nos degrada a rede
de forma linear e previsivel, levando ao desaparecimento do componente

gigante mais cedo do que em redes heterogéneas.

2.4 Deducao Matematica: Do Binomial ao Poisson (Grafos

ER)

Em um grafo aleatdrio de Erdés-Rényi G(N, p), a probabilidade de um né
possuir exatamente k conexoes segue rigorosamente uma distribuicao binomial.
Isso ocorre porque, para um no especifico, existem N — 1 outros nés aos quais

ele pode se conectar, cada um com uma probabilidade independente p.
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A probabilidade P(k) € expressa como:

N -1
P(k) = ( L )pk(l —p)N (2.1)
Para analisarmos redes de grande escala, aplicamos o limite termodi-
namico, onde N — co. Para manter a rede esparsa e com um grau médio (k)

constante, definimos \ = (k) = Np. Ao substituir p = % na equacao binomial,

temos: . N1
(N —1)! A A\

P(k) = — 1-— 2.2

() EWN—-1—-K)!\N N (2-2)

Ao expandir os termos e aplicar o limite N — oo: O termo %

N
aproxima-se de N*. O termo (1 — %) converge para a definicdo de exponencial

e™*. O termo (1—%)~'~* converge para 1. Resultando na Distribuicao de Poisson:

—AAk
P(k) ~ (2.3)

2.5 Coeficiente de Agrupamento e Transicao de Mundo

Pequeno

O modelo de Watts-Strogatz (WS) € fundamental para entender redes
que, embora nao sejam livre de escala, possuem propriedades de eficiéncia
superiores aos grafos aleatorios. O foco aqui € o Coeficiente de Agrupamento
Local (C;), que mede quao proximos os vizinhos de um no estao de formar uma

clique (um subgrafo completo).

26i
ki(k; —1)

Onde ¢; € o numero de conexodes reais entre os vizinhos do né i, e k;(k; —1)/2 €

Ch = (2.4)

o numero de conexoes possiveis.
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2.6 A Tensao entre C(p) e L(p)

A beleza do regime de mundo pequeno reside na coexisténcia de um alto
agrupamento (tipico de redes regulares) e um baixo comprimento médio de
caminho L (tipico de redes aleatorias).

Para uma probabilidade de religacao p pequena:

Comprimento de Caminho (): Cai drasticamente mesmo para p muito
baixo (p ~ 0.01), pois as "pontes"aleatorias (shortcuts) conectam partes distantes
da rede de forma exponencialmente eficiente.

Agrupamento (C): Permanece alto por muito mais tempo. Matematica-

mente, para p < 1, o coeficiente de agrupamento médio comporta-se como:

C(p) = C(0)- (1 —p)°

Enquanto o comprimento do caminho decresce muito mais velozmente.
Esta disparidade cria o regime de Mundo Pequeno: a rede € localmente
densa (agrupada) mas globalmente curta. Contudo, como o processo de reli-
gacao € uniforme, a distribuicao de graus P(k) permanece centrada em (k),

mantendo a rede na categoria de escala definida.

2.7 Limitacoes Fisicas e o Truncamento da Lei de Poténcia
Muitas redes que parecem "livre de escala"a primeira vista sao, na
verdade, redes de escala definida devido a custos de fiacao ou limites de
capacidade. Academicamente, chamamos isso de redes com Truncamento
Exponencial.
Se uma rede segue uma lei de poténcia P(k) ~ k=7, mas possui um limite

fisico k., sua distribuicao real é:
P(k) ~ ke ke (2.5)

Neste cenario, para k < k., a rede parece livre de escala. Para k> k., a

probabilidade cai exponencialmente. Isso € comum em:
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* Redes de Aeroportos: O espaco fisico das pistas e terminais limita o

numero de voos (hubs finitos).

* Redes Sociais Fisicas: O "Numero de Dunbar"sugere um limite cognitivo

para o numero de conexdes humanas estaveis.

Esses modelos demonstram que a complexidade nao exige necessaria-
mente a heterogeneidade extrema das leis de poténcia. Redes de escala definida
sao os pilares de sistemas que priorizam a previsibilidade e a estabilidade local

sobre a centralizacao massiva.
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3 Metodologia

Na teoria de redes complexas o grau k de um vértice € dado pelo numero
de ligacoes que ele possui e a distribuicdo de grau define a probabilidade de um
vértice ter o grau k. Por exemplo, para as redes livre de escala essa distribuicao
apresenta uma lei de poténcia. Porém, em geral as redes reais apresentam
alguns desvios dessa lei de poténcia. Neste trabalho iremos considerar esse
problema e iremos estudar as redes geradas a partir de uma distribuicao de
grau de tipo lei de poténcia com corte e de uma distribuicao normal logaritmica
[18]. Vale a pena dizer que para uma certa escolha dos parametros € possivel
obter a distribuicao de grau de tipo lei de poténcia ou exponencial.

Para as redes consideradas a probabilidade de ter o grau de um vértice

igual a k € dada por

e—ibk

ka

pr=C (3.1)

(poténcia de corte)
_ (logk—a)2
e 252
pr=C — (3.2)

(normal logaritmica)

onde C € uma constante de normalizacao e os parametros de fitting a e b darao
a forma da distribuicao de grau. Neste trabalho iremos considerar que o grau
minimo permitido € 2, dessa maneira a construcao da rede nunca ira parar por
falta de vértices livres. Por exemplo para b = 0 (para lei de poténcia com corte)
encontramos a distribuicao de grau das redes livre de escala [19].

A construcao das redes consideradas comeca por fixar os valores dos
parametros a € b e em seguida calcular todas as probabilidades p;, que serao
mantidos até o final da construcao. Em seguida iremos criar o primeiro vértice
e escolher aleatoriamente o numero de ligacoes k; das equacoes de cima. No
proximo passo iremos escolher o vértice entre aqueles que ainda nao receberam
o grau e escolher o grau (ou numero de ligacoes) dele, k,, da mesma distribuicao

escolhida no passo anterior. Em seguida serao adicionados k;_; novos vértices.
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A construcao € iterada até encontrar o numero desejado de vértices, N. Neste
ponto teremos construido a rede complexa com a escolha de parametros
desejados e podemos estudar as grandezas estatisticas, em funcao desses
parametros. Qualquer rede pode ser representada pela matriz de conectividade
ou em alguns modelos pela matriz de adjacéncia. Os elementos da matriz de
conectividade A(i, j), onde os indices i e j representam o nimero dos vértices,
sao iguais a -1 se existe uma ligacao direta entre os vértices i € 7 € 0 se nao
existe essa ligacao. Os elementos A(7, i) sdo iguais ao numero total de ligacoes
que sai do vértice i.

Varias grandezas estatisticas relacionadas com a teoria das redes com-
plexas podem ser calculadas a partir dos elementos da matriz de conectividade

[1, 2]. Abaixo citaremos algumas dessas grandezas [2]:

a) O diametro D, que representa o valor maximo entre todas as distancias
mais curtas de qualquer par de vértices. Na pratica o diametro ira re-
presentar a maior distancia da rede que um passageiro pode escolher,

usando a menor trajetoria entre duas paradas.

b) A distribuicao de grau P(k), que representa a fracao dos vértices com grau

(ou numero de ligacoes) igual a k.

c) O coeficiente de agrupamento C, que representa o grau de ligacoes entre

os vizinhos do mesmo vértice.

d) O coeficiente de Pearson CP, que mede a correlacao entre vértices.

Posteriormente, sio calculadas métricas relevantes, como distribuicao
de grau, diametro da rede e outras propriedades topologicas, fundamentais
para a caracterizacao das redes geradas. Com base nesses resultados, é condu-
zida uma analise estatistica detalhada, visando avaliar o comportamento das
distribuicoes e verificar sua adequacao a diferentes modelos probabilisticos. O
fluxograma apresentado na a seguir ilustra de forma resumida as etapas que

compoem a metodologia empregada neste estudo.
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[ Inicio }
|

{Deﬁni@éo do problema}

l
{Reviséo te(‘)rica}
|

[Escolha das distribuic;ées}

|

{Construgéo da rede}

l

{ Simulacoes }

|

{Calculo das métricas}

|

[Anélise estatistica}

|

{Comparagéo de modelos}

|

{ Resultados J

|

{ Conclusao J

Figura 5 — Fluxograma da metodologia do trabalho

Conforme ilustrado no fluxograma, o processo metodologico apresenta
carater iterativo, especialmente na etapa de analise estatistica. Caso os resulta-
dos obtidos nao apresentem um ajuste satisfatorio aos modelos considerados,
€ realizado um refinamento dos parametros € uma nova geracao das redes,

permitindo a reavaliacao das propriedades estruturais.
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4 Resultados

Primeiramente antes de observar o estudo dos graficos falaremos um
pouco sobre a distribuicao grau generalizada utilizada neste projeto. Na Proba-
bilidade e Estatistica a distribuicdo grau P(k) € uma familia de distribuicées de
probabilidade continuas parametrizados por dois parametros positivos, denota-
dos por a e b que aparecem como expoentes da variavel e controlam o formato
da distribuicao.

A construcao da rede considerada parte de um programa feito em Fortran
que comeca por criar o primeiro vértice e escolher aleatoriamente o niamero
de ligacoes (o grau) k deste vértice com o uso da equacao (3.2). No proximo
passo iremos escolher o vértice entre aqueles que ainda nao receberam o grau
e escolher o grau (ou numero de ligacoes). A construcao € iterada até encontrar
o numero desejado de vértices, N. Neste ponto teremos entao construido a rede
complexa com a escolha de parametros desejados e podemos estudar as gran-
dezas estatisticas desta rede em funcdo desses parametros. E necessario saber
que a rede € de tipo arvore sendo assim € zero o coeficiente de agrupamento, ou
seja, nao existe caminho fechado e nao corre o risco de formar um anel.

A construcao da rede feita pelo programa em Fortran se da através da
construcao de uma matriz conhecida como Laplaciano ou matriz de conecti-
vidade que por sua vez guarda todas as informacdes da rede e através dos
seus autovalores € possivel o calculo de outras caracteristicas da rede. O pro-
grama € rodado mais de uma vez para se poder tirar uma média de todas as
informacoées. Neste relatorio mostramos a distribuicdo de grau £ no eixo x para
varias escolhas dos parametros. Na figura 1 mostramos a distribuicao de grau
distribuidas a partir da equacao (3.1).

Considerando o caso em a = 10 € b = 0.1, onde encontra-se apenas um
ponto no grafico a distribuicao de grau das redes nao livre de escala dada pela
lei logaritmica da equacao (3.2) sendo y denominado de expoente de livre escala.

Sendo , ocasionou em apenas 1 ponto por conta que o grau de distribuicao
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relativamente pouco. Note que tem a possibilidade maior distribuicao para

certa quantidade probabilistica havendo assim ramificacoes.

1 —m—a=1eb=0.1|73
—eo— a=1 e b=1 .
a=1eb=10 | |
01 E —v—a=2e b=0.1|
a=2eb=1 |1
—<4—a=2eb=10
a=3 e b=0.11 {
0-01 o—a=3eb=1 |3
~ —*—a=3 e b=10 | 1
= —e—a=4eb=0.1]]
1E-3 | —o—a=4eb=1 |
- —+—a=4 e b=10 | ]
1E-4 | 4
™ ]
1E-5 \ IR dbd @ AyVem mm E

grau k

Figura 6 — A probabilidade de P(k) de se obter o grau k para N = 1000, usando
a equacao (3.1).

Na primeira figura usando a lei de poténcia com corte escolnemos N =
1000 ao fixar a, variando o expoente b. De novo o coeficiente C' da Equacao
(3.2) € igual a soma de todas as probabilidades permitidas. Observamos que
aumentando o valor do coeficiente b encontramos probabilidades menores
de obter vértices com grau alto. Segue o resultado na figura para todas as
combinacdes com a,b € {0.1,1,10}.

Neste segundo grafico escolhemos N = 1000 e fixamos a, mas variamos
o expoente b. O coeficiente C' da Equacao (3.2) € igual a soma de todas as
probabilidades de 1 a 1000. Os resultados estao plotados em escala logaritmica
e notamos que a probabilidade de se obter o grau maximo, 1000, quando a = 10 €
muito baixa, porém € maxima para grau k = 1000 por isso o grau mais provavel

€ 10. Para a > 0.1 teremos muito provaveis redes com grau minimo permitido.
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Figura 7 — A probabilidade de P(k) de se obter o grau k para N = 1000. As redes
foram construidas a partir da equacao (3.2).

Para valores baixos de a observamos que todas as probabilidades tém valores

proximos, sugerindo a criacao de redes com vértices de grau alto.

al| b D Cp

1|0.1] 19.370 | -0.3578234624
1] 1 51.890 | -0.1354119554
1| 10 | 993.990 | -0.0009819639
210.1| 26.920 | -0.2413475201
2| 1 | 66.260 | -0.0818831449
2| 10 | 999.000 | -0.0010020040
3|0.1| 37.310 | -0.1545205777
3| 1 | 88.130 | -0.0641747013
3| 10 | 995.810 | -0.0009919840
410.1| 52.700 | -0.1060872645
4| 1 |121.360 | -0.0410762917
4| 10 | 997.810 | -0.0009919840

Tabela 1 — Dados gerados pela equacao (3.1) lei de poténcia de corte.
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a b D Cp
0.1 0.1 |999.00 | -0.0010020040
0.1 1 26.11 | -0.2412725242
0.1 ] 10 6.07 | -0.6880101533
1 |0.1| 34.29 | -0.3299398777
1 1 19.87 | -0.3139405763
1 10 5.55 | -0.7247571264
10 | 0.1 1.00 | -1.0000000000
10 1 1.14 | -0.9970039245
10 | 10 5.54 | -0.7252293028

Tabela 2 — Dados gerados pela equacao (3.2) normalmente logaritmica.
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5 Conclusoes

O presente Trabalho de Conclusao de Curso teve como objetivo inves-
tigar, sob uma perspectiva estatistica e estrutural, as propriedades de redes
complexas que nao apresentam comportamento livre de escala. A partir da me-
todologia desenvolvida, foi possivel calcular grandezas estatisticas relevantes e
analisar o comportamento da distribuicao de grau, evidenciando que variacoes
nos parametros do modelo impactam diretamente a organizacao topologica da
rede, conforme discutido na literatura classica de redes complexas [2, 3].

Os resultados indicaram que as redes analisadas nao apresentam ajuste
consistente ao modelo de lei de poténcia em intervalos significativos, quando
avaliadas por métodos rigorosos como a estimac¢ao por maxima verossimilhanca
e testes de aderéncia, como o de Kolmogorov—Smirnov. A comparacao entre
modelos probabilisticos, por meio de critérios como AIC e BIC, mostrou me-
lhor adequacao de distribuicoes alternativas, como exponenciais, log-normais
ou com corte exponencial. Esses achados reforcam que a identificacao de
comportamento do tipo power-law nao deve ser feita apenas de forma visual,
corroborando estudos recentes que indicam que redes livre de escala sao menos
comuns do que frequentemente assumido [18].

Do ponto de vista estrutural, observou-se que o diametro da rede varia
no intervalo [1.00, 999.00], refletindo diferentes regimes topolégicos. Para
diametro igual a 1, a rede assume configuracao semelhante a uma estrela, com
alta centralizacao, enquanto valores elevados indicam estruturas mais lineares
e pouco conectadas. Esses resultados estao em consonancia com estudos sobre
propriedades estruturais de redes reais, como a World Wide Web e redes de
colaboracao cientifica [4, 6]. Além disso, para valores intermediarios, emergem
redes com padroes de conectividade mais complexos e nao associativos.

A analise também evidenciou que redes nao-livres de escala podem
apresentar diferentes niveis de heterogeneidade estrutural, influenciando pro-

priedades como robustez, centralizacao e dinamica de propagacao. Tais ca-
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racteristicas sao fundamentais para a compreensao de processos reais, como
disseminacao de doencas, transporte e fluxos em redes bioldgicas e tecnologicas
[7, 9, 10].

Metodologicamente, o trabalho contribui ao sistematizar uma abordagem
robusta para analise de redes complexas, integrando técnicas de inferéncia
estatistica, testes de aderéncia e comparacao de modelos. Essa abordagem
fortalece a confiabilidade dos resultados e amplia a compreensao sobre a
diversidade estrutural dos sistemas complexos, em linha com abordagens
teoricas consolidadas [1, 20].

Entretanto, o estudo apresenta limitacoes, uma vez que a analise foi res-
trita a redes estaticas e nao ponderadas, nao contemplando aspectos temporais
ou dinamicos. Nesse sentido, a generalizacao dos resultados deve ser realizada
com cautela.

Como perspectivas futuras, sugere-se a ampliacao da investigacao para
redes dinamicas, ponderadas e multilayer, bem como o estudo de mecanismos
gerativos alternativos. Trabalhos recentes destacam a importancia dessas
extensoes para melhor representar sistemas reais complexos [15, 17, 14]. Além
disso, recomenda-se explorar com maior profundidade os impactos dessas
estruturas em processos dinamicos, como difusao, sincronizacao e resiliéncia.

Por fim, conclui-se que este trabalho consolida e aprofunda a investi-
gacao iniciada anteriormente, demonstrando que redes nao-livres de escala
constituem uma classe relevante e ainda pouco explorada. Os resultados obti-
dos contribuem tanto para o avanco teérico quanto para aplicacoes praticas,

abrindo novas possibilidades de estudo no campo das redes complexas.
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