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Resumo

Neste trabalho, apresentamos conceitos de álgebra comutativa e geometria algébrica, visando a
compreensão do Teorema dos Zeros de Hilbert. Este é um resultado famoso na área de Álgebra,
em particular, da Geometria Algébrica, que relaciona dois conceitos: ideais radicais e varieda-
des afins, construindo uma correspondência entre ideais e o conjunto de zeros dos polinômios
(variedades). Destaca-se que para qualquer corpo K algebricamente fechado, existem bijeções
entre as variedades algébricas contidas no espaço afim AnK e os ideais radicais contidos no anel
de polinômios K[x1, . . . , xn]. O texto é dividido em três capítulos: o primeiro explora alguns
conceitos fundamentais da teoria dos anéis comutativos, o segundo apresenta noções básicas da
geometria algébrica, e o terceiro aborda o teorema e suas consequências.

Palavras-chave: Álgebra Comutativa, Geometria algébrica, Variedades, Teorema dos Zeros
de Hilbert.



Abstract

In this work, we present concepts of commutative algebra and algebraic geometry, aiming to
understand the Hilbert’s Nullstellensatz. This is a famous result in the area of Algebra, parti-
cularly in Algebraic Geometry, which relates two concepts: radical ideals and affine varieties,
establishing a correspondence between ideals and the set of zeros of polynomials (varieties). It
is noteworthy that for any algebraically closed field K, there are bijections between algebraic
varieties contained in the affine space AnK and radical ideals contained in the polynomial ring
K[x1, . . . , xn]. The text is divided into three chapters: the first explores some fundamental
concepts of commutative ring theory, the second presents basic notions of algebraic geometry,
and the third addresses the theorem and its consequences.

Keywords: Commutative Algebra, Algebraic Geometry, Varieties, Hilbert’s Nullstellensatz.
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Introdução 1

1. Introdução

Os estudantes de graduação em matemática frequentemente exploram diversas estruturas
algébricas, como grupos, anéis e espaços vetoriais, que constituem os pilares fundamentais da
álgebra moderna. No entanto, estabelecer conexões significativas entre esse conhecimento algé-
brico e os conceitos geométricos pode ser uma tarefa desafiadora. A geometria algébrica surge
como uma ferramenta essencial nesse contexto, proporcionando uma estrutura poderosa para
estabelecer relações profundas entre os conceitos algébricos e geométricos. Esta disciplina se
fundamenta em resultados da álgebra comutativa, um ramo da matemática dedicado ao estudo
de anéis comutativos e unitários. A álgebra comutativa desempenha um papel fundamental
na geometria algébrica, fornecendo os fundamentos teóricos necessários para a compreensão
da estrutura e propriedades das variedades algébricas e dos ideais associados a elas. Assim,
a integração entre álgebra comutativa e geometria algébrica desempenha um papel crucial no
desenvolvimento do entendimento matemático dos estudantes de graduação, permitindo-lhes
explorar de forma mais profunda e abrangente as conexões entre as estruturas algébricas e os
conceitos geométricos.

Este trabalho foi elaborado com o intuito de tornar os conceitos abordados acessíveis aos
estudantes de graduação em matemática e além. Apesar de se concentrar exclusivamente nos
fundamentos da geometria algébrica, reconhecemos plenamente a amplitude de resultados exis-
tentes nesta área, que vão além do escopo deste trabalho. Nosso principal objetivo é apresentar
de forma clara e compreensível o Teorema dos Zeros de Hilbert e suas implicações. Este teorema
é fundamental na geometria algébrica, pois estabelece uma correspondência entre variedades
algébricas e ideais radicais. Destaca-se que para qualquer corpo K algebricamente fechado,
existem bijeções entre as variedades algébricas contidas no espaço afim AnK e os ideais radicais
contidos no anel de polinômios K[x1, . . . , xn]. Esta correspondência é uma ferramenta poderosa
para compreender a estrutura geométrica dos conjuntos de soluções de sistemas de equações po-
linomiais, tendo implicações importantes em várias áreas da matemática, incluindo geometria,
topologia e álgebra.

Uma das metas deste trabalho é introduzir os conceitos básicos de álgebra comutativa e
geometria algébrica necessários para compreender o Teorema e suas consequências, que estabe-
lecem uma correspondência entre subconjuntos de certos tipos de anéis. Por meio dessa bijeção,
exploraremos posteriormente conjuntos de soluções para sistemas de equações polinomiais.
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2 Introdução

O primeiro capítulo deste trabalho aborda as definições iniciais de anéis, com foco especial
em anéis comutativos e unitários, introduzindo os alunos no vasto campo da álgebra comutativa.
Neste contexto, destacam-se resultados fundamentais, como o teorema do isomorfismo e o
teorema da base de Hilbert, que desempenham um papel crucial na compreensão da estrutura
e propriedades dos anéis. Já no segundo capítulo, realizamos uma breve incursão na Geometria
Algébrica, apresentando os conceitos essenciais de espaço afim e variedades algébricas. Estes
conceitos são fundamentais para uma introdução abrangente à geometria algébrica e constituem
a base para análises mais profundas neste campo. No capítulo final, dedicamos nosso foco ao
Teorema dos Zeros de Hilbert, apresentando sua formulação e realizando sua demonstração. Ao
longo do artigo, utilizamos os conceitos e resultados dos capítulos anteriores para estabelecer
conexões significativas entre álgebra comutativa e geometria em espaços afins, destacando a
importância dessa inter-relação para o estudo abrangente desses dois campos da matemática.

Universidade Federal do Amazonas - Instituto de Saúde e Biotecnologia



Tópicos de Álgebra Comutativa 3

2. Tópicos de Álgebra Comutativa

A Álgebra Comutativa é uma área fundamental da matemática que se dedica ao estudo
de estruturas algébricas que possuem propriedades especiais relacionadas à multiplicação, com
ênfase em anéis comutativos e suas extensões. Este campo de estudo desempenha um papel
central em várias áreas da matemática, proporcionando ferramentas e conceitos fundamentais
para a compreensão de uma ampla gama de fenômenos algébricos e geométricos. Seu foco recai
especialmente nas propriedades dos polinômios em várias variáveis e na resolução de sistemas
de equações polinomiais, cujas soluções têm implicações importantes em diversos contextos
matemáticos e aplicados. Neste capítulo, foram utilizadas as referências [2], [6], [7], [8], [11] e [12]
para fornecer uma introdução abrangente aos conceitos fundamentais da Álgebra Comutativa.

2.1 Anéis e Anéis de Polinômios

Definição 2.1. Um anel é um conjunto não vazio A no qual estão definidas duas operações
binárias +, · : A × A → A, chamadas de soma e multiplicação, que satisfazem as seguintes
propriedades para todos a, b, c ∈ A:

i) Associatividade: (a+ b) + c = a+ (b+ c) e (a · b) · c = a · (b · c).
ii) Comutatividade da Adição: a+ b = b+ a.
iii) Existência de Elemento Neutro: Existe 0 ∈ A tal que a+ 0 = a.
iv) Existência do Inverso Aditivo: Para cada a ∈ A, existe −a ∈ A tal que a+ (−a) = 0.
v) Distributividade: a · (b+ c) = a · b+ a · c e (a+ b) · c = a · c+ b · c.

Tipos de Anéis:

1. Um anel A é comutativo se a · b = b · a para todos a, b ∈ A.
2. Um anel A é unitário se existe 1A ∈ A tal que a · 1A = 1A · a = a para todo a ∈ A.
3. Um anel A é um domínio de integridade (D.I) se é comutativo, unitário e não possui

divisores de zero, ou seja, a · b = 0 =⇒ a = 0 ou b = 0.
4. Um corpo é um anel comutativo, unitário no qual todos os elementos diferentes de zero

possuem inverso multiplicativo.

Licenciatura em Ciências: Matemática e Física



4 Tópicos de Álgebra Comutativa

Observemos que o item 4 é mais forte do que o item 3. Logo, em particular, todo corpo é
um domínio de integridade.

Exemplo 2.1. Os conjuntos Z, Q e R são domínios de integridade. Enquanto Z não é
um corpo, Q e R são. O conjunto dos números complexos C = {x + iy | x, y ∈ R, i2 = −1} é
um corpo. O conjunto 2Z = {2n | n ∈ Z} é um anel comutativo sem unidade, enquanto que
Z/4Z = {0, 1, 2, 3} é um anel comutativo com unidade, mas não é um domínio de integridade.
O conjunto M2(R) das matrizes 2×2 com entradas em R, é um exemplo de anel não-comutativo
com unidade.

Observação. De agora em diante (até o final desse trabalho) suporemos que todos os anéis
arbitrários que mencionarmos serão comutativos e unitários.

Definição 2.2. Seja A um anel. Um subconjunto não vazio B ⊆ A é chamado subanel de
A se:

i) 1 ∈ B
ii) a+ b ∈ B para todos a, b ∈ B
iii) a · b ∈ B para todos a, b ∈ B

Definição 2.3. Uma sequência de elementos de um conjunto A é uma função a : N → A,
que associa cada número natural n a um elemento an ∈ A.

Escrevemos (a0, a1, . . . , an, . . .) ou simplesmente (an)n∈N para indicar a sequência cujo n-
ésimo termo é an. Não se deve confundir a sequência (an)n∈N com o conjunto {a0, a1, . . . , an, . . .}
dos seus termos. Note que a sequência constante (2, 2, 2, . . . , 2, . . .) não é o mesmo que o
conjunto {2}.

Definição 2.4. Seja (A,+, ·) um anel. Uma sequência a : N → A tal que ai = 0, i ≥ k

com k ∈ N é chamada de polinômio em uma variável sobre A. Assim, um polinômio em uma
variável suficientemente grande sobre A é da forma (a0, a1, . . . , ak, 0, 0, . . .), onde ak, . . . , a1, a0
são chamados de coeficientes do polinômio.

Seja p = (an)n∈N um polinômio em uma variável sobre A. Se an = 0 para qualquer n ∈ N,
então dizemos que p é o polinômio identicamente nulo, e escrevemos simplesmente p = 0.

Definição 2.5. Dado um polinômio p ̸= 0, o grau de p é o maior m ∈ N tal que am ̸= 0,
denotado como ∂(p) = m. Chamamos am de coeficiente líder do polinômio. De acordo com
esta definição, o polinômio identicamente nulo não tem grau. Normalmente, escreve-se ∂(p =

0) < −∞. Se m = 0, então p é um polinômio constante, neste caso, p = (a, 0, 0, . . .) e podemos
escrever p = a. Se am = 1, p é um polinômio mônico.

Seja A′ o conjunto de todos os polinômios em uma variável sobre A, podemos definir as
seguintes operações binárias sobre A′:

Universidade Federal do Amazonas - Instituto de Saúde e Biotecnologia



Tópicos de Álgebra Comutativa 5

+ : A′ × A′ → A′

((a0, a1, . . . , an, . . .), (b0, b1, . . . , bn, . . .)) 7→ (a0 + b0, a1 + b1, . . . , an + bn, . . .)

e
· : A′ × A′ → A′

((a0, a1, . . . , an, . . .), (b0, b1, . . . , bn, . . .)) 7→ (c0, c1, . . . , cn, . . .)

onde, 

c0 = a0 · b0
c1 = a0 · b1 + a1 · b0
...

cn = a0 · bn + a1 · bn−1 + . . .+ an · b0
...

Note que (A′,+, ·) é um anel com elementos neutros (0, 0, 0, . . .) e (1, 0, 0, . . .) para adi-
ção e multiplicação, respectivamente. O anel A′ é comutativo porque A também é. Veja
que a unidade de A′ é x0, e, indutivamente, xn = (0, 0, . . . , 1︸︷︷︸

n+1

0, . . .). Assim, dado

p = (a0, a1, . . . , an, 0, 0, . . .) ∈ A′, podemos reescrever p como p = a0 + a1x
1 + · · · + anx

n,
e A′ = {

∑n
i=0 aix

i; ai ∈ A, n ∈ N}. Representamos o anel (A′,+, ·) por A[x], chamado de anel
de polinômios em uma variável sobre A.

Exemplo 2.2. Dados f, g ∈ Z[x], com f(x) = 2+2x+3x2+x3 e g(x) = x+x3, temos que

(f + g)(x) = 2 + 3x+ 3x2 + 2x3 ∈ Z[x].

e
(f · g)(x) = 2x+ 2x2 + 5x3 + 3x4 + 3x5 + x6 ∈ Z[x].

Se A é um D.I., então para dois polinômios f, g ∈ A[x], temos que ∂(g · f) = ∂(g) + ∂(f).

Observação: Podemos generalizar o conceito de anéis de polinômios para várias variáveis
sobre um anel A, formando os anéis de polinômios A[x1, . . . , xn] := (A[x1, . . . , xn−1])[xn]. Um
polinômio f em n variáveis sobre A é uma combinação linear de monômios, representada como:

f(x1, x2, . . . , xn) =
∑
α

aαx
α1
1 x

α2
2 · · · xαn

n

onde α = (α1, α2, . . . , αn) é um vetor de expoentes não negativos e aα ∈ A é o coeficiente
correspondente. Essa generalização é essencial para lidar com fenômenos algébricos multidi-
mensionais, como variedades algébricas e sistemas de equações polinomiais.

Licenciatura em Ciências: Matemática e Física



6 Tópicos de Álgebra Comutativa

Um exemplo comum é o anel de polinômios em duas variáveis, x e y, sobre um anel A. Este
anel pode ser representado como uma extensão de polinômios em y com coeficientes em A[x],
ou seja, a representação

A[x, y] = (A[x])[y]

indica que os polinômios em x com coeficientes em A são os elementos base do anel, e cada um
desses polinômios é "ampliado" para incluir a variável y. Isso nos permite expressar polinô-
mios em x e y como combinações lineares de monômios em x com coeficientes em A, onde os
coeficientes são polinômios em y.

Ao estendermos o conceito de anéis de polinômios para várias variáveis sobre A, obtemos
uma poderosa estrutura algébrica que é amplamente utilizada em diversas áreas da matemática
e suas aplicações.

Os conceitos de grau homogêneo e grau total são fundamentais ao trabalhar com polinômios
de várias variáveis. O grau homogêneo de um polinômio multivariado é o grau mais alto dentre
todos os monômios que o compõem, onde o grau de um monômio é a soma dos expoentes
de suas variáveis. Por exemplo, considere o polinômio f(x, y, z) = 2x3 + 3xy2 + z4. Aqui, o
monômio de maior grau é z4, então o grau homogêneo de f é 4. Já o grau total de um polinômio
multivariado é a soma dos graus de todos os seus monômios. No mesmo polinômio f(x, y, z), o
grau total é 3 para o primeiro monômio, 3 para o segundo e 4 para o terceiro.

Esses conceitos são essenciais em muitos contextos matemáticos, como na classificação de
variedades algébricas e na solução de sistemas de equações polinomiais.

Definição 2.6. Seja A um anel e f(x) ∈ A− {0}. Dizemos que um elemento a ∈ A é raiz
de f(x) se f(a) = 0.

Exemplo 2.3. Seja f ∈ Q[x], tal que f(x) = 7x2− 4x+ 1
4
. As raízes de f(x), pertencentes

a Q, são 1
2

e 1
14

. O polinômio f(x) = x2 + 3 em R[x] não possui raiz em R, mas possui duas
raízes em C, ±i

√
3.

Definição 2.7. Sejam A um anel e f(x) ∈ A[x] com ∂(f(x)) ≥ 1. Dizemos que f(x) é um
polinômio irredutível sobre A[x] se f(x) = g(x) ·h(x), com g(x), h(x) ∈ A[x], então ∂(g(x)) = 0

ou ∂(h(x)) = 0.

Observação: Esta definição de polinômio irredutível é válida para um anel geral A, o que
significa que pode ser aplicada em anéis de polinômios em várias variáveis A[x1, x2, . . . , xn]. A
noção de irredutibilidade é fundamental na teoria dos polinômios e tem importantes aplicações
em álgebra e geometria algébrica.

Exemplo 2.4. Considere o anel dos polinômios com coeficientes reais R[x]. O polinômio
f(x) = x2 + 1 é um exemplo de um polinômio irredutível sobre R[x], porque não pode ser
fatorado em polinômios não constantes com coeficientes reais.
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2.2 Ideais

Um dos tipos de conjuntos mais importantes para os fins deste trabalho são os ideais de
anéis, pois a partir dos resultados que virão mais adiante, será estabelecida uma relação entre
os ideais e os conjuntos algébricos, onde teremos o recurso, com determinadas condições, de ter
acesso a algumas informações geométricas de planos, curvas, superfícies, etc. Os ideais são úteis
para entender a estrutura e as propriedades dos anéis, permitindo a generalização de conceitos
como divisibilidade e fatoração.

Definição 2.8. Um ideal I em um anel A é um subconjunto não vazio de A que é fechado
sob adição e multiplicação por elementos de A. Formalmente, um subconjunto I de um anel A
é um ideal se satisfaz as seguintes condições:

i) 0 ∈ I.
ii) Para todo x, y ∈ I, temos x+ y ∈ I (fechamento sob adição).
iii) Para todo x ∈ I e a ∈ A, temos x · a ∈ I (fechamento sob multiplicação).

Proposição 2.1. Sejam A um anel e I um ideal. Temos que I = A se, e somente se, 1 ∈ I.

Demonstração. Se I = A, então 1 ∈ I. Reciprocamente, basta provar que A ⊂ I. Seja
a ∈ A, como I é um ideal e 1 ∈ I, então 1 · a = a ∈ I. Portanto I = A.

Exemplo 2.5. O conjunto Z, é um subanel de Q, no entanto, observe que 1
2
∈ Q e 1 ∈ Z,

mas 1
2
· 1 = 1

2
/∈ Z. Logo, Z não é ideal de Q. Isto nos diz que nem todo subanel é um ideal.

Lema 2.1. Seja A um anel e X ⊂ A um conjunto arbitrário. Então o conjunto ⟨X⟩ =
{a1x1 + . . .+ anxn; ai ∈ A, i ∈ N} é um ideal de A.

Demonstração. A princípio, tomando ai = 0 para todo i ∈ N, temos que 0 ∈ ⟨X⟩.
Dados x, y ∈ ⟨X⟩, existem polinômios f, g ∈ A[x1, . . . , xn] tais que x = f(a1, . . . , an) e y =

g(a1, . . . , an). Portanto, x+y = f(a1, . . . , an)+g(a1, . . . , an) ∈ ⟨X⟩, pois a soma de polinômios é
novamente um polinômio. Além disso, para todo b ∈ A, temos que b ·x = b ·f(a1, . . . , an) ∈ ⟨X⟩
porque a multiplicação de um polinômio por um escalar também resulta em um polinômio.
Assim, concluímos que ⟨X⟩ é um ideal de A.

O ideal ⟨X⟩ é chamado de ideal de A gerado pelos elementos x1, . . . , xn. Em particular, se
X = {c} ⊂ A, o ideal ⟨X⟩ = ⟨c⟩ = {ac | a ∈ A} é chamado de ideal principal gerado por c.

Exemplo 2.6. Sabe-se que R[x, y] é o anel de polinômios nas variáveis x, y sobre R. Dado
o conjunto {x2, x · y} ⊂ R[x, y], então o conjunto ⟨x2, x · y⟩ = {f(x, y) · x2 + g(x, y) · x ·
y; f(x, y), g(x, y) ∈ R[x, y]} é um ideal de R[x, y], gerado pelos polinômios x2 e x · y. Tomando
A = Z, podemos definir o conjunto ⟨2⟩ = 2Z = {2a; a ∈ Z}, logo 2Z é um ideal principal de Z,
gerado por 2.
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Proposição 2.2. Se I e J são ideais de um anel A, então I ∩ J é um ideal de A.

Demonstração. Como 0 ∈ I e 0 ∈ J , então I ∩J ̸= ∅. Dados x, y ∈ I ∩J , então x+ y ∈ I
e x + y ∈ J , logo x + y ∈ I ∩ J . Se a ∈ A e x ∈ I ∩ J , então x · a ∈ I e x · a ∈ J , portanto
x · a = a · x ∈ I ∩ J .

Vimos que a interseção de ideais sempre será um ideal, porém, o mesmo não vale para união.
Tome por exemplo o conjunto 2Z ∪ 3Z = {x ∈ Z; 2|x ou 3|x}. O mesmo não é um ideal de Z.
Com efeito, 2, 3 ∈ 2Z ∪ 3Z, mas 3 + 2 = 5 /∈ 2Z ∪ 3Z. Note que 2Z ∩ 3Z = 6Z é um ideal de Z.

Proposição 2.3. Sejam A um anel e I, J ideais de A, então o conjunto I +J = {a+ b; a ∈
I, b ∈ J}, chamado soma dos ideais I e J , é um ideal de A.

Demonstração. A princípio temos que 0 + 0 = 0 ∈ I + J . Dados a1 + b1, a2 + b2 ∈ I + J ,
segue que (a1+b1)+(a2+b2) = (a1+a2)+(b1+b2) ∈ I+J . Por fim, dados x ∈ A e a+b ∈ I+J ,
então x · (a+ b) = x · a+ x · b ∈ I + J .

Proposição 2.4. Sejam A um anel e I, J ideais de A, então o conjunto I · J =

{
∑n

i=1 xi · yi;n ∈ N, xi ∈ I, yi ∈ J}, chamado produto dos ideais I e J , é um ideal de A.

Demonstração. Note que I · J é o conjunto de todas as somas finitas de produtos entre
elementos de I e J . É claro que 0 ∈ I · J . Sejam u =

∑n
i=1 ai · bi e v =

∑k
i=1 xi · yi ∈ I · J ,

temos que u + v =
∑n

i=1 ai · bi +
∑k

i=1 xi · yi, logo u + v é uma soma finita entre os produtos
de elementos de I e J , daí u + v ∈ I · J . Dado α ∈ A e u =

∑n
i=1 ai · bi ∈ I · J , segue que

α · u = α ·
∑n

i=1(ai) · bi =
∑n

i=1(α · ai) · bi ∈ I · J , devido ao fato que α · ai ∈ I.

Observação. Por indução, podemos estender o resultado da Proposição 2.4 para o produto
de mais de dois ideais. Sejam I1, I2, . . . , In ideais de um anel A. Definimos o produto dos ideais
I1 · I2 · . . . · In como o conjunto de todas as somas finitas de produtos entre elementos de
I1, I2, . . . , In. Em outras palavras,

I1 · I2 · . . . · In =

{
m∑
i=1

x1 · x2 · . . . · xn | m ∈ N, xj ∈ Ij,∀j ∈ {1, 2, . . . , n}

}
.

Exemplo 2.7. Observamos que 2Z · 3Z = 6Z constitui um ideal de Z. Essa igualdade se
sustenta, pois qualquer número múltiplo de 6 pode ser expresso como o produto de um número
em 2Z e outro em 3Z. Por outro lado, toda soma finita de produtos entre múltiplos de 2 e 3

resulta em um múltiplo de 6.

Entre os diferentes tipos de ideais presentes em um anel, destacam-se os ideais primos e
maximais, os quais possuem características particulares de grande interesse para nossa análise.
A seguir, exploraremos essas propriedades e algumas proposições relevantes para os objetivos
deste estudo.
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Definição 2.9. Sejam A um anel e P um ideal de A. Dizemos que P é um ideal primo de
A quando P ̸= A e dados a, b ∈ A tal que a · b ∈ P , então a ∈ P ou b ∈ P .

Definição 2.10. Sejam A um anel e M um ideal de A. Dizemos que M é um ideal maximal
de A quando M ̸= A, e dado I um ideal de A tal que M ⊆ I ⊆ A, então I =M ou I = A.

Exemplo 2.8. O ideal 2Z é primo em Z. Com efeito, dados a, b ∈ Z com a · b ∈ 2Z, então
2|a · b, e portanto, como 2 é primo, então ou 2|a ou 2|b, logo ou a ∈ 2Z ou b ∈ 2Z. O ideal 2Z

é maximal em Z. Com efeito, se I é um ideal que contém 2Z como subconjunto próprio, então
certamente existe um elemento em I da forma 2k + 1 com k ∈ Z. Por outro lado, podemos
verificar que (−2k) ∈ I. Daí segue que (2k + 1) + (−2k) = 1 ∈ I, e portanto I = Z.

2.3 Anéis Quocientes

Os anéis quocientes são fundamentais na álgebra, permitindo-nos construir novos anéis a
partir de anéis existentes. Eles surgem quando queremos considerar elementos como equivalen-
tes sob uma certa relação, possibilitando a formalização dessa ideia e a definição de operações
coerentes nesses conjuntos de equivalência. Nesta seção, exploraremos os conceitos básicos dos
anéis quocientes e suas propriedades fundamentais, destacando a importância dessa estrutura
algébrica na análise e na resolução de problemas em diversos campos da matemática.

Definição 2.11. Seja I um ideal do anel A. Dado a ∈ A, chamamos de classe de equiva-
lência de a módulo I ao conjunto de todos os elementos de A que são congruentes ao elemento
a módulo I. Mais precisamente,

a = {x ∈ A | x ≡ a (mod I)}

onde temos que x ≡ a (mod I) se, e somente se, a− x ∈ I.

O lema a seguir nos proporciona um recurso bastante útil para reescrever um conjunto de
classe de equivalência de uma forma mais conveniente para certos propósitos.

Lema 2.2. Sejam A um anel, I um ideal de A e a ∈ A. A classe de equivalência de a
módulo I pode ser reescrita como a = a+ I = {a+ x | x ∈ I}.

Demonstração. Se b ∈ a então b− a ∈ I, daí b = a+ (b− a) ∈ a+ I. Reciprocamente, se
b ∈ a + I então b = a + x com x ∈ I, temos que x = b − a, donde b ≡ a (mod I) e portanto
b ∈ a.

Definição 2.12. Sejam A um anel e I um ideal de A. O conjunto das classes de equivalên-
cias geradas do anel A pelo ideal I será denotado por A/I. Logo temos que A/I = {a | a ∈ A}.
Podemos definir as operações binárias sobre A/I:
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+ :
A

I
× A

I
→ A

I

(a, b) 7→ a+ b

e
· : A

I
× A

I
→ A

I

(a, b) 7→ a · b

Podemos verificar que (A/I,+, ·) tem uma estrutura de anel, onde os elementos neutros da
adição (+) e da multiplicação (·) são 0 e 1 respectivamente. Denominamos A/I como o anel
quociente de A por I. Vale destacar que A/I é um anel somente se I for um ideal de A.

Exemplo 2.9. Tomando o anel Z, temos que 6Z é um ideal de Z. Temos o anel Z/6Z =

{0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Observação. Os teoremas seguintes são fundamentais para entender as propriedades dos
quocientes de anéis, ambos vinculados às propriedades do ideal I.

Teorema 2.1. Sejam A um anel e I um ideal de A. Temos que A/I é um D.I se, e somente
se, I é um ideal primo de A.

Demonstração. Sejam a, b ∈ A tais que a · b ∈ I. Como a · b − 0 ∈ I, então a · b ≡ 0

(mod I), logo a · b = 0. Como A/I é um D.I, segue que a = 0 ou b = 0. Digamos que a = 0,
(análogo para b = 0) então a ≡ 0 (mod I), logo a − 0 = a ∈ I. Isso mostra que I é primo.
Reciprocamente, dados a, b ∈ A/I tais que a · b = 0, segue que a · b− 0 = a · b ∈ I. Mas I é um
ideal primo, então a ∈ I ou b ∈ I. Suponha que seja a ∈ I, logo a − 0 ∈ I, o que implica em
a ≡ 0 (mod I) e portanto a = 0. (Análogo para b ∈ I).

Teorema 2.2. Sejam A um anel e I um ideal de A. Temos que A/I é corpo se, e somente
se, I é um ideal maximal de A.

Demonstração. Seja J um ideal de A, tal que I ⊊ J ⊆ A. Logo, existe b ∈ J , tal que
b /∈ I, ou seja, b ̸= 0. Assim, existe a ∈ A/I, onde b · a = 1, o que implica em b · a− 1 ∈ I, ou
seja, 1 = a · b+ u, onde u ∈ I ⊊ J . Note que a · b ∈ J , pois b ∈ J . Como u, b · a ∈ J , temos que
b ·a+u = 1 ∈ J , o que implica J = A, e portanto I é um ideal maximal de A. Reciprocamente,
basta provar que todo elemento de A/I tem inverso multiplicativo em A/I. Seja a ∈ A/I, com
a ̸= 0, então a /∈ I e consequentemente I ⊊ ⟨a⟩ + I ⊆ A, onde ⟨a⟩ + I = A. Em particular,
1 ∈ A = ⟨a⟩ + I, logo 1 = a · b + u, com a · b ∈ ⟨a⟩ e u ∈ I, onde 1− b · a ∈ I, donde b · a ≡ 1

(mod I), logo b · a = 1 e portanto A/I é corpo.

Exemplo 2.10. 4Z não é um ideal primo de Z, pois 2·2 ∈ 4Z mas 2 /∈ 4Z Logo Z/4Z = Z4 =

{0, 1, 2, 3} não é um D.I. Vimos que 2Z é um ideal maximal de Z. Logo Z/2Z = Z2 = {0, 1} é
corpo.
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2.4 Homomorfismo de Anéis

Nesta seção, será apresentado o principal mecanismo que nos permite estabelecer uma cor-
respondência de "igualdade" entre anéis inicialmente distintos, conhecido como isomorfismo de
anéis. Primeiro vamos definir o isomorfismo de anéis que é um conceito fundamental na teoria
dos anéis, permitindo-nos associar um anel a outro de tal forma que suas estruturas algébricas
sejam preservadas.

Definição 2.13. Sejam (A,+, ·) e (B,+, ·) anéis. Um homomorfismo entre os anéis A e B
é uma função f : A→ B, onde as operações de A e B são preservadas, isto é:

i) f(a+ b) = f(a) + f(b), para quaisquer a, b ∈ A
ii) f(a · b) = f(a) · f(b), para quaisquer a, b ∈ A
iii) f(1A) = 1B

Um homomorfismo de anéis f : A→ B tem as seguintes propriedades:

i’) f(0A) = 0B

ii’) f(−x) = −f(x), para todo x ∈ A
iii’) f(a− b) = f(a)− f(b), para quaisquer a, b ∈ A

Exemplo 2.11. Suponha que tenhamos dois anéis, A = Z e B = Z5, onde Z5 denota o
anel dos inteiros módulo 5. Vamos definir uma função f : Z→ Z5 como segue:

f(n) = n mod 5

ou seja, para cada inteiro n, a função f atribui o resto da divisão de n por 5. Esta função é um
homomorfismo de anéis de Z para Z5. De fato, para a adição temos f(a+b) = (a+b) mod 5 =

(a mod 5 + b mod 5) mod 5 = (f(a) + f(b)) mod 5 = f(a) + f(b). Para a multiplicação,
temos f(a × b) = (a × b) mod 5 = (a mod 5 × b mod 5) mod 5 = (f(a) × f(b)) mod 5 =

f(a)× f(b). Portanto, concluímos que f : Z→ Z5 é um homomorfismo de anéis.

Outro exemplo de homomorfismo de anéis é a função identidade IA : A→ A. Em particular,
IA é chamado de homomorfismo identidade.

Exemplo 2.12. Suponha que I seja um ideal do anel A. Definimos a aplicação ψ : A→ A/I

por ψ(x) = x, onde x denota a classe de equivalência de x em A/I. Essa aplicação é conhecida
como homomorfismo projeção canônica. As propriedades de homomorfismo são prontamente
verificadas:

i) f(a+ b) = a+ b = a+ b = f(a) + f(b), para quaisquer a, b ∈ A
ii) f(a · b) = a · b = a · b = f(a) · f(b), para quaisquer a, b ∈ A
iii) f(1) = 1.
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Definição 2.14. Considere f : A → B um homomorfismo de anéis. O núcleo (ou kernel)
de f é o conjunto formado pelos elementos de A que são mapeados para o elemento 0B em B.
Denotamos tal conjunto como ker(f) = {a ∈ A | f(a) = 0}.

Exemplo 2.13. Considere o homomorfismo de anéis f : Z→ Z6 dado por f(x) = x, onde
x denota a classe de equivalência de x módulo 6. O núcleo de f , denotado por ker(f), é o
conjunto de todos os inteiros x em Z tais que f(x) = 0 em Z6. Para este exemplo, podemos ver
que ker(f) é o conjunto de todos os inteiros x que são múltiplos de 6, pois estes são mapeados
para 0 em Z6. Assim, temos ker(f) = {. . . ,−12,−6, 0, 6, 12, . . .}.

Definição 2.15. Considere f : A → B um homomorfismo de anéis. A imagem de f é o
conjunto Im(f) = {f(a) | a ∈ A}.

Exemplo 2.14. No homomorfismo projeção canônica ψ : A→ A/I, a imagem de ψ é todo
o anel quociente A/I, isto é, Im(ψ) = A/I.

Proposição 2.5. Seja f : A → B um homomorfismo de anéis. ker(f) é um ideal de A e
Im(f) é um subanel de B.

Demonstração. Primeiramente note que como f(0A) = 0B, então 0A ∈ ker(f). Para
a, b ∈ ker(f), temos que f(a + b) = f(a) + f(b) = 0B + 0B = 0B, logo a + b ∈ ker(f).
Para x ∈ A e a ∈ ker(f), temos que f(x · a) = f(x) · f(a) = f(x) · 0B = 0B, portanto
x · a ∈ ker(f). De modo análogo, como f(1A) = 1B, então 1B ∈ Im(f). Dados a, b ∈ Im(f),
existem x, y ∈ A tal que f(x) = a e f(y) = b. Sabemos que A é um anel, logo x + y ∈ A, e
a+b = f(x)+f(y) = f(x+y) =⇒ a+b ∈ Im(f). Por outro lado também temos que x ·y ∈ A,
logo f(x · y) = f(x) · f(y) = a · b, donde a · b ∈ Im(f).

Definição 2.16. Seja f : A→ B um homomorfismo de anéis, então:

1. Dizemos que f é sobrejetivo se Im(f) = B;
2. Dizemos que f é injetivo se f(x) = f(y) implica que x = y.

Proposição 2.6. Um homomorfismo de anéis f : A → B é injetivo se, e somente se,
ker(f) = {0A}.

Demonstração. Considere x ∈ ker(f) então f(x) = 0B = f(0A) implica que x = 0A, pois
f é injetiva, logo ker(f) = {0A}. Reciprocamente, dados a, b ∈ A tais que f(a) = f(b), sabemos
que f(a − b) = f(a) − f(b), logo f(a − b) = 0B. Como ker(f) = {0A}, então a − b = 0A, e
portanto a = b.

Definição 2.17. Dizemos que f : A→ B é um isomorfismo de anéis se f é um homomor-
fismo bijetor, isto é, f é um homomorfismo injetivo e sobrejetivo. Quando existe pelo menos
um isomorfismo entre dois anéis quaisquer, A e B, dizemos que eles são isomorfos e usamos a
notação A ∼= B para indicar que A é isomorfo a B.
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Exemplo 2.15. Podemos verificar facilmente que o homomorfismo identidade IA : A→ A

é um isomorfismo, logo A ∼= A.

Note que se f : A→ B é um isomorfismo de anéis, então f é uma função bijetora, logo f−1

também é, daí f−1 é um isomorfismo de anéis. Portanto, se A ∼= B então B ∼= A.

Conforme discutido na proposição 2.5, quando temos um homomorfismo de anéis f : A→ B,
o conjunto ker(f) emerge como um importante ideal de A. Daí, podemos considerar o anel
quociente A/ker(f), o qual desempenha um papel fundamental no próximo teorema.

Teorema 2.3. (Teorema do isomorfismo) Seja f : A → B um homomorfismo de anéis.
Então, a função φ : A/ker(f)→ Im(f), definida por φ(a) = f(a), é um isomorfismo de anéis.

Demonstração. Veja em [6], página 23.

O Teorema do Isomorfismo nos diz que sempre que f : A → B for um homomorfismo de
anéis, vale que A/ker(f) ∼= Im(f). Em particular, se f é sobrejetivo, então A/ker(f) ∼= B.

Exemplo 2.16. Considere o homomorfismo de anéis f : R[x]→ R dado por f(p(x)) = p(0),
onde R[x] denota o anel dos polinômios com coeficientes reais. O núcleo de f é ker(f) = {p(x) ∈
R[x] : f(p(x)) = p(0) = 0}, ou seja, o conjunto de todos os polinômios cujo termo constante
é zero. A imagem de f é Im(f) = R, pois para qualquer valor real r, existe um polinômio
constante p(x) = r ∈ R[x] tal que f(p(x)) = p(0) = r.

Pelo Teorema do Isomorfismo, temos que R[x]/ker(f) ∼= R. Isso significa que existe uma
correspondência biunívoca entre os elementos de R[x]/ker(f) e os elementos de R que preserva
a estrutura de anel entre eles.

2.5 Anéis Noetherianos

Os anéis Noetherianos desempenham um papel fundamental na teoria dos anéis, especial-
mente na geometria algébrica e na compreensão do Teorema dos Zeros de Hilbert. Esses anéis
possuem uma propriedade crucial que os torna especialmente úteis: eles satisfazem a condição
da ascensão descendente na teoria dos ideais, o que significa que não existem cadeias infinitas
de ideais próprios. Essa propriedade finita permite uma compreensão mais precisa das estru-
turas algébricas subjacentes às variedades algébricas e aos sistemas de equações polinomiais.
Nesta seção, vamos explorar os conceitos fundamentais dos anéis Noetherianos, e nos próxi-
mos capítulos veremos suas implicações na geometria algébrica e como eles estão diretamente
relacionados ao Teorema dos Zeros de Hilbert.

Definição 2.18. Um conjunto R ̸= ∅ é dito parcialmente ordenado se estiver munido de
uma relação binária ⪯, satisfazendo as seguintes condições para quaisquer x, y, z ∈ R:
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14 Tópicos de Álgebra Comutativa

i) x ⪯ x

ii) x ⪯ y e y ⪯ z ⇒ x ⪯ z

iii) x ⪯ y e y ⪯ x⇒ x = y

As informações a seguir são úteis para a apresentação do próximo lema.

• Seja R um conjunto parcialmente ordenado. Um subconjunto C ⊆ R é dito uma cadeia
se, para quaisquer x, y ∈ C, tivermos que x ⪯ y ou y ⪯ x.

• Sejam R um conjunto parcialmente ordenado e C ⊆ R uma cadeia. Um elemento r ∈ R
é chamado de cota superior para C se x ⪯ r para todo x ∈ C. Pode ocorrer de uma cota
superior de uma cadeia C ⊂ R não pertencer a C.

• Seja R um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que m ∈ R é o elemento maximal
de R se, para todo x ∈ R tal que m ⪯ x, tivermos x = m.

Exemplo 2.17. A relação de ordem inclusão ⊆ é um exemplo comum de uma relação
de ordem parcial. Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, denotado por P (A), é
parcialmente ordenado pela relação de inclusão ⊆. Neste caso, para quaisquer subconjuntos
X, Y ⊆ A, temos que X ⊆ Y se, e somente se, todo elemento de X também pertence a Y . As-
sim, a relação de ordem parcial de inclusão satisfaz as condições de reflexividade, transitividade
e anti-simetria, definindo assim uma ordem parcial em P (A).

Lema 2.3. (Lema de Zorn) Se R ̸= ∅ é um conjunto parcialmente ordenado tal que toda
cadeia em R tem cota superior em R, então R possui um elemento maximal.

Demonstração. Veja em [10], capítulo 16.

Teorema 2.4. Todo anel A ̸= {0} possui algum ideal maximal.

Demonstração: Considere o conjunto parcialmente ordenado dos ideais de A (excluindo
o ideal trivial {0}), parcialmente ordenado pela inclusão. Seja C uma cadeia (ou seja, um
conjunto totalmente ordenado) de ideais de A. A união de todos os ideais em C é um ideal de
A, pois é fechado sob adição e multiplicação por elementos de A. Portanto, este ideal é uma
cota superior para C. Pelo Lema de Zorn, existe um ideal maximal M em A. Ou seja, não
existe nenhum ideal próprio que contenha M , exceto {0} e A. Portanto, todo anel não trivial
possui pelo menos um ideal maximal.

Antes de apresentar o Corolário 2.1, gostaríamos de destacar uma importante consequência
do Teorema 2.4 que será útil em diversas situações. Este corolário fornece uma caracterização
adicional dos ideais maximais em um anel, destacando sua relevância no estudo da estrutura
dos anéis e das propriedades dos ideais.

Corolário 2.1. Sejam A um anel e I um ideal próprio de A. Então existe um ideal maximal
M ⊂ A tal que I ⊂M .
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Definição 2.19. As definições abaixo são equivalentes.

i) Um anel A é Noetheriano se toda cadeia ascendente de ideais de A

I0 ⊆ I1 ⊆ . . . ⊆ In ⊆ . . .

é estacionária, isto é, existe m ≥ 0 tal que Im = Ij para todo j ≥ m.
ii) Um anel A é dito Noetheriano se todo conjunto não vazio de ideais de A possui um elemento

maximal.
iii) Um anel A é Noetheriano se, e somente se, todo ideal de A é finitamente gerado.

Como exemplo iremos demonstrar a última como uma proposição, a qual nos traz uma
importante propriedade dos anéis Noetherianos. É importante lembrar que um ideal I de A
é considerado finitamente gerado quando pode ser expresso como o conjunto gerado por um
número finito de elementos, ou seja, I = ⟨a1, . . . , an⟩ para alguns elementos a1, . . . , an ∈ A.

Proposição 2.7. Um anel A é Noetheriano se, e somente se, todo ideal de A é finitamente
gerado.

Demonstração. Suponha primeiro que todo ideal de A é finitamente gerado. Seja então
I0 ⊂ I1 ⊂ . . . ⊂ In ⊂ . . . uma cadeia ascendente de ideais de A. Defina I =

⋃∞
i=0 Ii. Por

construção, I é um ideal de A e, portanto, finitamente gerado. Assim, existem elementos
a1, . . . , ak tais que I = ⟨a1, . . . , ak⟩. Como I contém todos os ideais Ii, cada Ii é gerado por uma
subcoleção finita de {a1, . . . , ak}, o que implica que a cadeia é estacionária. Reciprocamente,
suponha que todo ideal de A é finitamente gerado e seja I um ideal arbitrário de A. Se I
é finitamente gerado, então não há nada a provar. Caso contrário, considere a família F de
todos os ideais de A que são subconjuntos finitamente gerados de I parcialmente ordenados por
inclusão. Por hipótese, F não é vazio. Pelo Lema de Zorn, F possui um elemento maximal J .
Se J não é igual a I, então existem a ∈ I tal que a /∈ J . Mas então o ideal J+ ⟨a⟩ é finitamente
gerado e estritamente contém J , contradizendo a maximalidade de J . Portanto, J = I, o que
implica que I é finitamente gerado.

Teorema 2.5. (Teorema da Base de Hilbert) Se A é um anel Noetheriano então o anel de
polinômios A[x] é Noetheriano.

Demonstração. Veja em [6], páginas 25-26.

Dado um anel qualquer A e I ⊆ A um ideal. Vimos que se existe c ∈ A, tal que I = ⟨c⟩,
então dizemos que I é um ideal principal. Em particular, existem domínios de integridade, nos
quais todos os seus ideais são principais, e os chamamos de Domínio de Ideais Principais - DIP.
Daí vemos que todo corpo K é um domínio de ideais principais.

Proposição 2.8. Se A é um DIP, então A[x1, . . . , xn] é Noetheriano.
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Demonstração. Se A é um DIP, então todo ideal de A é finitamente gerado, logo A é
um anel Noetheriano e, como corolário do Teorema 2.5, temos que A[x1, . . . , xn] também é
Noetheriano.

Exemplo 2.18. Sabemos que o conjunto Z é um D.I. Em particular, todo ideal de Z é prin-
cipal. Logo, Z[x1, . . . , xn] é Noetheriano. Em particular, se K é um corpo, então K[x1, . . . , xn]

é Noetheriano.

2.6 Ideais Radicais

Definição 2.20. Sejam A um anel e I um ideal de A. O radical de I é o conjunto√
I = {a ∈ A | an ∈ I, n ∈ N}.

Proposição 2.9. Sejam A um anel e I um ideal de A. Temos que
√
I é um ideal de A.

Demonstração. Podemos reescrever
√
I como:

√
I = {a ∈ A | an = 0 ∈ A/I, n ∈ N} = {a ∈ A | ψ(a) ∈ ηA/I} = ψ−1(ηA/I)

onde ψ : A→ A/I é o homomorfismo projeção canônica. Assim,
√
I é a imagem inversa de um

ideal por um homomorfismo de anéis, portanto também é um ideal.

Note que I ⊆
√
I. Se I =

√
I, dizemos que I é um ideal radical.

Exemplo 2.19. Todo ideal primo é radical. Com efeito, sabemos que P ⊆
√
P . Recipro-

camente, se x ∈
√
P , então existe n ∈ N tal que xn ∈ P , como P é primo então vale que x ∈ P ,

logo
√
P ⊆ P .

Proposição 2.10. Sejam A um anel e I um ideal de A. Temos que
√
I é a interseção de

todos os ideais primos de A que contêm I.

Demonstração. Nesta demonstração, sempre que falarmos em um ideal P , ele será primo.
Observamos que

√
I = ψ−1(

⋂
P⊆A/I P ) e, pelo Teorema da Base de Hilbert,

⋂
P⊆A/I P = ηA/I .

Portanto, √
I = ψ−1(ηA/I) =

⋂
ψ−1(P )⊇I

ψ−1(P ).

Como P é primo, então ψ−1(P ) também é primo, o que conclui a demonstração.

No capítulo final deste trabalho, será discutida a importância do radical desses ideais, es-
pecialmente quando esses ideais estão relacionados a anéis de polinômios sobre corpos algebri-
camente fechados, independentemente do número de variáveis.

Universidade Federal do Amazonas - Instituto de Saúde e Biotecnologia



Tópicos de Geometria Algébrica 17

3. Tópicos de Geometria Algébrica

Neste capítulo, discutiremos os conceitos de espaço afim, variedades algébricas e suas pro-
priedades, que são fundamentais para o estudo introdutório da geometria algébrica. Esses
conceitos proporcionam a base para compreendermos como estruturas algébricas se relacionam
com a geometria, permitindo uma análise mais profunda de objetos geométricos definidos por
equações polinomiais. É importante ressaltar que, ao longo deste trabalho, consideraremos
apenas anéis comutativos e unitários. Utilizaremos [3] como referência principal.

3.1 Variedades Algébricas Afins

Definição 3.1. Seja K um corpo. O espaço afim n-dimensional sobre K é definido por:

AnK = {(a1, . . . , an) | ai ∈ K, i ∈ {1, 2, . . . , n}}.

Em geral, chamamos os elementos deste conjunto de pontos.

Exemplo 3.1. Para n = 1, o conjunto A1
K é chamado de reta afim sobre K. Para n = 2,

o conjunto A2
K é chamado de plano afim sobre K. Para n = 3, o conjunto A3

K é chamado de
espaço afim tridimensional sobre K.

Definição 3.2. Sejam f ∈ K[x1, . . . , xn] um polinômio e P = (a1, . . . , an) ∈ AnK um ponto.
Dizemos que P é um zero de f se f(a1, . . . , an) = 0.

Se o polinômio f não for constante, então seu conjunto de zeros, representado por V (f),
é conhecido como hipersuperfície definida por f . Estudos detalhados foram realizados sobre
esses conjuntos de zeros, especialmente quando n = 2, onde eles são conhecidos como curvas
algébricas planas afins. Quando ∂(f) = 1, o conjunto V (f) é chamado de hiperplano em AnK .

Antes de definir variedades algébricas afins, é essencial estabelecer uma conexão sólida
entre os conceitos algébricos e geométricos. O Teorema da Base de Hilbert desempenha um
papel fundamental nesse processo, garantindo que o anel de polinômios seja Noetheriano, o que
proporciona uma estrutura ordenada aos polinômios e seus ideais.
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18 Tópicos de Geometria Algébrica

Ao introduzir a definição de variedade algébrica afim como o conjunto-solução de um sis-
tema de equações polinomiais, aproveitamos diretamente essa estrutura algébrica ordenada,
estabelecendo uma conexão sólida entre os conceitos algébricos e as propriedades geométricas
dos conjuntos de soluções.

Definição 3.3. Seja K um corpo. Um subconjunto X ⊆ AnK é dito uma variedade algébrica
afim, ou simplesmente variedade algébrica, se for o conjunto-solução de um sistema de equações:

f1(x1, . . . , xn) = 0

f2(x1, . . . , xn) = 0
...

fm(x1, . . . , xn) = 0

onde f1, f2, . . . , fm são polinômios pertencentes ao anel K[x1, . . . , xn].

Em outras palavras, dado J = ⟨f1, . . . , fm⟩ ideal em K[x1, . . . , xn], temos que V (J) = {p ∈
AnK | f(p) = 0, ∀f ∈ J}.

Antes de apresentar exemplos de variedades algébricas, é importante ressaltar que esses
conjuntos podem ser vistos como objetos geométricos devido à maneira como são definidos. A
ideia fundamental é que uma variedade algébrica é o conjunto de pontos que satisfaz um certo
número de equações polinomiais. Essas equações podem ser interpretadas geometricamente
como restrições sobre os pontos no espaço, o que leva à formação de curvas, superfícies e outros
objetos geométricos.

Exemplo 3.2. Se tomarmos o espaço afim A2
R. Dado o ideal I = ⟨x2 − y⟩ ⊆ R[x, y], então

V (I) ⊆ A2
R representa uma parábola no plano bidimensional sobre R. (Figura 3.1)

x

y

V (x2 − y)

Figura 3.1: Gráfico da função y = x2
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Exemplo 3.3. Se I = ⟨xy− 1⟩, então V (I) representa uma hipérbole em A2
R. (Figura 3.2)

V (xy − 1)

x

y

Figura 3.2: Gráfico da função y = 1
x

Exemplo 3.4. Seja C = V (x3−x2·y+y2−x·y) ⊆ A2
R, note que f(x, y) = x3−x2·y+y2−x =

(y − x2) · (y − x), isso nos diz que V (y − x2) é um conjunto de zeros para o polinômio f(x, y).
Por outro lado, é notório que V (y − x) também é um conjunto de zeros para f(x, y), então
temos que C = V (y− x2)∪ V (y− x). Sabemos que V (y− x2) representa uma parábola C0 em
A2

R, e V (y − x) representa uma reta L no mesmo espaço afim de C0, e portanto C = C0 ∪ L.

Exemplo 3.5. Considerando o espaço afim tridimensional A3
R, definido por R e S = V (I) ⊆

A3
R, onde I ⊆ R[x, y, z] é um ideal. Se I = ⟨x2 + y2 + z2 − 1⟩, então S representa uma esfera de

raio igual a 1 em A3
R. (Figura 3.3)

x

y

z

V (x2 + y2 + z2 − 1)

Figura 3.3: Gráfico da esfera x2 + y2 + z2 = 1
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As propriedades fundamentais de variedades algébricas no espaço AnK são descritas a seguir.
Elas estabelecem a relação entre ideais de polinômios e os conjuntos algébricos.

Proposição 3.1. Seja AnK um espaço afim qualquer, então são satisfeitas as seguintes
propriedades:

i) V (0) = AnK e V (1) = ∅;
ii) Se I ⊆ J , então V (J) ⊆ V (I);
iii) Seja P um ponto de AnK , então o conjunto {P} é uma variedade algébrica, mais precisamente

V (⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩) = {(a1, . . . , an)}, com P = (a1, . . . , an).
iv) Se (Xλ)λ∈L é uma família de variedades algébricas, tal que cada Xλ ⊆ AnK , então

⋃
λ∈LXλ

é uma variedade algébrica.
v) V (I · J) = V (I) ∪ V (J). Em particular, a união finita de conjuntos algébricos afins ainda

é um conjunto algébrico afim.

Demonstração.

i) Claramente o polinômio nulo anula todo elemento de AnK , e o polinômio constante 1 não
anula nenhum elemento em AnK .

ii) Seja p ∈ V (J). Então f(p) = 0,∀p ∈ J . Como I ⊆ J , então f(p) = 0,∀f ∈ I, ou seja,
p ∈ V (I).

iii) Podemos escrever um ponto qualquer de AnK como P = (a1, . . . , an). Seja M = ⟨x1 −
a1, . . . , xn − an⟩, note que o único ponto que é zero de qualquer polinômio em M é P , isto
nos diz que V (M) = {P}.

iv) Podemos escrever cada Xλ como Xλ = V (Iλ), onde Iλ ⊆ K[x1, . . . , xn] é um ideal. Já
vimos que a soma de ideais é um ideal, logo

∑
λ∈L Iλ é um ideal de AnK . Afirmamos

que
⋃
λ∈LXλ = V

(∑
λ∈L Iλ

)
. Com efeito, dado P ∈

⋃
λ∈LXλ então P ∈ V (Iλ) para

todo λ ∈ L, isto nos diz que P é zero de todos os polinômios pertencentes a Iλ para
qualquer λ ∈ L, logo P ∈ V

(∑
λ∈L Iλ

)
, daí

⋃
λ∈LXλ ⊆ V

(∑
λ∈L Iλ

)
. Reciprocamente, se

P ∈ V
(∑

λ∈L Iλ
)
, então P é um zero de todos todos os polinômios pertencentes a Iλ para

qualquer λ ∈ L, e portanto V
(∑

λ∈L Iλ
)
⊆

⋃
λ∈LXλ.

v) Como I ·J ⊆ I e I ·J ⊆ J , então pelo item (ii) segue que V (I) ⊆ V (I ·J) e V (J) ⊆ V (I ·J),
logo V (I)∪V (J) ⊆ V (I ·J). Reciprocamente, vamos mostrar que V (I ·J) ⊆ V (I)∪V (J).
Seja p ∈ V (I · J) qualquer. Se p ∈ V (I) então nada a provar. Suponha que p /∈ V (I).
Então existe f ∈ I tal que f(p) ̸= 0. Dado g ∈ J arbitrário, como fg ∈ I · J e p ∈ V (I · J)
então (fg)(p) = 0. Daí f(p)g(p) = 0 e como f(p) ̸= 0 então g(p) = 0. Logo, p ∈ V (J) e
portanto p ∈ V (I) ∪ V (J).

Corolário 3.1. Sejam P1, . . . , Pr ⊆ AnK pontos distintos. Então, {P1, . . . , Pr} = {P1} ∪
. . . ∪ {Pr} = V1 ∪ . . . ∪ Vr.

Com relação aos conceitos vistos na demonstração da propriedade (iii), iremos provar que
todo ideal da forma M = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ é maximal.
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Proposição 3.2. Seja K um corpo qualquer, e sejam a1, . . . , an ∈ K. Então, o ideal
M = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊂ K[x1, . . . , xn] é maximal.

Demonstração. Note que a aplicação

ϕ : K[x1, . . . , xn]→ K

f(x1, . . . , xn) 7→ f(a1, . . . , an)

é um homomorfismo de anéis sobrejetor, onde ker(ϕ) =M . Pelo teorema do isomorfismo, temos
que K[x1, . . . , xn]/M ∼= K, isto nos diz que o anel quociente K[x1, . . . , xn]/M é um corpo, e a
partir do Teorema 2.3 podemos concluir que M é um ideal maximal.

3.2 Ideal Associado a uma Variedade Algébrica

Podemos visualizar as variedades algébricas como uma espécie de função V , que associa
cada ideal I do anel de polinômios K[x1, . . . , xn] (com K sendo um corpo), ao seu conjunto de
zeros V (I). Nesta seção, vamos explorar o ideal que define uma variedade algébrica. Sob certas
condições estabelecidas mais adiante, poderemos compreender o mecanismo que nos conduz a
este ideal como uma função inversa de V .

Definição 3.4. SejaK um corpo eX ⊆ AnK uma variedade algébrica afim. O ideal associado
de X é o conjunto

I(X) = {f ∈ K[x1, . . . , xn] | f(P ) = 0,∀P ∈ X}.

O nome "ideal" é justificado pelo fato de que podemos verificar que I(X) é um ideal em
K[x1, . . . , xn]. De fato, o polinômio identicamente nulo pertence a I(X). Para f, g ∈ I(X),
sabemos que (f + g)(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) + g(x1, . . . , xn). Para todo P ∈ X, temos
f(P ) = 0 e g(P ) = 0, então (f + g)(P ) = 0, implicando que f + g ∈ I(X). Além disso, para
h ∈ K[x1, . . . , xn] e f ∈ I(X), temos (h · f)(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn) · f(x1, . . . , xn). Para
todo P ∈ X, segue que (h · f)(P ) = h(P ) · f(P ) = h(P ) · 0 = 0, implicando que h · f ∈ I(X).

Proposição 3.3. Seja X ⊆ AnK uma variedade algébrica afim. Então I(X) é um ideal
radical do anel K[x1, . . . , xn].

Demonstração. Já vimos que I(X) é um ideal, então basta mostrar que também é radical,
isto é, I(X) =

√
I(X). Em geral, sabemos que vale a inclusão I(X) ⊆

√
I(X). Seja h ∈√

I(X), então existe n ∈ N, tal que hn ∈ I(X), isto nos diz que (hn)(P ) = 0, para todo P ∈ X,
o que implica que (h(P ))n = 0, donde h(P ) = 0, devido ao fato de que K[x1, . . . , xn] é um
domínio de integridade. Logo h ∈ I(X), e portanto

√
I(X) ⊆ I(X).
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As propriedades a seguir descrevem relações importantes entre as variedades algébricas no
espaço AnK e seus ideais associados, fornecendo uma conexão direta entre a estrutura geométrica
e a algébrica.

Proposição 3.4. Seja AnK um espaço afim qualquer. Com relação ao ideal associado das
variedades algébricas contidas em AnK , valem as seguintes propriedades:

i) Se X ⊆ Y ⊆ AnK então I(Y ) ⊆ I(X).
ii) I(∅) = K[x1, . . . , xn] e se K é um corpo infinito então I(AnK) = {0}.
iii) Seja P = (a1, . . . , an) ∈ AnK , então I({P}) = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.
iv) I(X ∪ Y ) = I(X) ∩ I(Y ).
v) V (I(X)) = X.

Demonstração.

i) Seja f ∈ I(Y ). Então f(p) = 0, ∀p ∈ Y . Como X ⊆ Y , então f(p) = 0, ∀p ∈ X. Logo,
f ∈ I(X).

ii) Por vacuidade, I(∅) = K[x1, . . . , xn]. Vamos mostrar por indução sobre n que I(AnK) =

{0}. De fato, para n = 1 sabemos que o polinômio nulo é o único em uma indeterminada
que admite infinitas raízes. Suponha por indução que n > 1 e I(An−1

K ) = {0}. É claro que
{0} ⊆ I(AnK). Por outro lado, seja f ∈ I(AnK) qualquer. Logo, f(p) = 0 para todo p ∈ AnK .
Como f ∈ K[x1, . . . , xn] então existem f0, . . . , fr ∈ K[x1, . . . , xn−1] tais que

f = f0 + f1xn + . . .+ frx
r
n.

Para cada q ∈ An−1
K considere o polinômio

fq := f0(q) + f1(q)xn + . . .+ fr(q)x
r
n ∈ K[xn].

Para todos q ∈ An−1
K e t ∈ K temos que fq(t) = f(q, t) = 0. Logo, fq ∈ K[xn] possui

infinitas raízes, para todo q ∈ An−1
K . Assim,

fq = 0,∀q ∈ An−1
K ⇒ fj(q) = 0, ∀q ∈ An−1

K ,∀j ∈ {0, . . . , r}

⇒ fj ∈ I(An−1
K ),∀j ∈ {0, . . . , r} ⇒ fj = 0, ∀j ∈ {0, . . . , r} ⇒ f = 0.

iii) Claramente ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊆ I({(a1, . . . , an)}). Além disso, pela Proposição 3.2
temos que ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ é um ideal maximal de K[x1, . . . , xn], então a igualdade
está provada.

iv) Se f ∈ I(X ∪ Y ), então f(P ) = 0 para todo P ∈ X ∪ Y . Em particular, f(P ) = 0

para todo P ∈ X, e f(P ′) = 0 para todo P ′ ∈ Y . Isso implica que f ∈ I(X) ∩ I(Y ),
o que implica I(X ∪ Y ) ⊆ I(X) ∩ I(Y ). Por outro lado, se f ∈ I(X) ∩ I(Y ), então
f(P ) = 0 para qualquer P pertencente a X ou a Y , o que implica f ∈ I(X ∪ Y ), e
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portanto I(X) ∩ I(Y ) ⊆ I(X ∪ Y ).
v) Seja P ∈ X. Para todo f ∈ I(X), f(P ) = 0, pois P está em todas as variedades definidas

por elementos de I(X). Portanto, P ∈ V (I(X)). Agora, seja P ∈ V (I(X)). Isso significa
que para todo f ∈ I(X), f(P ) = 0. Assim, P satisfaz todas as equações que definem X,
implicando P ∈ X. Portanto, V (I(X)) = X.

Um contra-exemplo para o item dois da proposição acima, é o caso onde K é um corpo
finito, como veremos abaixo.

Exemplo 3.6. Sabemos que Z2 = {0, 1} é um corpo, e em particular, é finito. Seja Z1
2

o espaço afim unidimensional sobre Z2. Dado o polinômio f(x) = x2 + x ∈ Z2[x], segue que
f(0) = 0 e f(1) = 0, logo temos que f ̸= 0, mas f ∈ I(Z1

2).

Dado uma variedade algébrica X ⊆ AnK , segue que I(X) ⊆ K[x1, . . . , xn] é finitamente
gerado.

Proposição 3.5. Toda variedade algébrica X ⊆ AnK pode ser expressa como a interseção
finita de hipersuperfícies.

Demonstração. Seja X = V (I), para algum ideal I ⊆ K[x1, . . . , xn]. Pelo teorema da
base de Hilbert, podemos escrever I = ⟨f1, . . . , fr⟩, onde f1, . . . , fr ∈ K[x1, . . . , xn]. Note que
I = ⟨f1⟩+ . . .+ ⟨fr⟩, logo X = V (

∑r
i=1 fi), e pela demonstração do item quatro da proposição

3.1, temos que V (
∑r

i=1 fi) =
⋂r
i=1 V (fi).

3.3 Componentes Irredutíveis de uma Variedade

Algébrica

Vimos anteriormente que a variedade algébrica V (x3− x2 · y+ y2− x · y) pode ser reescrita
como V ((y − x2) · (y − x)) = V (y − x2) ∪ V (y − x), isto é, a união de outras variedades
algébricas. O que nos interessa é saber quando esse fato pode ocorrer. De forma geral, muitas
têm tal propriedade e nesta seção vamos apresentar mecanismos que nos permitem verificar
quando uma variedade algébrica pode ser reescrita como a união de outras duas definidas por
polinômios de grau menor e suas consequências.

Definição 3.5. Sejam K um corpo e X ⊆ AnK uma variedade algébrica. Se Y é subconjunto
de X e também é variedade algébrica, então dizemos que Y é subvariedade de X.

Definição 3.6. Uma variedade algébrica X ⊆ AnK é redutível quando existem subvariedades
próprias Y e W de X, com Y ̸= W , tais que X = Y ∪W . Quando uma variedade algébrica
qualquer não é redutível, dizemos que a mesma é irredutível.
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Em geral, o recurso que nos permite ter a noção de uma variedade algébrica ser irredutível
ou não é verificar se o seu ideal de definição é primo, como veremos na proposição abaixo onde
iremos usar fortemente a proposição 3.4.

Proposição 3.6. Seja X ⊆ AnK uma variedade algébrica. X é irredutível se, e somente se,
I(X) é um ideal primo em K[x1, . . . , xn].

Demonstração. De modo equivalente, basta mostrar que X é redutível se, e somente se,
I(X) não é primo. Se X é redutível, então existem subvariedades próprias Y,W ⊂ X, com
Y ̸= W , tais que X = Y ∪ W . Isso nos diz que I(X) ⊊ I(Y ) e I(X) ⊊ I(W ). Tome
g ∈ I(Y ) − I(X) e h ∈ I(W ) − I(X), logo temos que g · h ∈ I(Y ) · I(W ) ⊂ I(Y ∪W ) =

I(X). Como g e h não pertencem a I(X), segue que o mesmo não é primo. Reciprocamente,
considere g, h ∈ K[x1, . . . , xn] − I(X), tal que g · h ∈ I(X). Logo, ⟨g · h⟩ ⊂ I(X), daí
V (g · h) ⊃ V (I(X)) = X, o que nos diz que X ⊂ V (g · h) = V (g) ∪ V (h). Isso implica em
X = (V (g) ∪ V (h)) ∩X = (V (g) ∩X =: Y ) ∪ (V (h) ∩X =: W ). Suponha, por absurdo, que
Y = X, então X ⊂ V (g), e assim I(X) ⊃ I(V (g)) ⊃ ⟨g⟩, logo g ∈ I(X), o que é um absurdo.
De maneira análoga, podemos verificar que W ⊂ X. Portanto, X é redutível.

Exemplo 3.7. Um exemplo simples de uma variedade algébrica redutível é C = V (x · y) ⊂
A2

R, onde podemos ver que V (x · y) = V (x) ∪ V (y), e que V (x) ∩ V (y) = ∅.

Definição 3.7. Seja F uma família parcialmente ordenada. Um elemento x ∈ F é chamado
de elemento minimal se não existir y ∈ F tal que y < x.

Lema 3.1. Toda família não vazia de variedades algébricas possui um elemento minimal,
ou seja, se (Xλ)λ∈L é uma família de variedades algébricas, onde Xλ ⊆ AnK , para todo λ ∈ L,
então existe λ0 ∈ L, tal que Xλ ⊆ Xλ0 ⇒ Xλ = Xλ0 .

Demonstração. Considere a família de ideais (Iλ)λ∈L, onde Xλ = V (Iλ). Como
K[x1, . . . , xn] é Noetheriano, toda cadeia ascendente de ideais tem um ideal maximal. Por-
tanto, (Iλ)λ∈L possui um elemento maximal Iλ0 . Pelo item ii) da Proposição 3.1, concluímos
que Xλ0 = V (Iλ0) é o elemento minimal da família (Xλ)λ∈L.

Teorema 3.1. Toda variedade algébrica X ⊆ AnK se expressa como uma união finita de
subvariedades irredutíveis, isto é, X =

⋃r
i=1Xi, tal que cada Xi ⊆ X é uma subvariedade

irredutível.

Demonstração. Seja F uma família de variedades algébricas, tal que todo elemento de
F não se expressa como união finita de subvariedades irredutíveis. Suponha por absurdo que
F ̸= ∅. Pelo Lema 3.1, existe um elemento minimal Y ∈ F em particular, Y é redutível. Assim,
existem Z e W subvariedades próprias, tal que Y = Z ∪W (com Z ̸= W ). Por outro lado, Z
e W não pertencem a F , devido à minimalidade de Y . Logo, Z e W podem ser escritos como:
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Z =
r⋃
i=1

Zi e W =
s⋃
i=1

Wi

onde cada Zi, Wi são subvariedades irredutíveis de Z e W , respectivamente. Assim, temos que
Y = Z∪W = Z1∪· · ·∪Zr∪W1∪· · ·∪Ws, o que é um absurdo, pois isso implica que Y /∈ F .

Observação. A expressão X =
⋃r
i=1Xi, fornecida pelo teorema acima, é chamada de

composição de X em componentes irredutíveis. Mais precisamente, podemos escrever toda
variedade da seguinte forma:

X =
r⋃
i=1

Xi,

onde Xi é irredutível e Xi ⊊ Xj para todo i ̸= j. Além disso, tal configuração é única a menos
de permutação.

Observa-se que as subvariedades irredutíveis desempenham um papel crucial na teoria das
variedades algébricas, devido à sua estreita relação com os ideais primos. De fato, o Teorema 3.1
estabelece que uma variedade algébrica X se expressa como uma união finita de subvariedades
irredutíveis. Além disso, o Lema 3.1 afirma que toda família não vazia de variedades algébricas
possui um elemento minimal, o que implica que cada variedade algébrica pode ser decomposta
em subvariedades irredutíveis de maneira única. Assim, a composição de X em subvariedades
irredutíveis não apenas fornece uma decomposição estruturada de X, mas também nos permite
entender sua estrutura em termos de ideais primos no anel de polinômios K[x1, . . . , xn], via
Proposição 3.6.

Normalmente, estudamos algumas das propriedades de inclinação, áreas abaixo de curvas
e volumes de superfícies por meio de alguns conceitos do cálculo. Raramente se discute as
propriedades algébricas desses "objetos" geométricos. No próximo capítulo, veremos uma ponte
entre a geometria e a álgebra sob certas condições e suas consequências.
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4. O Teorema dos Zeros de Hilbert
e Suas Consequências

A partir do conhecimento construído até o momento neste trabalho, iniciaremos o estudo
de maior objetivo, que relaciona os vários resultados obtidos até aqui. Neste capítulo veremos
o Teorema dos Zeros de Hilbert, mais conhecido por seu nome original Hilbert’s Nullstellensatz,
bem como sua demonstração e seus corolários. Este teorema é uma das fundações da geometria
algébrica, estabelecendo a conexão entre ideais em anéis de polinômios e variedades algébricas.
Além disso, exploraremos as aplicações e implicações desse teorema em diferentes contextos
matemáticos. Para este capítulo, [9] foi a principal referência.

4.1 Conceitos Prévios

Antes de vermos o Nullstellensatz, serão apresentados alguns conceitos que irão nos auxiliar
a demonstrar o mesmo.

• Seja K um corpo. Um corpo L é dito uma extensão de K se K ⊆ L.
• Sejam L uma extensão do corpo K e a ∈ L. Dizemos que a é algébrico sobre K se existe

um polinômio não-constante p(x) ∈ K[x], tal que p(a) = 0. (Se a não é algébrico sobre
K, dizemos que a é transcendente sobre K.)

• Seja K ⊆ L uma extensão de corpos. Dizemos que L é uma extensão algébrica de K se
todo elemento de L é algébrico sobre K.

• Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado quando todo polinômio de grau maior
do que ou igual a 1 em K[x] admite pelo menos uma raiz em K.

Exemplo 4.1 Sabemos que valem as inclusões Q ⊂ Q[
√
2] ⊂ R ⊂ C, logo Q[

√
2] é uma

extensão de Q, R é uma extensão de ambos, e por fim C é uma extensão de cada um dos três.

O número
√
2 ∈ R é algébrico sobre Q, pois ele é raiz do polinômio p(x) = x2 − 2.

Um corpo K é sempre uma extensão algébrica de si próprio. Dado a ∈ K temos que o
mesmo é raiz do polinômio p(x) = x− a ∈ K[x].
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Como já vimos nos exemplos anteriores, Q e R não são algebricamente fechados. Entretanto,
o teorema fundamental da álgebra nos garante que C é um corpo algebricamente fechado e que
todo polinômio em C[x] só admite raízes em C. A prova deste teorema pode ser vista no
apêndice do Capítulo VII da referência [12], páginas 435-443.

Dado um polinômio de grau n, é evidente que o número máximo de raízes de tal polinômio é
n. Observamos que se K é um corpo algebricamente fechado, então um polinômio p(x) ∈ K[x]

de grau n possui todas as suas n raízes em K. Seguindo este raciocínio, se K ⊆ L é uma
extensão algébrica de corpos, então é verdade que K = L.

Com efeito, se a ∈ L, então a é raiz de algum polinômio p(x) ∈ K[x] de grau n, mas todas
as n raízes desse polinômio estão em K. Portanto, a ∈ K.

Observação. Seja K ⊆ L uma extensão de corpos. L pode ser visto como um espaço
vetorial sobre o corpo K. Com efeito, as operações + : L × L → L e · : L × K → L já
estão naturalmente definidas em L, e pode-se verificar que as condições de espaço vetorial são
satisfeitas.

Definição 4.1. Seja K um corpo. Chamamos de corpo de frações do anel de polinômios
K[x1, . . . , xn], o conjunto denotado por K(x1, . . . , xn) =

{
f
p
| f, p ∈ K[x1, . . . , xn], p ̸= 0

}
.

Definição 4.2. Sejam K um corpo e A um anel. Dizemos que A é uma K-álgebra ou
álgebra sobre o corpo K se A tem as três operações a seguir:

+ : A× A→ A, (a, b) 7→ a+ b

· : A×K → A, (a, λ) 7→ a · λ
· : A× A→ A, (a, b) 7→ a · b

De modo que para λ ∈ K e a, b, c ∈ A, temos:

i) A é um espaço vetorial sobre K;
ii) λ · (a · b) = (λ · a) · b = a · (λ · b);
iii) (a+ λ · b) · c = a · c+ λ · b · c, e também, a · (b+ λ · c) = a · b+ a · λ · c.

Ou seja, uma K-álgebra (sendo K um corpo) é um conjunto híbrido, que tem tanto a
estrutura de espaço vetorial quanto a estrutura de anel, e ainda vale notar que o mesmo contém
o corpo K.

Exemplo 4.2 Dada uma extensão de corpos K ⊆ L, vimos que L pode ser visto como um
espaço vetorial sobre K. Além disso, L também satisfaz as outras duas condições que o fazem
ser uma K-álgebra.

Definição 4.3. Seja A uma K-álgebra. Dizemos que A é finitamente gerado como K-
álgebra se existe um número finito de elementos a1, . . . , an ∈ A, tal que A = K[a1, . . . , an] =
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{f(a1, . . . , an); f ∈ K[x1, . . . , xn]}, onde K[x1, . . . , xn] é o anel de polinômios sobre K em n

variáveis.

Lema 4.1. (Lema de Zariski) Seja K ⊆ L uma extensão de corpos. Se L é finitamente
gerado como K-álgebra, então L é algébrico sobre K.

Demonstração. Veja em [9], página 94.

O uso de tal lema será de grande importância para a demonstração do Hilbert’s Nullstel-
lensatz.

Exemplo 4.3 Temos que R ⊆ C é uma extensão de corpos. Por outro lado, sabemos que
i =
√
−1 ∈ C é algébrico sobre R pois é raiz do polinômio f(x) = x2 + 1 ∈ R[x]. Note que

C = R[i], logo pelo Lema de Zariski, C é algébrico sobre R. Esse fato pode ser verificado
explicitamente. De fato, dado z = a + b · i ∈ C arbitrariamente, considere fz(x) ∈ R[x], dado
por fz(x) = (x− a)2 + b2, daí temos que fz(z) = (b · i)2 + b2 = 0.

4.2 O Teorema dos Zeros de Hilbert

O Teorema dos Zeros de Hilbert possui várias versões. O teorema que será enunciado a
seguir é uma destas, e é conhecido como o teorema fraco dos zeros de Hilbert.

Lema 4.2. Seja K um corpo algebricamente fechado. Todo ideal maximal M ⊂
K[x1, . . . , xn] é da forma M = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩, para certos a1, . . . , an ∈ K.

Demonstração. Considere o anel L = K[x1, . . . , xn]/M . Como M é maximal, temos pelo
Teorema 2.3 que L é um corpo, donde K ⊆ L é uma extensão de corpos. Por outro lado,
K[x1, . . . , xn] é finitamente gerado como K-álgebra, o que implica que L também seja. Pelo
lema de Zariski, vem que K ⊆ L é uma extensão algébrica. Como K é algebricamente fechado,
segue que K = L.

Logo, para cada xi, com i ∈ {1, . . . , n}, existe um ai ∈ K, tal que xi = ai, donde xi−ai ∈M .
Portanto, ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ ⊆M . Porém, vimos na Proposição 3.2 que todo ideal do tipo
⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩ é maximal, e portanto M = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩.

Teorema 4.1. (forma fraca do Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja K um corpo algebrica-
mente fechado. Se I ⊂ K[x1, . . . , xn] é um ideal próprio, então V (I) ̸= ∅.

Demonstração. Sendo I um ideal próprio de K[x1, . . . , xn], o Corolário 2.1 nos garante
que existe um ideal maximal M ⊂ K[x1, . . . , xn], tal que I ⊂ M . Pelo Lema 4.2, sabe-se
que existem a1, . . . , an ∈ K, tais que M = ⟨x1 − a1, . . . , xn − an⟩. Logo, V (M) ⊆ V (I), e
V (M) = V (x1 − a1, . . . , xn − an) = {(a1, . . . , an)} ∈ AnK , e portanto V (I) ̸= ∅.
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A hipótese "K algebricamente fechado" não pode ser removida. De fato, sabemos que R não
é algebricamente fechado, devido ao fato de alguns polinômios em R[x] não possuírem raízes
em R. Por exemplo, o ideal I = ⟨x2 + 1⟩ ⊂ R[x] é próprio, mas V (I) = ∅.

A seguir, veremos a forma forte do teorema dos zeros de Hilbert. Durante a demonstração
do mesmo, iremos notar que a forma fraca implica na forma forte.

Teorema 4.2. (forma forte do Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja K um corpo algebrica-
mente fechado e V (J) uma variedade algébrica. Então I(V (J)) =

√
J .

Demonstração. Vamos primeiro mostrar que
√
J ⊆ I(V (J)). Seja h ∈

√
J , então existe

um inteiro l ∈ N tal que hl ∈ J . Para todo p ∈ V (J), temos hl(p) = 0, o que implica (h(p))l = 0.
Portanto, h(p) = 0 para todo p ∈ V (J), o que significa que h ∈ I(V (J)). Assim, concluímos
que
√
J ⊆ I(V (J)).

Agora vamos mostrar que I(V (J)) ⊆
√
J . Seja qualquer g ∈ I(V (J)) não nulo. Pelo

Teorema da Base de Hilbert,K[x1, . . . , xn] é Noetheriano, isso implica que J = ⟨f1, . . . , fr⟩, onde
fi ∈ K[x1, . . . , xn]. Defina L := K(x1, . . . , xn) como sendo o corpo de frações de K[x1, . . . , xn]

e seja J0 o ideal de K[x1, . . . , xn, xn+1] definido por J0 := ⟨f1, . . . , fr, gxn+1 − 1︸ ︷︷ ︸
g1

⟩. Afirmamos

que V (J0) = ∅. Suponha por absurdo que existe b ∈ V (J0) ∈ An+1
K , então b = (b′, bn+1) com

b′ ∈ AnK e bn+1 ∈ K. Em particular temos fi(b′) = 0 para todo i = 1, . . . , r, o que implica que
b′ ∈ V (J). Além disso, como g ∈ I(V (J)), temos g(b′) = 0. Daí, 0 = g1(b) = (gxn+1 − 1)(b) =

g(b′)bn+1−1 = 0bn+1−1 = −1, o que é absurdo. Portanto, V (J0) = ∅. Pelo teorema 4.1, temos
J0 = k[x1, . . . , xn+1], logo 1 ∈ J0. Assim, existem α1, . . . , αr, β ∈ K[x1, . . . , xn+1] tais que

1 = α1f1 + · · ·+ αrfr + β(gxn+1 − 1) (∗)

para cada i = 1, . . . , r, temos: Fi := fiαi ∈ (K[x1, . . . , xn])[xn+1] ⊆ L[xn+1], assim, existe um
d ∈ N tal que para αi0, . . . , αid ∈ K[x1, . . . , xn], temos αi = αi0 + αi1xn+1 + . . . + αidx

d
n+1. Se

g ̸= 0, então 1
g
∈ L, o que implica que Fi

(
1
g

)
=

(
fi·ui
gd

)
onde ui := αi0g

d + αi1g
d−1 + . . . +

αi(d−1)g + αid ∈ K[x1, . . . , xn].

Aplicando 1
g

em (∗):

1 = F1

(
1

g

)
+ · · ·+ Fr

(
1

g

)
+ β

(
1

g

)(
g · 1

g
− 1

)

=
f1u1
gd

+ · · ·+ frur
gd

logo,
gd = u1f1 + · · ·+ urfr ∈ J

Portanto, g ∈
√
J , o que encerra nossa demonstração.
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Observação: A demonstração acima foi apresentada pela primeira vez por Rabinovich.
Este teorema pode ser considerado uma extensão do Teorema Fundamental da Álgebra, esta-
belecendo uma relação profunda entre a álgebra e a geometria. Enquanto o Teorema Funda-
mental da Álgebra afirma que os polinômios de uma variável nos números complexos têm raízes
no conjunto complexo, o Hilbert’s Nullstellensatz estende essa ideia, conectando os ideais dos
anéis polinomiais aos subconjuntos do espaço afim. Nos corolários deste teorema, é possível
expressar conceitos geométricos em termos algébricos.

Exemplo 4.4. Seja X = V (I) ⊂ A3
R uma variedade algébrica no espaço tridimensional

definido por I = ⟨x · y, x · z⟩ ⊆ K[x, y, z]. Podemos reescrever I como o produto I = ⟨x⟩ · ⟨y, z⟩,
daí X = V (⟨x⟩ · ⟨y, z⟩) = V (x) ∪ V (y, z). Note que ⟨x⟩ e ⟨y, z⟩ são ideais primos em K[x, y, z],
daí I(V (X)) =

√
⟨x⟩ = ⟨x⟩ e I(V (y, z) =

√
⟨y, z⟩ = ⟨y, z⟩, que representam o plano yz e o

eixo x respectivamente, são subvariedades irredutíveis de X.

4.3 Consequências do Nullstellensatz

Nesta seção, exploramos algumas consequências importantes do Nullstellensatz, que estabe-
lece uma relação profunda entre os ideais de um anel de polinômios e as variedades algébricas
associadas a esses ideais.

Antes de prosseguirmos para os corolários, é importante discutir as aplicações V e I. Dadas
as propriedades dos ideais radicais e primos, os resultados anteriores garantem que V e I são
inversas uma da outra. Mais especificamente, para qualquer ideal I em K[x1, . . . , xn], temos
que I(V (I)) = I e para qualquer variedade algébrica X em AnK , temos que V (I(X)) = X. Em
outras palavras, temos que

V : {ideais radicais em K[x1, . . . , xn]} → {variedades em AnK}

J 7→ V (J)

e
I : {variedades em AnK} → {ideais radicais em K[x1, . . . , xn]}

X 7→ I(X)

Agora, como consequência dessas propriedades, podemos apresentar os seguintes corolários:

Corolário 4.1. Se I é um ideal radical em A, então I(V (I)) =
√
I = I. Existe, portanto,

uma correspondência bijetiva entre os ideais radicais e as variedades algébricas.

Corolário 4.2. Existe uma correspondência bijetiva entre ideais primos e variedades algé-
bricas irredutíveis.
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Corolário 4.3. Existe uma correspondência biunívoca entre pontos e maximais.

Essas correspondências, vistas nas consequências do Hilbert’s Nullstellensatz, indicam que
informação algébrica gera informação geométrica e vice-versa, estabelecendo uma ponte entre
a álgebra e a geometria.

Em resumo, temos que

{variedades algébricas em AnK} ←→ {ideais radicais em K[x1, . . . , xn]}⋃ ⋃
{variedades irredutíveis em AnK} ←→ {ideais primos em K[x1, . . . , xn]}⋃ ⋃

{pontos em AnK} ←→ {ideais maximais em K[x1, . . . , xn]}.
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5. Conclusão

O presente trabalho alcançou seu objetivo principal ao demonstrar a existência de uma
relação bijetiva entre ideais radicais e variedades algébricas contidas em espaços afins definidos
por corpos algebricamente fechados. Foi evidenciado que cada ponto pertencente a esse espaço
afim tem um ideal maximal que o define, cada variedade algébrica irredutível tem um único
ideal primo que a define, e cada variedade algébrica em AnK tem um único ideal radical em
K[x1, . . . , xn] que a define.

Além disso, foram abordados outros objetivos importantes, como uma introdução à álgebra
comutativa e aos conceitos iniciais da geometria algébrica. Embora alguns dos temas tratados
não sejam comuns nos cursos de graduação em matemática, eles contribuem significativamente
para uma formação matemática mais ampla, especialmente para aqueles interessados em álgebra
abstrata.

É nossa esperança que tanto a estrutura do texto quanto a linguagem matemática utilizada
tenham facilitado a compreensão dos resultados apresentados. Encorajamos os leitores a explo-
rar ainda mais esses temas, buscando um aprofundamento na geometria algébrica e na álgebra
abstrata, a fim de expandirem seus horizontes matemáticos e desfrutarem da descoberta de
novos conhecimentos.
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