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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos conceitos de dlgebra comutativa e geometria algébrica, visando a
compreensao do Teorema dos Zeros de Hilbert. Este é um resultado famoso na area de Algebra,
em particular, da Geometria Algébrica, que relaciona dois conceitos: ideais radicais e varieda-
des afins, construindo uma correspondéncia entre ideais e o conjunto de zeros dos polinémios
(variedades). Destaca-se que para qualquer corpo K algebricamente fechado, existem bijegoes
entre as variedades algébricas contidas no espaco afim A}, e os ideais radicais contidos no anel
de polindmios K|xy,...,z,]. O texto é dividido em trés capitulos: o primeiro explora alguns
conceitos fundamentais da teoria dos anéis comutativos, o segundo apresenta nogoes basicas da
geometria algébrica, e o terceiro aborda o teorema e suas consequéncias.

Palavras-chave: Algebra Comutativa, Geometria algébrica, Variedades, Teorema dos Zeros
de Hilbert.



ABSTRACT

In this work, we present concepts of commutative algebra and algebraic geometry, aiming to
understand the Hilbert’s Nullstellensatz. This is a famous result in the area of Algebra, parti-
cularly in Algebraic Geometry, which relates two concepts: radical ideals and affine varieties,
establishing a correspondence between ideals and the set of zeros of polynomials (varieties). It
is noteworthy that for any algebraically closed field K, there are bijections between algebraic
varieties contained in the affine space A} and radical ideals contained in the polynomial ring
K[zy,...,x,]. The text is divided into three chapters: the first explores some fundamental
concepts of commutative ring theory, the second presents basic notions of algebraic geometry,
and the third addresses the theorem and its consequences.

Keywords: Commutative Algebra, Algebraic Geometry, Varieties, Hilbert’s Nullstellensatz.
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INTRODUGAO 1

1. INTRODUCAO

Os estudantes de graduagao em matematica frequentemente exploram diversas estruturas
algébricas, como grupos, anéis e espacos vetoriais, que constituem os pilares fundamentais da
algebra moderna. No entanto, estabelecer conexoes significativas entre esse conhecimento algé-
brico e os conceitos geométricos pode ser uma tarefa desafiadora. A geometria algébrica surge
como uma ferramenta essencial nesse contexto, proporcionando uma estrutura poderosa para
estabelecer relagoes profundas entre os conceitos algébricos e geométricos. Esta disciplina se
fundamenta em resultados da algebra comutativa, um ramo da matematica dedicado ao estudo
de anéis comutativos e unitarios. A &algebra comutativa desempenha um papel fundamental
na geometria algébrica, fornecendo os fundamentos tedéricos necessarios para a compreensao
da estrutura e propriedades das variedades algébricas e dos ideais associados a elas. Assim,
a integracao entre élgebra comutativa e geometria algébrica desempenha um papel crucial no
desenvolvimento do entendimento matematico dos estudantes de graduacao, permitindo-lhes
explorar de forma mais profunda e abrangente as conexoes entre as estruturas algébricas e os

conceitos geométricos.

Este trabalho foi elaborado com o intuito de tornar os conceitos abordados acessiveis aos
estudantes de graduacao em matematica e além. Apesar de se concentrar exclusivamente nos
fundamentos da geometria algébrica, reconhecemos plenamente a amplitude de resultados exis-
tentes nesta area, que vao além do escopo deste trabalho. Nosso principal objetivo é apresentar
de forma clara e compreensivel o Teorema dos Zeros de Hilbert e suas implicagoes. Este teorema
é fundamental na geometria algébrica, pois estabelece uma correspondéncia entre variedades
algébricas e ideais radicais. Destaca-se que para qualquer corpo K algebricamente fechado,
existem bijecoes entre as variedades algébricas contidas no espago afim Al e os ideais radicais
contidos no anel de polindmios K[x1,...,z,|. Esta correspondéncia é uma ferramenta poderosa
para compreender a estrutura geométrica dos conjuntos de solugoes de sistemas de equagoes po-
linomiais, tendo implicagoes importantes em varias areas da matemaética, incluindo geometria,

topologia e algebra.

Uma das metas deste trabalho é introduzir os conceitos bésicos de algebra comutativa e
geometria algébrica necessarios para compreender o Teorema e suas consequéncias, que estabe-
lecem uma correspondéncia entre subconjuntos de certos tipos de anéis. Por meio dessa bijecao,

exploraremos posteriormente conjuntos de solucoes para sistemas de equagoes polinomiais.
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2 INTRODUGAO

O primeiro capitulo deste trabalho aborda as defini¢oes iniciais de anéis, com foco especial
em anéis comutativos e unitéarios, introduzindo os alunos no vasto campo da algebra comutativa.
Neste contexto, destacam-se resultados fundamentais, como o teorema do isomorfismo e o
teorema da base de Hilbert, que desempenham um papel crucial na compreensao da estrutura
e propriedades dos anéis. Ja no segundo capitulo, realizamos uma breve incursao na Geometria
Algébrica, apresentando os conceitos essenciais de espaco afim e variedades algébricas. Estes
conceitos sao fundamentais para uma introducao abrangente a geometria algébrica e constituem
a base para analises mais profundas neste campo. No capitulo final, dedicamos nosso foco ao
Teorema dos Zeros de Hilbert, apresentando sua formulagao e realizando sua demonstracao. Ao
longo do artigo, utilizamos os conceitos e resultados dos capitulos anteriores para estabelecer
conexoes significativas entre dlgebra comutativa e geometria em espagos afins, destacando a

importancia dessa inter-relacao para o estudo abrangente desses dois campos da matematica.
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To6PIcOS DE ALGEBRA COMUTATIVA 3

2. T6PICOS DE ALGEBRA COMUTATIVA

A Algebra Comutativa é uma area fundamental da matematica que se dedica ao estudo
de estruturas algébricas que possuem propriedades especiais relacionadas a multiplicagao, com
énfase em anéis comutativos e suas extensoes. Este campo de estudo desempenha um papel
central em varias areas da matematica, proporcionando ferramentas e conceitos fundamentais
para a compreensao de uma ampla gama de fendmenos algébricos e geométricos. Seu foco recai
especialmente nas propriedades dos polindmios em varias variaveis e na resolucao de sistemas
de equacgoes polinomiais, cujas solugoes tém implicagoes importantes em diversos contextos
matematicos e aplicados. Neste capitulo, foram utilizadas as referéncias 2], [6], [7], [8], [11] e [12]

para fornecer uma introducao abrangente aos conceitos fundamentais da Algebra Comutativa.

2.1 ANEIS E ANEIS DE POLINOMIOS

Definicao 2.1. Um anel é um conjunto nao vazio A no qual estao definidas duas operacoes
binarias +,- : A x A — A, chamadas de soma e multiplicacao, que satisfazem as seguintes

propriedades para todos a, b, c € A:

i) Associatividade: (a+b)+c=a+ (b+c)e(a-b)-c=a-(b-c).

ii) Comutatividade da Adigao: a +b="0+a.

iii) Existéncia de Elemento Neutro: Existe 0 € A tal que a + 0 = a.

iv) Existéncia do Inverso Aditivo: Para cada a € A, existe —a € A tal que a + (—a) = 0.
)

v) Distributividade: a-(b+c¢)=a-b+a-ce(a+b)-c=a-c+b-c
Tipos de Anéis:

1. Um anel A é comutativo se a-b=b-a para todos a,b € A.

2. Um anel A é unitario se existe 14 € A tal que a-14 =14 -a = a para todo a € A.

3. Um anel A ¢ um dominio de integridade (D.I) se ¢ comutativo, unitario e ndo possui
divisores de zero, ou seja, a-b=0 = a=0o0ub=0.

4. Um corpo é um anel comutativo, unitario no qual todos os elementos diferentes de zero

possuem inverso multiplicativo.
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4 To6PICcOS DE ALGEBRA COMUTATIVA

(@D

Observemos que o item 4 é mais forte do que o item 3. Logo, em particular, todo corpo

um dominio de integridade.

[N

Exemplo 2.1. Os conjuntos Z, Q e R sao dominios de integridade. Enquanto Z nao

D

um corpo, Q e R sdo. O conjunto dos niimeros complexos C' = {z + iy | z,y € R,7* = —1}
um corpo. O conjunto 2Z = {2n | n € Z} é um anel comutativo sem unidade, enquanto que
Z/4Z = {0,1,2,3} ¢ um anel comutativo com unidade, mas nao é um dominio de integridade.
O conjunto M>(R) das matrizes 2 X 2 com entradas em R, é um exemplo de anel ndo-comutativo

com unidade.

Observacgao. De agora em diante (até o final desse trabalho) suporemos que todos os anéis

arbitrarios que mencionarmos serao comutativos e unitérios.

Definicao 2.2. Seja A um anel. Um subconjunto nao vazio B C A é chamado subanel de
A se:

i) 1eB
ii) a+ b € B para todos a,b € B
ili) a-b € B para todos a,b € B

Definicao 2.3. Uma sequéncia de elementos de um conjunto A é uma funcao a : N — A,

que associa cada ntimero natural n a um elemento a, € A.

Escrevemos (ag, ay, ..., a,,...) ou simplesmente (a,),en para indicar a sequéncia cujo n-
ésimo termo ¢ a,,. Nao se deve confundir a sequéncia (a,)nen com o conjunto {ag, ai, ..., a,,...}
dos seus termos. Note que a sequéncia constante (2,2,2,...,2,...) ndo é o mesmo que o

conjunto {2}.

Definicao 2.4. Seja (A, +,-) um anel. Uma sequéncia a : N — A tal que a; = 0,i > k
com k € N é chamada de polinémio em uma varidvel sobre A. Assim, um poliné6mio em uma
variavel suficientemente grande sobre A é da forma (ag,as, ..., ax,0,0,...), onde ag,...,aq,ao

sao chamados de coeficientes do polindémio.

Seja p = (an)nen um polindmio em uma variavel sobre A. Se a,, = 0 para qualquer n € N,

entao dizemos que p é o polinémio identicamente nulo, e escrevemos simplesmente p = 0.

Definigao 2.5. Dado um polinémio p # 0, o grau de p é o maior m € N tal que a,, # 0,
denotado como J(p) = m. Chamamos a,, de coeficiente lider do polinémio. De acordo com
esta defini¢ao, o polindmio identicamente nulo nao tem grau. Normalmente, escreve-se d(p =
0) < —00. Se m = 0, entdo p é um polindémio constante, neste caso, p = (a,0,0,...) e podemos

escrever p = a. Se a,, = 1, p € um polindémio madnico.

Seja A" o conjunto de todos os polindmios em uma variavel sobre A, podemos definir as

seguintes operagoes binarias sobre A’:

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - INSTITUTO DE SAUDE E BIOTECNOLOGIA
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+: A x A — A

((ao,al,...,an,...),(bo,bl,...,bn,...)) — (a0+bo,a1+b1,...,an+bn,...)

A XA = A
((ao,al,...,an,...),(bo,bl,...,bn,...))l—)(Co,Cl,...,Cn,...)

onde,
(

COZ(IO'bQ

Clzao'b1+a1'bo

cn:ao-bn—I—al-bn_l—i—...—i—an-bo

Note que (A’,+,:) é um anel com elementos neutros (0,0,0,...) e (1,0,0,...) para adi-

¢ao e multiplicacdo, respectivamente. O anel A’ é comutativo porque A também é. Veja

que a unidade de A" ¢ 2° e, indutivamente, z" = (0,0,..., 1 0,...). Assim, dado
n+1
p = (ao,al,...,an,0,0,...) € A’, podemos reescrever p como p = ag + alxl + -+ apa™,

e A= {>" ja;x";a; € A,n € N}. Representamos o anel (A, +,-) por Afz], chamado de anel

de polinémios em uma variavel sobre A.

Exemplo 2.2. Dados f,g € Z[z]|, com f(x) =2+ 2z + 3z* + 2> e g(x) = z + 2*, temos que

(f +9)(x) =2+ 3z + 32° + 22° € Z[z].

e
(f - g)(z) = 22 + 22 + 52° + 32 + 32° + 2° € Z[z].
Se A é um D.I., entao para dois polinémios f,g € Alz|, temos que d(g - f) = d(g) + I(f).
Observacao: Podemos generalizar o conceito de anéis de polinomios para varias variaveis
sobre um anel A, formando os anéis de polinémios A[zy,...,z,] := (A[z1,...,25-1])[zs]. Um

polindémio f em n variaveis sobre A é uma combinacao linear de monémios, representada como:
_ a1 002 @
flzy,xe, ... ) = E Ao X7 Ty? T
(0%

onde a = (ay,qn,...,a,) € um vetor de expoentes nao negativos e a, € A é o coeficiente
correspondente. Essa generalizacao é essencial para lidar com fenémenos algébricos multidi-

mensionais, como variedades algébricas e sistemas de equagoes polinomiais.

LICENCIATURA EM CIENCIAS: MATEMATICA E Fisica



6 To6PICcOS DE ALGEBRA COMUTATIVA

Um exemplo comum ¢ o anel de polinémios em duas variaveis, = e y, sobre um anel A. Este
anel pode ser representado como uma extensao de polindmios em y com coeficientes em A[x],
ou seja, a representacao

Alz,y) = (Ala])ly]

indica que os polindémios em x com coeficientes em A sao os elementos base do anel, e cada um
desses polindmios ¢ "ampliado" para incluir a variavel y. Isso nos permite expressar polino-
mios em x e y como combinagoes lineares de monomios em x com coeficientes em A, onde os

coeficientes sao polindomios em .

Ao estendermos o conceito de anéis de polindmios para vérias variaveis sobre A, obtemos
uma poderosa estrutura algébrica que é amplamente utilizada em diversas areas da matemética

e suas aplicagoes.

Os conceitos de grau homogéneo e grau total sao fundamentais ao trabalhar com polinémios
de véarias variaveis. O grau homogéneo de um polinémio multivariado é o grau mais alto dentre
todos os mondmios que o compoem, onde o grau de um monodémio é a soma dos expoentes
de suas variaveis. Por exemplo, considere o polinomio f(z,y,z) = 223 + 3zy? + 2*. Aqui, o
monoémio de maior grau é z*, entao o grau homogéneo de f é 4. J4 o grau total de um polinémio
multivariado é a soma dos graus de todos os seus mondémios. No mesmo polinémio f(x,y, z), o

grau total é 3 para o primeiro monoémio, 3 para o segundo e 4 para o terceiro.

Esses conceitos sao essenciais em muitos contextos matematicos, como na classificagao de

variedades algébricas e na solucao de sistemas de equagoes polinomiais.

Definicao 2.6. Seja A um anel e f(z) € A — {0}. Dizemos que um elemento a € A ¢é raiz

de f(x) se f(a) = 0.

Exemplo 2.3. Seja f € Q[z], tal que f(z) = 7a® — 4z + 1. As raizes de f(z), pertencentes

~ 1 1 N . o 2 ~ . . .
a Q, sdo 5 e 5;. O polinémio f(x) = 2° + 3 em R[z] ndo possui raiz em R, mas possui duas

raizes em C, +i4/3.

Definicao 2.7. Sejam A um anel e f(z) € Alz] com O(f(x)) > 1. Dizemos que f(x) é um
polinémio irredutivel sobre Alz| se f(z) = g(z)-h(x), com g(z), h(z) € Alx], entdo d(g(x)) =0

ou d(h(z)) = 0.

Observagao: Esta definicao de polinémio irredutivel é valida para um anel geral A, o que
significa que pode ser aplicada em anéis de polindmios em varias variaveis Alxy, za, ..., z,]. A
nogao de irredutibilidade é fundamental na teoria dos polinémios e tem importantes aplicacoes

em algebra e geometria algébrica.

Exemplo 2.4. Considere o anel dos polindomios com coeficientes reais R[z]. O polindmio
f(z) = 2% + 1 é um exemplo de um polindmio irredutivel sobre R[z]|, porque nao pode ser

fatorado em polindmios nao constantes com coeficientes reais.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - INSTITUTO DE SAUDE E BIOTECNOLOGIA
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2.2 IDEAIS

Um dos tipos de conjuntos mais importantes para os fins deste trabalho sao os ideais de
anéis, pois a partir dos resultados que virao mais adiante, sera estabelecida uma relacao entre
os ideais e os conjuntos algébricos, onde teremos o recurso, com determinadas condigoes, de ter
acesso a algumas informagoes geométricas de planos, curvas, superficies, etc. Os ideais sao tteis
para entender a estrutura e as propriedades dos anéis, permitindo a generalizagao de conceitos

como divisibilidade e fatoracao.

Definicao 2.8. Um ideal I em um anel A é um subconjunto nao vazio de A que é fechado
sob adicao e multiplicagao por elementos de A. Formalmente, um subconjunto I de um anel A

é um ideal se satisfaz as seguintes condigoes:

i) 0e .
ii) Para todo z,y € I, temos = +y € I (fechamento sob adicao).

iii) Para todoz € [ e a € A, temos x - a € I (fechamento sob multiplicacao).
Proposigao 2.1. Sejam A um anel e [ um ideal. Temos que I = A se, e somente se, 1 € [.

Demonstracao. Se I = A, entao 1 € I. Reciprocamente, basta provar que A C I. Seja

a€ A, como ] éumideale 1l € I, entdao 1-a =a € I. Portanto I = A. O

Exemplo 2.5. O conjunto Z, é um subanel de Q, no entanto, observe que % €QeleZ,

mas % 1= % ¢ Z. Logo, Z nao ¢é ideal de Q. Isto nos diz que nem todo subanel é um ideal.

Lema 2.1. Seja A um anel e X C A um conjunto arbitrario. Entdo o conjunto (X) =
{a121 + ... + apzp;a; € Aji € N} 6 um ideal de A.

Demonstragao. A principio, tomando a; = 0 para todo ¢ € N, temos que 0 € (X).
Dados z,y € (X), existem polinomios f,g € Alxy,...,z,] tais que = = f(ai,...,a,) e y =
g(ay,...,ay,). Portanto, z+y = f(ay,...,a,)+g(ay,...,a,) € (X), pois a soma de polinémios é
novamente um polindémio. Além disso, para todo b € A, temos que b-z = b- f(ay,...,a,) € (X)
porque a multiplicagao de um polinémio por um escalar também resulta em um polinémio.

Assim, concluimos que (X) é um ideal de A. O

O ideal (X) é chamado de ideal de A gerado pelos elementos w1, ..., x,. Em particular, se
X ={c} C A, oideal (X) = (c) = {ac| a € A} é chamado de ideal principal gerado por c.

Exemplo 2.6. Sabe-se que R[z,y] é o anel de polindmios nas variaveis z,y sobre R. Dado
o conjunto {z? z -y} C Rlz,y], entdo o conjunto (z?,z -y) = {f(z,y) - 2* + g(z,y) - x
y; f(z,y),9(x,y) € R[z,y]} € um ideal de R[z,y], gerado pelos polinomios z2 e x - . Tomando
A = Z, podemos definir o conjunto (2) = 2Z = {2a;a € Z}, logo 2Z é um ideal principal de Z,

gerado por 2.
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Proposicao 2.2. Se [ e J sao ideais de um anel A, entao I N J é um ideal de A.

Demonstragao. Como0 € I e0 e J,entao INJ # (). Dados x,y € INJ, entao z+y € I
ex+yeJ logox+yelnJ Seac AexelnJ, entaox-a €l ex-a € J, portanto
r-a=a-xelnd. O

Vimos que a intersecao de ideais sempre serd um ideal, porém, o mesmo nao vale para uniao.
Tome por exemplo o conjunto 2Z U 3Z = {z € Z;2|z ou 3|z}. O mesmo nao é um ideal de Z.
Com efeito, 2,3 € 2ZU3Z, mas 3+ 2 =5 ¢ 22U 3Z. Note que 2ZN3Z = 6Z é um ideal de Z.

Proposigao 2.3. Sejam A um anel e I, J ideais de A, entdao o conjunto I +J = {a+b;a €
I,b € J}, chamado soma dos ideais I e J, é um ideal de A.

Demonstragao. A principio temos que 0+0=0 € [ + J. Dados a; + by,as + by € I + J,
segue que (a;+by)+ (ag+b2) = (a1 +ag)+(by+by) € I+J. Por fim, dados x € Aea+be [+J,
entao z- (a+b)=x-a+z-bel+J. O

Proposicao 2.4. Sejam A um anel e [, J ideais de A, entdao o conjunto [ - J =
{0 i yisneN,z; € 1y, € J}, chamado produto dos ideais I e J, é um ideal de A.

Demonstragao. Note que I - J é o conjunto de todas as somas finitas de produtos entre
elementos de I e J. E claro que 0 € - J. Sejam u = Sorai-bev= Zle xioy; €1-J,
temos que u +v = Y a; - b, + Zle x; - yi, logo u 4+ v é uma soma finita entre os produtos
de elementos de I ¢ J, daiu+v € [-J. Dadoaw € Aeu=> a;-b € I-.J, segue que
a-u=a-y () bi=>" (a-a;) byel-J, devido ao fato que o~ a; € I. O

Observacgao. Por indugao, podemos estender o resultado da Proposi¢ao 2.4 para o produto

de mais de dois ideais. Sejam Iy, I5, ..., I, ideais de um anel A. Definimos o produto dos ideais
I - I,-...- 1, como o conjunto de todas as somas finitas de produtos entre elementos de
1,15, ..., 1I,. Em outras palavras,

Il~12-...-]n:{le-xQ-...-xn\mGN,xjGlj,‘v’je{l,Q,...,n}}.
=1

Exemplo 2.7. Observamos que 2Z - 3Z = 6Z constitui um ideal de Z. Essa igualdade se
sustenta, pois qualquer nimero multiplo de 6 pode ser expresso como o produto de um namero
em 2Z e outro em 3Z. Por outro lado, toda soma finita de produtos entre multiplos de 2 e 3

resulta em um miltiplo de 6.

Entre os diferentes tipos de ideais presentes em um anel, destacam-se os ideais primos e
maximais, os quais possuem caracteristicas particulares de grande interesse para nossa analise.
A seguir, exploraremos essas propriedades e algumas proposicoes relevantes para os objetivos

deste estudo.
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Definicao 2.9. Sejam A um anel e P um ideal de A. Dizemos que P é um ideal primo de
A quando P # A edados a,b€ Atal quea-b € P, entaoa € Poub € P.

Definicao 2.10. Sejam A um anel e M um ideal de A. Dizemos que M é um ideal mazimal
de A quando M # A, e dado I um ideal de A tal que M C I C A, entao [ = M ou I = A.

Exemplo 2.8. O ideal 2Z é primo em Z. Com efeito, dados a,b € Z com a - b € 2Z, entao
2|a - b, e portanto, como 2 é primo, entao ou 2|a ou 2|b, logo ou a € 2Z ou b € 2Z. O ideal 2Z
¢ maximal em Z. Com efeito, se I é um ideal que contém 2Z como subconjunto proprio, entao
certamente existe um elemento em I da forma 2k + 1 com k € Z. Por outro lado, podemos
verificar que (—2k) € I. Dai segue que (2k + 1) + (—2k) =1 € I, e portanto [ = Z.

2.3 ANEIS QUOCIENTES

Os anéis quocientes sao fundamentais na algebra, permitindo-nos construir novos anéis a
partir de anéis existentes. Eles surgem quando queremos considerar elementos como equivalen-
tes sob uma certa relacao, possibilitando a formalizacao dessa ideia e a definicao de operacoes
coerentes nesses conjuntos de equivaléncia. Nesta secao, exploraremos os conceitos bésicos dos
anéis quocientes e suas propriedades fundamentais, destacando a importancia dessa estrutura

algébrica na analise e na resolucao de problemas em diversos campos da matemética.

Definicao 2.11. Seja [ um ideal do anel A. Dado a € A, chamamos de classe de equiva-
léncia de a modulo I ao conjunto de todos os elementos de A que sao congruentes ao elemento

a modulo 1. Mais precisamente,
a={recA|lz=a (modI)}
onde temos que x = a (mod I) se, e somente se, a — = € I.

O lema a seguir nos proporciona um recurso bastante tutil para reescrever um conjunto de

classe de equivaléncia de uma forma mais conveniente para certos propositos.

Lema 2.2. Sejam A um anel, I um ideal de A e a € A. A classe de equivaléncia de a

modulo I pode ser reescrita comoa =a+ [ ={a+xz |z € I}.

Demonstracao. Seb € aentdob—a € I, dai b=a+ (b—a) € a+ I. Reciprocamente, se
bea+Ientdob=a+ x com x € I, temos que z = b — a, donde b = a (mod I) e portanto
bea. m

Definicao 2.12. Sejam A um anel e I um ideal de A. O conjunto das classes de equivalén-
cias geradas do anel A pelo ideal I sera denotado por A/I. Logo temos que A/I = {a | a € A}.

Podemos definir as operagoes binérias sobre A/I:
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(@,b)—a-b
Podemos verificar que (A/I,+,-) tem uma estrutura de anel, onde os elementos neutros da
adi¢ao (+) e da multiplicagao (-) sao 0 e 1 respectivamente. Denominamos A/I como o anel

quociente de A por I. Vale destacar que A/I é um anel somente se I for um ideal de A.

Exemplo 2.9. Tomando o anel Z, temos que 6Z é um ideal de Z. Temos o anel Z/6Z =

(0,1,2,3,4,5).
Observagao. Os teoremas seguintes sao fundamentais para entender as propriedades dos

quocientes de anéis, ambos vinculados as propriedades do ideal I.

Teorema 2.1. Sejam A um anel e [ um ideal de A. Temos que A/I é um D.I se, e somente

se, I é um ideal primo de A.

Demonstracao. Sejam a,b € A tais quea-b € I. Comoa-b—0¢€ I, entao a-b =0
(mod I), logo @-b = 0. Como A/I ¢ um D.I, segue que @ = 0 ou b = 0. Digamos que @ = 0,
(analogo para b = 0) entdo a = 0 (mod I), logo a — 0 = a € I. Isso mostra que I é primo.
Reciprocamente, dados @,b € A/I tais que @-b =0, segue que a-b—0=a-b e I. Mas I é um
ideal primo, entao a € I ou b € I. Suponha que seja a € I, logo a — 0 € I, o que implica em

a=0 (mod I) e portanto @ = 0. (Analogo para b € I). O

Teorema 2.2. Sejam A um anel e [ um ideal de A. Temos que A/l é corpo se, e somente

se, I é um ideal maximal de A.

Demonstragao. Seja J um ideal de A, tal que I € J C A. Logo, existe b € J, tal que
b¢ I, ouseja, b#0. Assim, existe @ € A/I, onde b-a@ = 1, o que implicaem b-a —1 € I, ou
seja, l =a-b+u,ondeu e I C J. Note quea-b e J, poisb € J. Como u,b-a € J, temos que
b-a+u=1¢€J,oqueimplica J = A, e portanto I é um ideal maximal de A. Reciprocamente,
basta provar que todo elemento de A/ tem inverso multiplicativo em A/I. Sejaa € A/I, com
a # 0, entao a ¢ I e consequentemente I C (a) + 1 C A, onde (a) + I = A. Em particular,
leA={(a)+I,logol=a-b+u,coma-be (a)euec l,ondel —b-acl, dondeb-a=1
(mod I), logo b-@ = 1 e portanto A/I é corpo. O

Exemplo 2.10. 4Z nao é um ideal primo de Z, pois 2-2 € 4Z mas 2 ¢ 4Z Logo Z/4Z = Z, =
{0,1,2,3} nao é um D.I. Vimos que 2Z ¢ um ideal maximal de Z. Logo Z/2Z = Z, = {0,1} ¢

corpo.
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2.4 HOMOMORFISMO DE ANEIS

Nesta secao, sera apresentado o principal mecanismo que nos permite estabelecer uma cor-
respondéncia de "igualdade" entre anéis inicialmente distintos, conhecido como isomorfismo de
anéis. Primeiro vamos definir o isomorfismo de anéis que é um conceito fundamental na teoria
dos anéis, permitindo-nos associar um anel a outro de tal forma que suas estruturas algébricas

sejam preservadas.

Defini¢ao 2.13. Sejam (A, +,:) e (B, +,-) anéis. Um homomorfismo entre os anéis A e B

é uma funcao f : A — B, onde as operacoes de A e B sao preservadas, isto é:

i) f(a+b) = f(a)+ f(b), para quaisquer a,b € A
ii) f(a-b) = f(a)- f(b), para quaisquer a,b € A
f

/
ii") f(—x) = —f(z), para todo z € A
f f(a) — f(b), para quaisquer a,b € A

—~
S
|
=
~—
I

Exemplo 2.11. Suponha que tenhamos dois anéis, A = Z e B = Z5, onde Z5 denota o

anel dos inteiros modulo 5. Vamos definir uma funcao f : Z — Z5 como segue:
f(n)=n mod?5

ou seja, para cada inteiro n, a funcao f atribui o resto da divisao de n por 5. Esta funcao é um
homomorfismo de anéis de Z para Zs. De fato, para a adigao temos f(a+0b) = (a+b) mod 5 =
(@ mod 5+ b mod5) mod 5 = (f(a)+ f(b)) mod 5 = f(a) + f(b). Para a multiplicacao,
temos f(a x b) = (a x b) mod 5 = (a mod 5 x b mod 5) mod 5 = (f(a) x f(b)) mod5 =

f(a) x f(b). Portanto, concluimos que f : Z — Z5 é um homomorfismo de anéis.

Outro exemplo de homomorfismo de anéis é a funcao identidade I, : A — A. Em particular,

I, é chamado de homomorfismo identidade.

Exemplo 2.12. Suponha que [ seja um ideal do anel A. Definimos a aplicagao ) : A — A/I
por ¢(z) = T, onde T denota a classe de equivaléncia de x em A/I. Essa aplica¢ao é conhecida

como homomorfismo projecao candnica. As propriedades de homomorfismo sdo prontamente

verificadas:
i) fla+b)=a+b=a+b= f(a)+ f(b), para quaisquer a,b € A
ii) f(a-b)=a-b=a-b= f(a)- f(b), para quaisquer a,b € A

iii) f(1) =1.
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Definigao 2.14. Considere f : A — B um homomorfismo de anéis. O nicleo (ou kernel)
de f é o conjunto formado pelos elementos de A que s@o mapeados para o elemento O em B.
Denotamos tal conjunto como ker(f) = {a € A| f(a) = 0}.

Exemplo 2.13. Considere o homomorfismo de anéis f : Z — Zg dado por f(x) =T, onde
7 denota a classe de equivaléncia de x modulo 6. O ntcleo de f, denotado por ker(f), é o
conjunto de todos os inteiros  em Z tais que f(x) = 0 em Zs. Para este exemplo, podemos ver
que ker(f) é o conjunto de todos os inteiros x que sao multiplos de 6, pois estes sdo mapeados
para 0 em Zg. Assim, temos ker(f) = {...,—12,—6,0,6,12,...}.

Definicao 2.15. Considere f : A — B um homomorfismo de anéis. A imagem de f é o
conjunto Im(f) = {f(a) | a € A}.

Exemplo 2.14. No homomorfismo projegao candnica ¢ : A — A/I, a imagem de 1) é todo
o anel quociente A/1, isto ¢, Im(y)) = A/I.

Proposigao 2.5. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. ker(f) é um ideal de A e
Im(f) é um subanel de B.

Demonstracao. Primeiramente note que como f(04) = 0p, entdo 04 € ker(f). Para
a,b € ker(f), temos que f(a +0b) = f(a) + f(b) = Op + 0p = 0p, logo a + b € ker(f).
Para x € A e a € ker(f), temos que f(x-a) = f(x)- f(a) = f(z) -0 = 0p, portanto
x - a € ker(f). De modo anélogo, como f(14) = 1p, entdao 1p € Im(f). Dados a,b € Im(f),
existem x,y € A tal que f(x) = ae f(y) =b. Sabemos que A é um anel, logo x +y € A, e
a+b=f(z)+f(y) = f(x+y) = a+b e Im(f). Por outro lado também temos que z-y € A,

logo f(z-y) = f(z)- fly) =a-b, donde a-b € Im(f). O
Definicao 2.16. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis, entao:

1. Dizemos que f é sobrejetivo se Im(f) = B;

2. Dizemos que f é injetivo se f(z) = f(y) implica que = = y.

Proposigao 2.6. Um homomorfismo de anéis f : A — B é injetivo se, e somente se,

ker(f) = {04}

Demonstracao. Considere = € ker(f) entdo f(z) = 0p = f(04) implica que = 04, pois
f éinjetiva, logo ker(f) = {04}. Reciprocamente, dados a,b € A tais que f(a) = f(b), sabemos
que f(a—b) = f(a) — f(b), logo f(a —b) = 0. Como ker(f) = {04}, entdo a — b = Oy, ¢
portanto a = b. O

Definicao 2.17. Dizemos que f : A — B é um isomorfismo de anéis se f € um homomor-
fismo bijetor, isto é, f é um homomorfismo injetivo e sobrejetivo. Quando existe pelo menos
um isomorfismo entre dois anéis quaisquer, A e B, dizemos que eles sao isomorfos e usamos a

notagado A = B para indicar que A é isomorfo a B.
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Exemplo 2.15. Podemos verificar facilmente que o homomorfismo identidade I, : A — A

é um isomorfismo, logo A & A.

Note que se f : A — B é um isomorfismo de anéis, entdao f é uma funcao bijetora, logo f~1

1

também é, dai f~ é um isomorfismo de anéis. Portanto, se A = B entao B = A.

Conforme discutido na proposicao 2.5, quando temos um homomorfismo de anéis f : A — B,
o conjunto ker(f) emerge como um importante ideal de A. Dai, podemos considerar o anel

quociente A/ker(f), o qual desempenha um papel fundamental no proximo teorema.

Teorema 2.3. (Teorema do isomorfismo) Seja f : A — B um homomorfismo de anéis.

Entéao, a fun¢do ¢ : A/ker(f) — Im(f), definida por ¢(a) = f(a), ¢ um isomorfismo de anéis.
Demonstragao. Veja em [6], pagina 23. ]

O Teorema do Isomorfismo nos diz que sempre que f : A — B for um homomorfismo de

anéis, vale que A/ker(f) = Im(f). Em particular, se f é sobrejetivo, entao A/ker(f) = B.

Exemplo 2.16. Considere o homomorfismo de anéis f : R[z] — R dado por f(p(x)) = p(0),
onde R[z] denota o anel dos polinémios com coeficientes reais. O nucleo de f é ker(f) = {p(x) €
R[z] : f(p(z)) = p(0) = 0}, ou seja, o conjunto de todos os polindémios cujo termo constante
é zero. A imagem de f é Im(f) = R, pois para qualquer valor real r, existe um polindémio

constante p(x) = r € R[z] tal que f(p(z)) = p(0) = r.

Pelo Teorema do Isomorfismo, temos que R[z]/ker(f) = R. Isso significa que existe uma
correspondéncia biunivoca entre os elementos de R[x]/ker(f) e os elementos de R que preserva

a estrutura de anel entre eles.

2.5 ANEIS NOETHERIANOS

Os anéis Noetherianos desempenham um papel fundamental na teoria dos anéis, especial-
mente na geometria algébrica e na compreensao do Teorema dos Zeros de Hilbert. Esses anéis
possuem uma propriedade crucial que os torna especialmente uteis: eles satisfazem a condicao
da ascensao descendente na teoria dos ideais, o que significa que nao existem cadeias infinitas
de ideais proprios. Essa propriedade finita permite uma compreensao mais precisa das estru-
turas algébricas subjacentes as variedades algébricas e aos sistemas de equagoes polinomiais.
Nesta secao, vamos explorar os conceitos fundamentais dos anéis Noetherianos, e nos proxi-
mos capitulos veremos suas implicacoes na geometria algébrica e como eles estao diretamente

relacionados ao Teorema dos Zeros de Hilbert.

Definigao 2.18. Um conjunto R # () é dito parcialmente ordenado se estiver munido de

uma relagao binédria =<, satisfazendo as seguintes condigoes para quaisquer z,vy, 2z € R:
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i) <z
i) rxyey<xz=r=<z
i) rxyeysax=zr=y

As informacoes a seguir sao uteis para a apresentacao do proximo lema.

e Seja R um conjunto parcialmente ordenado. Um subconjunto C' C R é dito uma cadeia
se, para quaisquer x,y € C', tivermos que x = y ou y = .

e Sejam R um conjunto parcialmente ordenado e C' C R uma cadeia. Um elemento r € R
é chamado de cota superior para C se x < r para todo x € C'. Pode ocorrer de uma cota
superior de uma cadeia C' C R nao pertencer a C'.

e Seja R um conjunto parcialmente ordenado. Dizemos que m € R é o elemento maximal

de R se, para todo = € R tal que m < z, tivermos z = m.

Exemplo 2.17. A relagdo de ordem inclusdo C é um exemplo comum de uma relagao
de ordem parcial. Dado um conjunto A, o conjunto das partes de A, denotado por P(A), é
parcialmente ordenado pela relagao de inclusao C. Neste caso, para quaisquer subconjuntos
X, Y C A temos que X CY se, e somente se, todo elemento de X também pertence a Y. As-
sim, a relagao de ordem parcial de inclusao satisfaz as condi¢oes de reflexividade, transitividade

e anti-simetria, definindo assim uma ordem parcial em P(A).

Lema 2.3. (Lema de Zorn) Se R # () ¢ um conjunto parcialmente ordenado tal que toda

cadeia em R tem cota superior em R, entao R possui um elemento maximal.
Demonstragao. Veja em [10], capitulo 16. O
Teorema 2.4. Todo anel A # {0} possui algum ideal maximal.

Demonstragao: Considere o conjunto parcialmente ordenado dos ideais de A (excluindo
o ideal trivial {0}), parcialmente ordenado pela inclusdo. Seja C' uma cadeia (ou seja, um
conjunto totalmente ordenado) de ideais de A. A unido de todos os ideais em C' é um ideal de
A, pois é fechado sob adicao e multiplicacao por elementos de A. Portanto, este ideal é uma
cota superior para C'. Pelo Lema de Zorn, existe um ideal maximal M em A. Ou seja, nao
existe nenhum ideal proprio que contenha M, exceto {0} e A. Portanto, todo anel nao trivial

possui pelo menos um ideal maximal. O

Antes de apresentar o Corolario 2.1, gostariamos de destacar uma importante consequéncia
do Teorema 2.4 que sera util em diversas situacoes. Este corolario fornece uma caracterizacao
adicional dos ideais maximais em um anel, destacando sua relevancia no estudo da estrutura

dos anéis e das propriedades dos ideais.

Corolario 2.1. Sejam A um anel e I um ideal proprio de A. Entao existe um ideal maximal
M C Atal que I C M.
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Definigao 2.19. As defini¢oes abaixo sao equivalentes.

i) Um anel A é Noetheriano se toda cadeia ascendente de ideais de A
LCLC...CI,C...

¢ estacionaria, isto &, existe m > 0 tal que [,,, = I; para todo j > m.
ii) Um anel A é dito Noetheriano se todo conjunto nao vazio de ideais de A possui um elemento
maximal.

iii) Um anel A é Noetheriano se, e somente se, todo ideal de A é finitamente gerado.

Como exemplo iremos demonstrar a tultima como uma proposicao, a qual nos traz uma
importante propriedade dos anéis Noetherianos. E importante lembrar que um ideal I de A
é considerado finitamente gerado quando pode ser expresso como o conjunto gerado por um

namero finito de elementos, ou seja, I = (ay,...,a,) para alguns elementos ay,...,a, € A.

Proposigao 2.7. Um anel A é Noetheriano se, e somente se, todo ideal de A é finitamente

gerado.

Demonstragao. Suponha primeiro que todo ideal de A é finitamente gerado. Seja entao
Iy c I, ... C I, C ... uma cadeia ascendente de ideais de A. Defina I = U;’io I;. Por
construcao, I é um ideal de A e, portanto, finitamente gerado. Assim, existem elementos
aiy,...,a tais que I = (aq,...,a;). Como I contém todos os ideais I;, cada I; é gerado por uma
subcolegao finita de {ay,...,ar}, o que implica que a cadeia é estacionaria. Reciprocamente,
suponha que todo ideal de A é finitamente gerado e seja I um ideal arbitrario de A. Se [
¢ finitamente gerado, entao nao hé nada a provar. Caso contrério, considere a familia F' de
todos os ideais de A que sao subconjuntos finitamente gerados de I parcialmente ordenados por
inclusao. Por hipotese, F' nao ¢é vazio. Pelo Lema de Zorn, F' possui um elemento maximal J.
Se J nao ¢ igual a I, entdo existem a € [ tal que a ¢ J. Mas entdo o ideal J + (a) é finitamente
gerado e estritamente contém .J, contradizendo a maximalidade de J. Portanto, J = I, o que

implica que I é finitamente gerado. O

Teorema 2.5. (Teorema da Base de Hilbert) Se A é um anel Noetheriano entao o anel de

polindémios A[x] é Noetheriano.
Demonstragao. Veja em [6], paginas 25-26. O

Dado um anel qualquer A e I C A um ideal. Vimos que se existe ¢ € A, tal que I = (),
entao dizemos que I é um ideal principal. Em particular, existem dominios de integridade, nos
quais todos os seus ideais sao principais, e os chamamos de Dominio de Ideais Principais - DIP.

Dai vemos que todo corpo K é um dominio de ideais principais.

Proposigao 2.8. Se A é um DIP, entao Alzy,...,z,| é Noetheriano.
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Demonstragao. Se A é um DIP, entao todo ideal de A é finitamente gerado, logo A é
um anel Noetheriano e, como corolario do Teorema 2.5, temos que Alxy,...,x,] também é

Noetheriano. O

Exemplo 2.18. Sabemos que o conjunto Z ¢ um D.I. Em particular, todo ideal de Z é prin-
cipal. Logo, Z[x,...,x,] € Noetheriano. Em particular, se K é um corpo, entao Klz1,...,z,]

é Noetheriano.

2.6 IDEAIS RADICAIS

Definicao 2.20. Sejam A um anel e I um ideal de A. O radical de I é o conjunto
VI={acAla* €I, necN}.

Proposicio 2.9. Sejam A um anel e J um ideal de A. Temos que v/ é um ideal de A.

Demonstragao. Podemos reescrever VI como:
VI = {acAla"=0e€ A/I,neN}={a€ A|vY(a)€nayu}=2v"(Nas)

onde ¢ : A — A/I é o homomorfismo proje¢ao canoénica. Assim, V1 & a imagem inversa de um

ideal por um homomorfismo de anéis, portanto também é um ideal. O
Note que I C V1. Se I = /I, dizemos que I é um ideal radical.

Exemplo 2.19. Todo ideal primo é radical. Com efeito, sabemos que P C v/P. Recipro-
camente, se r € \/]_3, entao existe n € N tal que 2" € P, como P é primo entao vale que x € P,
logo VP C P.

Proposicio 2.10. Sejam A um anel e I um ideal de A. Temos que v/I é a intersecéo de

todos os ideais primos de A que contém I.

Demonstragao. Nesta demonstracao, sempre que falarmos em um ideal P, ele sera primo.
Observamos que V1 = w_l(ﬂpgw P) e, pelo Teorema da Base de Hilbert, ﬂPgA/I P =mnar.

Portanto,

VI=¢ T an)= (] ¢7'(P)

$=1(P)21
Como P ¢é primo, entdao ¢)~!(P) também ¢é primo, o que conclui a demonstragao. O
No capitulo final deste trabalho, sera discutida a importancia do radical desses ideais, es-

pecialmente quando esses ideais estao relacionados a anéis de polindémios sobre corpos algebri-

camente fechados, independentemente do niimero de variaveis.
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3. TOrPICcOS DE GEOMETRIA ALGEBRICA

Neste capitulo, discutiremos os conceitos de espaco afim, variedades algébricas e suas pro-
priedades, que sao fundamentais para o estudo introdutério da geometria algébrica. Esses
conceitos proporcionam a base para compreendermos como estruturas algébricas se relacionam
com a geometria, permitindo uma anéalise mais profunda de objetos geométricos definidos por
equacdes polinomiais. E importante ressaltar que, ao longo deste trabalho, consideraremos

apenas anéis comutativos e unitarios. Utilizaremos [3| como referéncia principal.

3.1 VARIEDADES ALGEBRICAS AFINS

Definicao 3.1. Seja K um corpo. O espaco afim n-dimensional sobre K é definido por:
Ak ={(a1,...,a,) | a; € K,i€{1,2,...,n}}.
Em geral, chamamos os elementos deste conjunto de pontos.

Exemplo 3.1. Para n = 1, o conjunto Al ¢ chamado de reta afim sobre K. Para n = 2,
o conjunto A% ¢é chamado de plano afim sobre K. Para n = 3, o conjunto A% é chamado de

espaco afim tridimensional sobre K.

Definicao 3.2. Sejam f € Klzy,...,x,] um polinémio e P = (a4, ..., a,) € A}, um ponto.

Dizemos que P é um zero de f se f(aq,...,a,) =0.

Se o polindémio f nao for constante, entdo seu conjunto de zeros, representado por V(f),
¢ conhecido como hipersuperficie definida por f. Estudos detalhados foram realizados sobre
esses conjuntos de zeros, especialmente quando n = 2, onde eles sao conhecidos como curvas

algébricas planas afins. Quando 9(f) = 1, o conjunto V(f) ¢ chamado de hiperplano em A%.

Antes de definir variedades algébricas afins, é essencial estabelecer uma conexao solida
entre os conceitos algébricos e geométricos. O Teorema da Base de Hilbert desempenha um
papel fundamental nesse processo, garantindo que o anel de polindémios seja Noetheriano, o que

proporciona uma estrutura ordenada aos polindmios e seus ideais.
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Ao introduzir a definicdo de variedade algébrica afim como o conjunto-solucao de um sis-
tema de equagoes polinomiais, aproveitamos diretamente essa estrutura algébrica ordenada,
estabelecendo uma conexao solida entre os conceitos algébricos e as propriedades geométricas

dos conjuntos de solugoes.

Definicao 3.3. Seja K um corpo. Um subconjunto X C A} é dito uma variedade algébrica

afim, ou simplesmente variedade algébrica, se for o conjunto-solugao de um sistema de equagoes:

/

fl(l'l, N ,J]n) =
fz(l’l, e ,an) =

\fm(ml, ooy y) =0
onde fi, fa, ..., fm s80 polindmios pertencentes ao anel K[xy,...,x,).

Em outras palavras, dado J = (f1, ..., fi) ideal em K|xq, ..., z,], temos que V(J) = {p €
Ak | f(p) =0,Vf € J}.

Antes de apresentar exemplos de variedades algébricas, é importante ressaltar que esses
conjuntos podem ser vistos como objetos geométricos devido & maneira como sao definidos. A
ideia fundamental é que uma variedade algébrica é o conjunto de pontos que satisfaz um certo
ntimero de equagoes polinomiais. Essas equagoes podem ser interpretadas geometricamente
como restrigoes sobre os pontos no espaco, o que leva a formacao de curvas, superficies e outros
objetos geométricos.

Exemplo 3.2. Se tomarmos o espaco afim A%. Dado o ideal I = (2? — y) C R[z, y|, entdo

V(I) C A% representa uma parabola no plano bidimensional sobre R. (Figura 3.1)

V(z* —y)

Figura 3.1: Grafico da funcao y = x*
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Exemplo 3.3. Se I = (xy — 1), entao V(I) representa uma hipérbole em A%. (Figura 3.2)

Figura 3.2: Grafico da fun¢do y = 2

Exemplo 3.4. Seja C =V (2®—2%-y+y*—z-y) C A%, note que f(z,y) = 23— y+y?’—x =
(y — 2%) - (y — x), isso nos diz que V(y — x?) é um conjunto de zeros para o polinémio f(z,y).
Por outro lado, é notério que V(y — ) também é um conjunto de zeros para f(z,y), entao
temos que C' =V (y — 2*) UV (y — z). Sabemos que V (y — x?) representa uma parabola Cjy em

A%, e V(y — x) representa uma reta L no mesmo espago afim de Cj, e portanto C' = Cy U L.

Exemplo 3.5. Considerando o espaco afim tridimensional A3, definido porRe S =V (I) C
R
A} onde I C R[z,y, 2] ¢ um ideal. Se I = (2* +y? + 2% — 1), entao S representa uma esfera de

raio igual a 1 em A}. (Figura 3.3)

Figura 3.3: Grafico da esfera 2? +¢y>+ 22 =1
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As propriedades fundamentais de variedades algébricas no espago A} sao descritas a seguir.

Elas estabelecem a relagao entre ideais de polinémios e os conjuntos algébricos.

Proposicao 3.1. Seja A} um espago afim qualquer, entao sao satisfeitas as seguintes

propriedades:

1) V(0) =A% e V(1) =0
ii) Se I C J, entao V(J) C V(I);
iii) Seja P um ponto de A%, entao o conjunto { P} é uma variedade algébrica, mais precisamente
V({z1—a1,...,zn —an)) = {(a1,...,a,)}, com P = (ay,...,a,).
iv) Se (Xi)aer ¢ uma familia de variedades algébricas, tal que cada X, C A%, entao (J,., X\
é uma variedade algébrica.
v) V(I-J)=V(I)UV(J). Em particular, a uniao finita de conjuntos algébricos afins ainda

¢ um conjunto algébrico afim.
Demonstragao.

i) Claramente o polinémio nulo anula todo elemento de A%, e o polindmio constante 1 nao
anula nenhum elemento em AY,.

ii) Seja p € V(J). Entao f(p) = 0,¥p € J. Como I C J, entao f(p) = 0,Vf € I, ou seja,
pe V().

iii) Podemos escrever um ponto qualquer de A% como P = (ay,...,a,). Seja M = (x; —
ai, ..., T, — a,), note que o tnico ponto que é zero de qualquer polindémio em M é P, isto
nos diz que V(M) = {P}.

iv) Podemos escrever cada X, como X, = V(I)), onde I, C Klzy,...,z,] é¢ um ideal. Ja
vimos que a soma de ideais ¢ um ideal, logo > ., Ix ¢ um ideal de A%. Afirmamos
que Uyep Xa = V(X4 ). Com efeito, dado P € |J,.; X\ entdo P € V(I,) para
todo A € L, isto nos diz que P é zero de todos os polindémios pertencentes a [, para
qualquer A € L, logo P € V (3., 1), dai Uy Xx €V (3,cz In). Reciprocamente, se
PeV (Z)\GL I,\), entao P é um zero de todos todos os polindmios pertencentes a I, para
qualquer A € L, e portanto V' (ZAGL I,\) C Uyer X

v) Como I-J CTel-JC J,entdo peloitem (ii) segue que V(I) CV(I-J)e V(J) CV(I-J),
logo V/(I)UV(J) C V(I-J). Reciprocamente, vamos mostrar que V(I -J) C V(I)UV(J).
Seja p € V(I -J) qualquer. Se p € V(I) entdo nada a provar. Suponha que p ¢ V(I).
Entao existe f € I tal que f(p) # 0. Dado g € J arbitrario, como fgel-Jepe V(I-J)
entao (fg)(p) = 0. Dai f(p)g(p) = 0 e como f(p) # 0 entdo g(p) = 0. Logo, p € V(J) e
portanto p € V(1) UV (J). O

Corolario 3.1. Sejam Pi,..., P, C A} pontos distintos. Entdo, {P,,..., P} = {P} U
SU{R}=ViU...UV,.

Com relagao aos conceitos vistos na demonstragao da propriedade (iii), iremos provar que

todo ideal da forma M = (z; — a4, ..., x, — a,) é maximal.

UNIVERSIDADE FEDERAL DO AMAZONAS - INSTITUTO DE SAUDE E BIOTECNOLOGIA



TOPICOS DE GEOMETRIA ALGEBRICA 21

Proposicao 3.2. Seja K um corpo qualquer, e sejam ay,...,a, € K. Entao, o ideal

M= (xry—ay,...,z, —a,) C K[z1,...,2,] € maximal.

Demonstragao. Note que a aplicacao
¢: Klry,...,z,] > K

flzy,..o xn) — flag, ... a,)

¢ um homomorfismo de anéis sobrejetor, onde ker(¢) = M. Pelo teorema do isomorfismo, temos
que K[zq,...,x,]/M = K, isto nos diz que o anel quociente K|z, ...,x,]/M é um corpo, e a

partir do Teorema 2.3 podemos concluir que M é um ideal maximal. O

3.2 IDEAL ASSOCIADO A UMA VARIEDADE ALGEBRICA

Podemos visualizar as variedades algébricas como uma espécie de fungao V', que associa
cada ideal I do anel de polinémios K[z,...,z,] (com K sendo um corpo), ao seu conjunto de
zeros V (I). Nesta segao, vamos explorar o ideal que define uma variedade algébrica. Sob certas
condicoes estabelecidas mais adiante, poderemos compreender o mecanismo que nos conduz a

este ideal como uma fungao inversa de V.

Definicao 3.4. Seja K um corpo e X C A%, uma variedade algébrica afim. O ideal associado

de X é o conjunto
I(X)={f € K[z1,..., 2] | f(P)=0,YP € X}.

O nome "ideal" é justificado pelo fato de que podemos verificar que Z(X) é um ideal em
Kl[zq,...,x,]. De fato, o polinémio identicamente nulo pertence a Z(X). Para f,g € Z(X),
sabemos que (f + g)(z1,...,2,) = f(x1,...,2,) + g(x1,...,2,). Para todo P € X, temos
f(P)=0eg(P) =0, entdo (f + g)(P) = 0, implicando que f + g € Z(X). Além disso, para
h € Klxy,...,x,) e f € Z(X), temos (h- f)(z1,...,2,) = h(z1,...,2,) - f(z1,...,2,). Para
todo P € X, segue que (h- f)(P) = h(P)- f(P)= h(P)-0=0, implicando que h- f € Z(X).

Proposicao 3.3. Seja X C A} uma variedade algébrica afim. Entao Z(X) é um ideal

radical do anel K[xy,...,z,)].

Demonstragao. Ja vimos que Z(X) é um ideal, entao basta mostrar que também é radical,
isto ¢, Z(X) = \/Z(X). Em geral, sabemos que vale a inclusio Z(X) C /Z(X). Seja h €
Z(X), entdo existe n € N, tal que h™ € Z(X), isto nos diz que (h")(P) = 0, para todo P € X,

o que implica que (h(P))" = 0, donde h(P) = 0, devido ao fato de que K|zy,...,z,] é um
dominio de integridade. Logo h € Z(X), e portanto /Z(X) C Z(X). O
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As propriedades a seguir descrevem relagoes importantes entre as variedades algébricas no
espago A7 e seus ideais associados, fornecendo uma conexao direta entre a estrutura geométrica

e a algébrica.

Proposicao 3.4. Seja A}, um espaco afim qualquer. Com relacao ao ideal associado das

variedades algébricas contidas em A}, valem as seguintes propriedades:

) Se X CY C A} entao Z(Y) C Z(X).
) Z(0) = K[x1,...,x,] e se K é um corpo infinito entao Z(A%) = {0}.
iii) Seja P = (ai,...,a,) € Ak, entdo Z({P}) = (z1 — ay, ..., Ty — ay).
iv) Z(XUY) = Z(X) N Z(Y).

)

Demonstragao.

i) Seja f € Z(Y). Entao f(p) =0,Vp € Y. Como X C Y, entao f(p) =0, Vp € X. Logo,
fez(Xx).

ii) Por vacuidade, Z(0) = K|[z1,...,x,]. Vamos mostrar por indugao sobre n que Z(A%) =
{0}. De fato, para n = 1 sabemos que o polindémio nulo é o tinico em uma indeterminada
que admite infinitas raizes. Suponha por indugdo que n > 1 e Z(A% ') = {0}. E claro que
{0} C Z(A%). Por outro lado, seja f € Z(A}) qualquer. Logo, f(p) = 0 para todo p € Al.

Como f € K[zy,...,x,] entao existem fy,..., f. € K|xy,...,z,_1] tais que

f=fo+ fizn+ ...+ frz,.

Para cada ¢q € A?{l considere o polinémio

fo = folg) + fil@)wn + ... + fr(q)x;, € K|,].

Para todos ¢ € A, ' e t € K temos que f,(t) = f(q,t) = 0. Logo, f, € K[z,] possui

infinitas raizes, para todo g € A”K’l. Assim,
fo=0,Yge A = fi(¢) =0,Yqg e A Vi €{0,...,7}

:>fjGI(A?(il),VjE{O,...,T}ifj:O,VjE{O,,_,,r}:>f:0'

iii) Claramente (x; — aq,...,2, — a,) € Z({(a1,...,a,)}). Além disso, pela Proposigao 3.2
temos que (r1 — ay, ..., T, — a,) ¢ um ideal maximal de Klzy,...,z,], entdo a igualdade
esta provada.

iv) Se f € Z(X UY), entao f(P) = 0 para todo P € X UY. Em particular, f(P) = 0
para todo P € X, e f(P') = 0 para todo P’ € Y. Isso implica que f € Z(X)NZ(Y),
o que implica Z(X UY) C Z(X) N Z(Y). Por outro lado, se f € Z(X) NZ(Y), entdo
f(P) = 0 para qualquer P pertencente a X ou a Y, o que implica f € Z(X UY), e
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portanto Z(X)NZ(Y) CZ(X UY).

v) Seja P € X. Para todo f € Z(X), f(P) =0, pois P esta em todas as variedades definidas
por elementos de Z(X). Portanto, P € V(Z(X)). Agora, seja P € V(Z(X)). Isso significa
que para todo f € Z(X), f(P) = 0. Assim, P satisfaz todas as equagoes que definem X,
implicando P € X. Portanto, V(Z(X)) = X. O

Um contra-exemplo para o item dois da proposicao acima, é o caso onde K é um corpo

finito, como veremos abaixo.

Exemplo 3.6. Sabemos que Z, = {0,1} é um corpo, e em particular, é finito. Seja Z}
o espago afim unidimensional sobre Z,. Dado o polindémio f(z) = x> + x € Zy[z], segue que
f(0)=0ce f(1) =0, logo temos que f # 0, mas f € Z(Z}).

Dado uma variedade algébrica X C A segue que Z(X) C Klxy,...,z,| é finitamente

gerado.

Proposigao 3.5. Toda variedade algébrica X C A% pode ser expressa como a intersecao

finita de hipersuperficies.

Demonstracao. Seja X = V/(I), para algum ideal I C K[zy,...,x,]. Pelo teorema da
base de Hilbert, podemos escrever I = (f,..., f.), onde fi,..., f, € K[x1,...,z,]. Note que
I={fi)+...4+(fr),logo X =V (>;_, [;), e pela demonstragao do item quatro da proposicao
3.1, temos que V(31 fi) = iz, VI(fi)- O

3.3 COMPONENTES IRREDUTIVEIS DE UMA VARIEDADE
ALGEBRICA

Vimos anteriormente que a variedade algébrica V(z® — 2% -y +y* — x - y) pode ser reescrita
como V((y —2%) - (y — 2)) = V(y — 2*) UV (y — z), isto &, a uniao de outras variedades
algébricas. O que nos interessa é saber quando esse fato pode ocorrer. De forma geral, muitas
tém tal propriedade e nesta secao vamos apresentar mecanismos que nos permitem verificar
quando uma variedade algébrica pode ser reescrita como a uniao de outras duas definidas por

polinémios de grau menor e suas consequéncias.

Definicao 3.5. Sejam K um corpo e X C A} uma variedade algébrica. Se Y é subconjunto

de X e também ¢é variedade algébrica, entao dizemos que Y é subvariedade de X.

Definicao 3.6. Uma variedade algébrica X C A% é redutivel quando existem subvariedades
proprias Y e W de X, com Y # W, tais que X =Y UW. Quando uma variedade algébrica

qualquer nao é redutivel, dizemos que a mesma é irredutivel.

LICENCIATURA EM CIENCIAS: MATEMATICA E Fisica



24 TOPICOS DE GEOMETRIA ALGEBRICA

Em geral, o recurso que nos permite ter a no¢ao de uma variedade algébrica ser irredutivel
ou nao é verificar se o seu ideal de defini¢cao é primo, como veremos na proposi¢ao abaixo onde

iremos usar fortemente a proposicao 3.4.

Proposicao 3.6. Seja X C A} uma variedade algébrica. X ¢ irredutivel se, e somente se,

Z(X) é um ideal primo em K|x1,...,z,)].

Demonstragao. De modo equivalente, basta mostrar que X ¢é redutivel se, e somente se,
Z(X) nao é primo. Se X é redutivel, entdao existem subvariedades proprias Y, W C X, com
Y # W, tais que X = Y UW. Isso nos diz que Z(X) € Z(Y) e Z(X) € Z(W). Tome
geEI(Y)—IZ(X) e h e Z(W) — Z(X), logo temos que g-h € Z(Y) - Z(W) C Z(Y UW) =
Z(X). Como g e h ndo pertencem a Z(X), segue que o mesmo nao é primo. Reciprocamente,
considere ¢g,h € Klxy,...,x,] — Z(X), tal que g - h € Z(X). Logo, (g - h) C Z(X), dai
V(g-h) D V(Z(X)) = X, o que nos diz que X C V(g-h) = V(g)UV(h). Isso implica em
X=V(@uVh)NnX=(V(gNX=Y)U((V(h)NX =:W). Suponha, por absurdo, que
Y = X, entao X C V(g), e assim Z(X) D Z(V(g)) D (g), logo g € Z(X), o que é um absurdo.

De maneira analoga, podemos verificar que W C X. Portanto, X é redutivel. O]

Exemplo 3.7. Um exemplo simples de uma variedade algébrica redutivel ¢ C' =V (z-y) C
A%, onde podemos ver que V(z -y) = V(z) UV (y), e que V(z) NV (y) = 0.

Definicao 3.7. Seja F' uma familia parcialmente ordenada. Um elemento x € F' é chamado

de elemento minimal se nao existir y € F' tal que y < x.

Lema 3.1. Toda familia nao vazia de variedades algébricas possui um elemento minimal,
ou seja, se (Xy)rer ¢ uma familia de variedades algébricas, onde X, C A, para todo A € L,

entao existe \g € L, tal que X, C X, = X\ = X),.

Demonstragao. Considere a familia de ideais (I))aer, onde X, = V(I,). Como
K|[zq,...,x,] € Noetheriano, toda cadeia ascendente de ideais tem um ideal maximal. Por-
tanto, (I))aer possui um elemento maximal I,,. Pelo item ii) da Proposi¢ao 3.1, concluimos

que Xy, = V(I),) ¢ o elemento minimal da familia (X))xcr. O

Teorema 3.1. Toda variedade algébrica X C A’ se expressa como uma uniao finita de
subvariedades irredutiveis, isto é, X = [J,_, X;, tal que cada X; C X ¢é uma subvariedade

irredutivel.

Demonstragao. Seja F' uma familia de variedades algébricas, tal que todo elemento de
F nao se expressa como uniao finita de subvariedades irredutiveis. Suponha por absurdo que
F # (. Pelo Lema 3.1, existe um elemento minimal Y € F' em particular, Y é redutivel. Assim,
existem Z e W subvariedades proprias, tal que Y = Z U W (com Z # W). Por outro lado, Z

e W nao pertencem a F', devido a minimalidade de Y. Logo, Z e W podem ser escritos como:
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=1 i=1

onde cada Z;, W; sao subvariedades irredutiveis de Z e W, respectivamente. Assim, temos que
Y =ZUW =ZU---UZ.UWU- - -UWj, o que é um absurdo, pois isso implica que Y ¢ F. [J

Observacao. A expressio X = J;_, X;, fornecida pelo teorema acima, ¢ chamada de
composicao de X em componentes irredutivers. Mais precisamente, podemos escrever toda

variedade da seguinte forma:
xX=Jx,
i=1

onde X; ¢é irredutivel e X; C X, para todo ¢ # j. Além disso, tal configuracao ¢ tnica a menos

de permutagao.

Observa-se que as subvariedades irredutiveis desempenham um papel crucial na teoria das
variedades algébricas, devido a sua estreita relacao com os ideais primos. De fato, o Teorema 3.1
estabelece que uma variedade algébrica X se expressa como uma uniao finita de subvariedades
irredutiveis. Além disso, o Lema 3.1 afirma que toda familia nao vazia de variedades algébricas
possui um elemento minimal, o que implica que cada variedade algébrica pode ser decomposta
em subvariedades irredutiveis de maneira tinica. Assim, a composicao de X em subvariedades
irredutiveis nao apenas fornece uma decomposicao estruturada de X, mas também nos permite
entender sua estrutura em termos de ideais primos no anel de polinomios K[xy,...,z,], via

Proposicao 3.6.

Normalmente, estudamos algumas das propriedades de inclinagao, areas abaixo de curvas
e volumes de superficies por meio de alguns conceitos do calculo. Raramente se discute as
propriedades algébricas desses "objetos" geométricos. No proximo capitulo, veremos uma ponte

entre a geometria e a algebra sob certas condigoes e suas consequéncias.
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4. O TEOREMA DOS ZEROS DE HILBERT
E SUAS CONSEQUENCIAS

A partir do conhecimento construido até o momento neste trabalho, iniciaremos o estudo
de maior objetivo, que relaciona os vérios resultados obtidos até aqui. Neste capitulo veremos
o Teorema dos Zeros de Hilbert, mais conhecido por seu nome original Hilbert’s Nullstellensatz,
bem como sua demonstracao e seus corolarios. Este teorema é uma das fundacoes da geometria
algébrica, estabelecendo a conexao entre ideais em anéis de polinémios e variedades algébricas.
Além disso, exploraremos as aplicagoes e implicagoes desse teorema em diferentes contextos

matematicos. Para este capitulo, [9] foi a principal referéncia.

4.1 CONCEITOS PREVIOS

Antes de vermos o Nullstellensatz, serao apresentados alguns conceitos que irao nos auxiliar

a demonstrar o mesmo.

e Seja K um corpo. Um corpo L é dito uma eztensao de K se K C L.

e Sejam L uma extensao do corpo K e a € L. Dizemos que a é algébrico sobre K se existe
um polindmio ndo-constante p(x) € K[z, tal que p(a) = 0. (Se a ndo é algébrico sobre
K, dizemos que a é transcendente sobre K.)

e Seja K C L uma extensao de corpos. Dizemos que L é uma extensao algébrica de K se
todo elemento de L é algébrico sobre K.

e Dizemos que um corpo K ¢ algebricamente fechado quando todo polindmio de grau maior

do que ou igual a 1 em K[z| admite pelo menos uma raiz em K.

Exemplo 4.1 Sabemos que valem as inclusdes Q C Q[v2] € R C C, logo Q[v/2] ¢ uma

extensao de Q, R é uma extensao de ambos, e por fim C é uma extensao de cada um dos trés.
O ntimero /2 € R é algébrico sobre Q, pois ele é raiz do polinémio p(z) = 22 — 2.

Um corpo K é sempre uma extensao algébrica de si proprio. Dado a € K temos que o

mesmo é raiz do polinémio p(z) = x — a € Klz].
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Como ja vimos nos exemplos anteriores, Q e R nao sao algebricamente fechados. Entretanto,
o teorema fundamental da dlgebra nos garante que C é um corpo algebricamente fechado e que
todo polindmio em Clx] s6 admite raizes em C. A prova deste teorema pode ser vista no

apéndice do Capitulo VII da referéncia [12|, paginas 435-443.

Dado um polinémio de grau n, é evidente que o niimero méaximo de raizes de tal polinémio é
n. Observamos que se K é um corpo algebricamente fechado, entdo um polindémio p(x) € K|z]
de grau n possui todas as suas n raizes em K. Seguindo este raciocinio, se K C L é uma

extensao algébrica de corpos, entao é verdade que K = L.

Com efeito, se a € L, entao a ¢é raiz de algum polinomio p(x) € K[z| de grau n, mas todas

as n raizes desse polinomio estao em K. Portanto, a € K.

Observacao. Seja K C L uma extensao de corpos. L pode ser visto como um espaco
vetorial sobre o corpo K. Com efeito, as operagoes + : L X L — Le-: Lx K — L ja
estao naturalmente definidas em L, e pode-se verificar que as condigoes de espago vetorial sao

satisfeitas.

Definicao 4.1. Seja K um corpo. Chamamos de corpo de fracoes do anel de polinémios

Klzy,...,z,), o conjunto denotado por K(z1,...,z,) = {% | fip € Klzy,...,x,],p # O}.

Definigao 4.2. Sejam K um corpo e A um anel. Dizemos que A é uma K-dlgebra ou

algebra sobre o corpo K se A tem as trés operagoes a seguir:

+:AxA— A (a,b)—a+Db
AXK = A (a,N)—a- A
T AX A=A (a,b)—a-b

De modo que para A € K e a,b,c € A, temos:

i) A é um espago vetorial sobre K;
i) Ae(a-b)=(N-a)-b=a-(\-b);
iii) (a+A-b)-c=a-c+X-b-c,etambém, a-(b+X-¢c)=a-b+a-\-c

Ou seja, uma K-algebra (sendo K um corpo) é um conjunto hibrido, que tem tanto a
estrutura de espaco vetorial quanto a estrutura de anel, e ainda vale notar que o mesmo contém

o corpo K.

Exemplo 4.2 Dada uma extensao de corpos K C L, vimos que L pode ser visto como um
espaco vetorial sobre K. Além disso, L também satisfaz as outras duas condig¢oes que o fazem

ser uma K -algebra.

Definigao 4.3. Seja A uma K-algebra. Dizemos que A é finitamente gerado como K-

dlgebra se existe um ntamero finito de elementos ay,...,a, € A, tal que A = Klay,...,a,] =
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{flai,...,an); f € K|xy,...,2,]}, onde Klz1,...,2,] é 0 anel de polinémios sobre K em n

variaveis.

Lema 4.1. (Lema de Zariski) Seja K C L uma extensao de corpos. Se L ¢é finitamente

gerado como K-édlgebra, entao L é algébrico sobre K.
Demonstragao. Veja em [9], pagina 94. ]

O uso de tal lema sera de grande importancia para a demonstragao do Hilbert’s Nullstel-

lensatz.

Exemplo 4.3 Temos que R C C é uma extensao de corpos. Por outro lado, sabemos que
i = v/—1 € C é algébrico sobre R pois ¢ raiz do polinomio f(x) = 2%+ 1 € R[z]. Note que
C = RJi], logo pelo Lema de Zariski, C é algébrico sobre R. Esse fato pode ser verificado
explicitamente. De fato, dado z = a + b - ¢ € C arbitrariamente, considere f,(z) € R[z], dado
por f.(z) = (z — a)? + b*, dai temos que f,(z) = (b-1)? 4+ b* = 0.

4.2 O TEOREMA DOS ZEROS DE HILBERT

O Teorema dos Zeros de Hilbert possui varias versdes. O teorema que serd enunciado a

seguir é uma destas, e é conhecido como o teorema fraco dos zeros de Hilbert.

Lema 4.2. Seja K um corpo algebricamente fechado. Todo ideal maximal M C

Kl[zy,...,x,] é da forma M = (x; — ay,...,z, — a,), para certos ay,...,a, € K.

Demonstracao. Considere o anel L = K|[xy,...,z,]/M. Como M é maximal, temos pelo
Teorema 2.3 que L é um corpo, donde K C L é uma extensao de corpos. Por outro lado,
Kl[zy,...,x,] é finitamente gerado como K-algebra, o que implica que L também seja. Pelo
lema de Zariski, vem que K C L é uma extensao algébrica. Como K é algebricamente fechado,

segue que K = L.

Logo, para cada z;, com i € {1,...,n}, existe um a; € K, tal que 7; = @;, donde x;—a; € M.
Portanto, (zy — ay,...,2, — a,) € M. Porém, vimos na Proposigao 3.2 que todo ideal do tipo
(x1 —ay,...,T, — a,) ¢ maximal, e portanto M = (1 — ay, ..., T, — ay,). a

Teorema 4.1. (forma fraca do Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja K um corpo algebrica-

mente fechado. Se I C K|[zy,...,x,] € um ideal proprio, entao V(I) # (.

Demonstragao. Sendo I um ideal proprio de Klzy,...,x,], o Corolario 2.1 nos garante
que existe um ideal maximal M C Klzy,...,x,], tal que I C M. Pelo Lema 4.2, sabe-se
que existem ay,...,a, € K, tais que M = (x; — ay,...,x, — a,). Logo, V(M) C V(I), e
V(M)=V(x1—ay,...,z, —a,) = {(a1,...,a,)} € A%, e portanto V(I) # 0. O
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A hipétese " K algebricamente fechado" nao pode ser removida. De fato, sabemos que R nao
é algebricamente fechado, devido ao fato de alguns polindémios em R[z] ndo possuirem raizes

em R. Por exemplo, o ideal I = (z? + 1) C R[z] é proprio, mas V() = ().

A seguir, veremos a forma forte do teorema dos zeros de Hilbert. Durante a demonstragao

do mesmo, iremos notar que a forma fraca implica na forma forte.

Teorema 4.2. (forma forte do Teorema dos Zeros de Hilbert) Seja K um corpo algebrica-
mente fechado e V/(J) uma variedade algébrica. Entao Z(V(J)) = v/J.

Demonstragao. Vamos primeiro mostrar que v.J C Z(V(.J)). Seja h € v/J, entdo existe
um inteiro [ € N tal que h' € J. Para todo p € V(J), temos h'(p) = 0, o que implica (h(p))! = 0.
Portanto, h(p) = 0 para todo p € V(J), o que significa que h € Z(V(J)). Assim, concluimos

que v.J CZ(V(J)).

Agora vamos mostrar que Z(V(J)) C v/J. Seja qualquer g € Z(V(J)) nao nulo. Pelo

Teorema da Base de Hilbert, K[z, ..., x,] é Noetheriano, isso implica que J = (f1, ..., f,), onde

fi € K[z1,...,x,]. Defina L := K(x,...,x,) como sendo o corpo de fragoes de K|z, ..., z,]

e seja Jy o ideal de Klz1,...,x,, x,11] definido por Jy := (f1,..., fr, gTpe1 — 1). Afirmamos
—_—

g1
que V(Jy) = 0. Suponha por absurdo que existe b € V(Jy) € A% entdo b = (¥, b,41) com

b € A% e b,y € K. Em particular temos f;(0') = 0 para todo ¢ = 1,...,r, o que implica que
b e V(J). Além disso, como g € Z(V(J)), temos g(b') = 0. Dai, 0 = g1(b) = (92n+1 — 1)(b) =
g(b")bpi1—1=0b,41 —1 = —1, 0 que & absurdo. Portanto, V' (.Jy) = 0. Pelo teorema 4.1, temos

Jo=k[x1, ..., 2n41], logo 1 € Jy. Assim, existem aq,...,a,, 3 € K[xq,...,2,,1] tais que
l=aifi+-+a.f +B(ga"™ —1) ()

para cada i = 1,...,7, temos: F; := fio; € (Klz1,...,2,])[xn11] C L]x,41], assim, existe um
d € N tal que para g, ..., g € Klz1,...,2,), temos a; = ajo + @i Tpi1 + ... + gzl ;. Se
g # 0, entao é € L, o que implica que F; (%) = <fg—§> onde u; 1= a;g? + gt + ..+
Qi(d-1)g + g € Kz, .., 2]

Aplicando é em (x):

DR ORIOIE

U T’u”"
logo,
gl =ufit ot € )
Portanto, g € VI , 0 que encerra nossa demonstracao. ]
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Observagao: A demonstragao acima foi apresentada pela primeira vez por Rabinovich.
Este teorema pode ser considerado uma extensdo do Teorema Fundamental da Algebra, esta-
belecendo uma relagao profunda entre a algebra e a geometria. Enquanto o Teorema Funda-
mental da Algebra afirma que os polinémios de uma variavel nos ntimeros complexos tém raizes
no conjunto complexo, o Hilbert’s Nullstellensatz estende essa ideia, conectando os ideais dos
anéis polinomiais aos subconjuntos do espaco afim. Nos corolarios deste teorema, é possivel

expressar conceitos geométricos em termos algébricos.

Exemplo 4.4. Seja X = V(I) C A} uma variedade algébrica no espago tridimensional
definido por I = (z-y,x-z) C K|z,vy, z]. Podemos reescrever I como o produto I = () - (y, z),
dai X =V ((z)-(y,2)) = V(z) UV (y, z). Note que (z) e (y, z) sdo ideais primos em K|z,y, 2],
dai Z(V(X)) = /{x) = (z) e Z(V(y,2) = +/(y,2) = (y,2), que representam o plano yz ¢ o

eixo = respectivamente, sao subvariedades irredutiveis de X.

4.3 CONSEQUENCIAS DO NULLSTELLENSATZ

Nesta secao, exploramos algumas consequéncias importantes do Nullstellensatz, que estabe-
lece uma relacao profunda entre os ideais de um anel de polinémios e as variedades algébricas

associadas a esses ideais.

Antes de prosseguirmos para os corolarios, é importante discutir as aplicagoes V' e I. Dadas
as propriedades dos ideais radicais e primos, os resultados anteriores garantem que V' e [ sao
inversas uma da outra. Mais especificamente, para qualquer ideal I em K|[zy,...,x,], temos
que Z(V(I)) = I e para qualquer variedade algébrica X em A%, temos que V(Z(X)) = X. Em

outras palavras, temos que

V : {ideais radicais em K[xy,...,x,|} — {variedades em A} }
J = V(J)
e
7 : {variedades em A} } — {ideais radicais em K[xq,...,2,]}
X s I(X)

Agora, como consequéncia dessas propriedades, podemos apresentar os seguintes corolarios:

Corolario 4.1. Se I é um ideal radical em A, entdo Z(V(I)) = /I = I. Existe, portanto,

uma correspondéncia bijetiva entre os ideais radicais e as variedades algébricas.

Corolario 4.2. Existe uma correspondéncia bijetiva entre ideais primos e variedades algé-

bricas irredutiveis.
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Corolario 4.3. Existe uma correspondéncia biunivoca entre pontos e maximais.

Essas correspondéncias, vistas nas consequéncias do Hilbert’s Nullstellensatz, indicam que
informagao algébrica gera informacao geométrica e vice-versa, estabelecendo uma ponte entre

a algebra e a geometria.

Em resumo, temos que

{variedades algébricas em A’} +— {ideais radicais em Klz1,...,z,|}
{variedades irredutiveis em A’} «— {ideais primos em K{z1,...,z,|}
{pontos em A} +— {ideais maximais em Klz1,...,z,]}.
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5. CONCLUSAO

O presente trabalho alcancou seu objetivo principal ao demonstrar a existéncia de uma
relacao bijetiva entre ideais radicais e variedades algébricas contidas em espacos afins definidos
por corpos algebricamente fechados. Foi evidenciado que cada ponto pertencente a esse espago
afim tem um ideal maximal que o define, cada variedade algébrica irredutivel tem um tnico
ideal primo que a define, e cada variedade algébrica em A}, tem um tnico ideal radical em

Kzy,...,x,] que a define.

Além disso, foram abordados outros objetivos importantes, como uma introdugao a algebra
comutativa e aos conceitos iniciais da geometria algébrica. Embora alguns dos temas tratados
nao sejam comuns nos cursos de graduagao em matematica, eles contribuem significativamente
para uma formagcao matematica mais ampla, especialmente para aqueles interessados em algebra

abstrata.

E nossa esperanca que tanto a estrutura do texto quanto a linguagem matematica utilizada
tenham facilitado a compreensao dos resultados apresentados. Encorajamos os leitores a explo-
rar ainda mais esses temas, buscando um aprofundamento na geometria algébrica e na algebra
abstrata, a fim de expandirem seus horizontes matematicos e desfrutarem da descoberta de

novos conhecimentos.
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